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JUie  Elemente  der  Geometrie  sind  un- 
zähligemal  abgehandelt  worden»  innd  es 
fehlt  nicht  an  Werken,  welche,  mit  einem 
zeitgemäTseren  Umfange,  an  Gediegenheit) 
dem  unerreichten  Muster  und  der  Quelle 
aller,  den  Elementen  des  EucUdes,  nahe 
kommen. 

Gleichwol  bleibt  dem  Lehrgebäude  der 
Geometrie  noch  Manches  zu  wünschen 
übrig.  .  Entweder  nemlich  umfassen  auch 
die  vollständigeren  Abhandlungen  ihren 
Gegenstand  nicht  so  ganz,  wie  es  schon 
der  innere  Zusfunuienhang  der  Sätze  zu 
erfordern  scheint,  oder  wie  es,  wenn  man  .  * 
einen  Xjehrbegrijff  dör  JEllemente  als  Vor- 
bereitung zur  weiteren  Entwicklmig  be« 
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L  e  h  r  K  u  c  h 

,  det 

Elemente  der  Geometrie 

der  ebenen  und  sphäri$chen 

Trigonometrie, 

Torzüglicvh 

Selbstunterrichte: 

Terfafat      * 

A)t.  A,  Zi.  Grelle, 

-    *     Königlich- Preo£iischan  Geheimm- Ober- Banralhew 
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'^  welcher      —  * 
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Trigonometrie  mid  Pol^gonöinetrie 

enthält,  , 
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jJie  Elemente  der  Geometrie  sind  un- 
zähUgemal  abgehandelt  worden»  iund  es 
fehlt  glicht  an  Werken,  welche,  mit  einem 
zeitgemäfseren  Umfange,  an  Gediegenheit) 
dem  unerreichten  Muster  und  der  Quelle 
aller,  den  Elementen  des  Eüclides,  nahe 
Icommeu. 

Gleidiwol  bleibt  dem  Lehrgebäude  der 
Geometrie  noch  Manches  zu  wünsoheh 
übrig.  Entweder  uemlich  umfassen  auch 
die  yoUständigeren  Abhandlungen  ihren 
Gegenstand  .nicht  iso  ganz,  wie  es  schon 
der  innere  Zusammenhang  dar  Sätze  zu 
erfordern  sdieint,  oder  wie  es,-  wenn  man 
einen  JLehrbegriff  der  Elemente  als  Vor- 
bereitung zur  weiteren  Entwiddnng  be- 
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[  trachtet,  zu  wünschen  ist:  oder  es  fe]iki 

'        dem  System  hie  und  da,  mehr  oder  Tvem- 

/  ger  noch  an  derjenigen  nothwendigeii  m- 

nem  Ordnung,    weldie  die  Strenge  and 

* 

Cpnsequenz  des  Gegenstandes  erheischt» 
'So  zürn  Beispiel  fehlt  noch,  um  Eini- 

4 

'  ges  aus  dem  ersten  Abschnitte,  von  den 
geradlinigen  Figuren  in  der  Ebene  und  dem 
llLreise,  zu  nennen  -(der  zweite  Abschnitt 
würde  von   den  Körperti  handeln),    ge* 
wohnlich    die    weitere    Ausführung    der 
Sätze  von  der  Gleichheit  und  Aehinlichkeit 
mehrseitiger  Figurgii;  es  fehlen  selbst 
die  eisten  Sätze  von  den  Transversalejii 
von  den  Figuren  von  gleichem  umfange,, 
von  den  Puncten  der  mittlem  und  klein- 
sten Entfernimg,  von  den  Ausdrücke^  dör 
graden    Linien  und  Ebenen    und    ihrer 
Lage,  durch  Gleichungen  u.  s,  w.     In  der 
Trigonometrie,  die  in  dem  neueren  Zu- 
stande dcF  Geometrie  wesentKcK  zu  ,ihr 
-     '     gehört»  £eklt ^wohnlich  der  allgemeine 
Beweis  ibrer  Fimdameutal- Sätze  und  eiu^ 


> 


F  0  r  r  e  d  Cn  v 

« 

I  , 

eimgetmalsen  weitere  Ausfiihmng  der  go- 
flioinetrisclien  Sätze,  so  wie  die  Entwick- 
limg  der  Reihen-  und  Factoren- Ausdrücke 
der  trigonometrischen  Linien  durch  die 
Kreisbogen;  es  fehlt  gewöhnlich,  wenn 
nicht  die  Poljgonometrie  ganz ,  so  doch 

eine   einigermafsen    weitere  Ausführung 

> 

derselben,  nebiSt  vielem  Andern,  was  we- 
sentHch  zu  den  Elementen  der  Geometrie 
gehört.  Jh  dem  zweiten  Theile,  von  den 
Polyedern  und  den  sogenannten  runden 
Körpern,  sind  der  Lücken  nicht  weniger. 
Für  den  Zuainunenhaz^g  nnd  di,  Ord- 
nung  der  Sätze  ist  ebenfalls  noch  Manche^ 
'  ZU  wünschen.  Man  findet  %.  B.  um  wie- 
denun Einiges  aus  dem  ersten  Theile  zu 
Hernien,  häufig  zusammengehörige  Sätze 
nicht  beisammen  imd  andere  neben  ein- 
aader,  die  getrennt  seyn  solltfen.  Es  sind 
Zorn  Beispiel  die  Lehrsätze  nur  selten  mit 
ihren  Gegensätzen,  oder  Sätze,  die  sich 
auf  einen  und  denselben  Gegenstand  be- 
gehen, mit  einander  verbunden,,  oder  Sätze 
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Vorrede. 


der  letzten  Art,  die  nicht  unmittelbar  auf 
einander  folgen  können,  wie  z.  B.  diejeni- 
gen von  der  Gleichheit  und  Äehnlicükeit 
der  Figuren,  sind  nicht  recapitulirt;  was 
die  üebersicht,  und  denl  Lernenden  das 
Studium  erschwert.  Dagegen  findet  man 
Sätze,  die  nicht  wesentlich  dieser  oder  je- 
ner  Figur  bedürfen,  z,  B.  die  Sätze  von  der 
Centricität  der  gradlinigen  Figuren,  wel- 
che des  Kreises  nicht  bedürfen,  bei  der 
il^s- Figur  abgehandelt,  [woraus  eine  Ver- 
mengung mit  den  Sätzen,  die  der;Hülfs- 
Figur  eigenthümlich  sind,  z.  B.  beim  Kreise, 
mit  den  Sätzen  von  der  Berührung  etc., 
nach  sich  zieht.  In  den  sogenannten  Auf- 
gaben  ist  häufig  das,  was  Lehrsatz  ist,  mit 
dem  was  der  beschreibenden  Geome- 
trie angehört,  vermjlscht.  Selbst  gleich  vom 
Anfange  sind  die  Sätze  gewöhnlich  nicht 
nach  ihrer  natürlichen  Eintheilüng,  nem- 
lich  nach  Gleichheit,  Gröfse  und  Aehnlich- 
keit  der  Figuren,  streng  gesondert,  noch  ist 
bei  der  Lehre  von  der  Gröfse  der  Figuren 


[  Vorrede.  Yil 

dasjenige,  was  ohne  tlülfe  der  Zahl,  oder 
rein  geometrisch  bewiesen  werden  kann, 
ypn  dem  was  Zahlen  oder  Verhältnisse  zu 
Hülfe  nimmt,  genau  geschieden.  Die  Erklä- 
nmgen  und  Beweise  sind  sogar  zuweilen 
nicht  streng  oder  wenigstens  unvollstän-» 
dig^  selbst  Euclid  hat  ja  Erklärungen,  die 
schon  X:iehrsätze  voraussetzen,  welche  noch 
nicht  vorausgingen,  z.  |l.  von  der  Aehn- 
Hcfakeit  der  Figuren  in  der  Ebene  und  der 

\  Polyeder.  Solche  Erklärungen,  die  sich 
auf  später  folgende  Lehrsätze  beziehen, 
und  die. also  denselben  nicht  wohl  yorher- 
gehen  können,  sind  nicht  selten,  eben  wie 
idcht  ganz  vollständige  Beweise,  wie  z.  B. 
der  Beweis  beim  Euclid  von  der  Gleichheit 
zweier  Dreiecke,  deren  Seiten  in  dem  ei- 
nen  so  gro6  sind  als  in  dem  andern,  u<  s.  vit 

i  la  der  Trigonometrie [. ist  der  Mangel  an. 
iimerer  Ordnung  gewöhnlich  noch  grö- 
sser.    Viele  Lehrbücher  erklären  seihst 

I 

noch  die  Trigonometrie  für  die  Au/gaben 
vom  Dreiedc  und  ziehen  also  die  Gonio- 


\ 
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metrie  mit  hinein«  die  daim  an  sich*  selbst 
ganz  fehlt.  Der  Vortrag  der  Trigonoiiie- 
tri^  ist  häufig  zum  Theil  analytisch^  zum, 
Theil  gomometrisch  zugleich,  welches  den 
Gegenstand  verdunkelt,  xmd  die  Polygoi 
metrie  nimmt  ^ine  andere  Art  der  Entste- 
hung an,  "wje  die  Trigöhomettie,'  was  nicht 
der  Natur  des  Gegenstandes  gemäfe  jtst 
11.  s,  w.  Auch  in  dem  z'^eit  en  Theile  der 
Geometrie ,  der  von  den  Körpern  handelt» 
bleibt  Mandties  zu  irünschen  übrig. 

In  keinem  Fall  kann  das  Lehrgebäude 
der  Elemente  der  Geometrie  als  vollendet 
betrachtet  werden,  und  wenn  gleich  die 
Mängel  mehr  oder  weniger  bestritten  o.der 
geleugnet  werden  mögen,  so  ist  es  doch 
Wenigstens  nicht  überflüssig,  sie  näher 
durch  That  nnd  Beispiel  nachzuweisen  und 
einen  Lehrbegrif^  aufzustelleu^'iti  weldiem 
die  AnStofse,  so  wfeit  sie  bemerklith.  ger 
Wesen ,  zu  vermeiden  gesucht  worden. 

Ein  solcher  Lehrbegriff  ist  in  dem  ge- 
genwärtigen Budie  versudit  worden.    Es 


Vorrede^ 


IX 


sind  in  demselben  einige  JLückeii  auszu* 
füllen,  und  die  innere  Ordnung,  welche 
der  Gegenstand  zu  erfordern  scheint,  ist 
nSher  zu  beobachten  gesucht  worden.'  Der 
gegenwärtige  erste  Band  enthält  den,  er- 
sten Theil  der  Elemente  der  Geometrie, 
welcher  von  gradlinigen  Figuren  in  dej 
Ebene  und  vom  Kreise  handelt,  mit  Ein* 
schlufs  der  Goniometrie,   Trigonometrie 
imd  Polygonometrie,     Der  2;weite  Band, 
welcher  den  zweiten  Theil,  vOn  der  Lage 
der  Ebenen  und  yon  den  Polyedern  und 
sogenannten  runden  Körpern,    mit 
sclilüfs  der  sogenannten  sphärischen 
gonometrie,  enthalten  wird ,  soll  in  Kur- 
zem nachfolgen.      Das  Lehrbuch  ist  ftur 
Schulen  und  Gynmasien,  so  wie  für.  alle 
Diejenigen  5  welche  die  Mathematik  sonst 
als  Hülfswissenschaft  stadiren  wollen,  z.  B. 
IMiHtairS)  Physiker,  Bergleute,  Architec- 
tcn,  Feldmesser  etc.,   insbesondere  gj^er 
zim  Selbstunterrichte  bestimmt    Wer  sich 
blos  auf  die  einfadieren  Sätze  beschrän- 
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Vorrede^ 


ken  will 9    kann   das,   was  mit  kleinerer 
^Schrift  gedruckt  ist,  übergehen. 

Der  Verfasser  wünscht,  dafs  man  seine 
Arbeit  eben  so  betrachten  möge,  wieder 
sie  selbst  ansieht,'  nemlich  als  Versuch  ei* 
nes  Beitrages  zur  Förderung  der  Wisseii- 
Schaft.  Er  hofft,  man  werde  alsdann  die 
Bestätigung  der  Versicherung,  die  er 
giebt,  er  habe  keinen  andern  Zweck  bei 
seiner  Arbeit  gehabt  als'  den  eben  genann- 
^  ten  und  den  Vortheil  der  Lernenden,  auch 
in  dem  Werke  selbst  finden. 
Berlin,  im  November  1825. 


Der  Verfasser. 
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Die      G  e  o'  m   e  t  r  i   e. 


JbiinleitaDp  und  Uebersicht.    .     \ 

Erster    The il. 

r 

Von  den  Figuren  in  der  Eben«,  d'ie  von 
graden  Linien  oder  von  der  Kreislinie 
begrenftt  sind. 

X  ' 

Erstes    B  u  c  b. 

Von  den  graden  Linien  'and  Kam  Theil  begrens« 
ten  Figuren. 

Von  den  graden  Linien.    .        .        « 
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Anhang. 

Auflösnng  einiger  Anfgaben  \on  Figu 
ren  in  derEbene^  durch  die  grade  Li 
nie  und   den   Kreis. 


1 
■I 


•> 


Di 


wmmm 


Die    Geometrie^ 


Einleitung    und   Üeb er siclit 

ie   Ceometrie  ist   die  Widsenschaft   tön   der 
Gröije  und  Grestalt  begrenzter  Räume« 

2. 

Die  CreniSeti  ton  Räumen  hei&en  FtächöH 
£in  begrenzter  Raum  beifrt  körperlicher  Raum 
jBum Unterscbiede  von  dem  Räume  überhaupt^ 
in  welchem  sicli  begrenze  Räutbe  befinden«  Die 
begrenzenden « Flächen  heilsen  auch  Fläehefli» 
ränme* 

Die  Durcb&chnitte  von  Släcben^  Weiche  tilsd 
Theile  der  Flächen  . begrenzen >  heilaen  Linierti 

Die  Durchschnitte  ton  Linien  >  Welche  nun 
Theile  der  Linien  begrenzen^  heilsen  Puncto* 

Flächen  sind  daher  Grenzen  körperlicher  RaU- 
itiev  Limen  sind  Grenzen  Von  Flächen^  Und  l^ühöie 
Grenzen  vo^  Linien  y,  und.  w  wie  iilatt  aus  denl 
unbegrenzten  Räume ,  beliebige  körperliche  Räumd 
absondern  und  weiter  in  dieselben  beliebige  Flächen 
legen  kann^  so  kann  man  in  Flächen '•  Räume  belie- 
bige Linien  und  in  Linien  beliebige  Puncte  legen^ 

Von  Flächen  begrenzte  körperliche  Räume^ 
und  TOn  Linien  begrenzte  Flächen  -  Räume  heilsen 
nnch  Figuren^  auch  wohl  blofs  letztere  Figuren^ 
erstere^  abgekiirzl^  Körpen 


f 

* 


3     '     Einleitung  und  Uebersieht.        3 — 5. 

Die  Figuren'  imd  Körper  sind  entweder  g  a  n  £ 
oder  £um  Theil  begrenzt*    , 

Je  nachdem  die  Flächen^  welche  KcM-per,  oder 
die  Linien  welche  Flächen^  oder  die  Puncto,  ^wel- 
che Linien  begrenzen,  mehr  .oder  weniger  Raum 
einschliefsen,  sind  die  Körper,  Flächen  und  Linien 
kleiner  oder  gröfser*  Die  Gröfse  der  Kör- 
pei^,  Flächen  und  Linien  in  diesem  Sinne  heilst 
Ausdehnunff^ 

Da  sich  Linien  nicht  in  die  Flächen ,  .  die 
sie  begrenzen,  sondern  nur  in  sich  ausdehnen ,  so  ' 
haben  sie  nur  eine  Ausdehnung.  Diese  eine 
Ausdehnung  heifst  Länge^  Flächen  dehnen  sich 
nicht  in  die  körperlichen  Käume  aus,  die  sie 
begrenzen,  wohl  aber  neben  beliebige  Linien,  die 
man  in  sie  legen  kann.  Diese  zweifache  Ausdeh- 
nung wird  bezeichnet,  wenn  man  sagt:  Flächen 
dehnen  sich  in  die  Länge  und  in  die  Breite 
aus.  Körper  dehnen  sich  auch  neben  beliebige 
Flächen  aus,  die  man  in  sie  legen  kann.  Deshalb 
sagt  man,  sie  dehnen  sich  in  die  Länge ^  in  die 
^  Breite  und  in  die  Höhe  aus«  >  Die  Ausdehnung 
der  Körper  und  Flächen  überhaupt  heilst  auch  //z- 
halt,  auch  wohl  bei  Körpern  insbesondere,  zum 
Unterschiede,  Volumen.  ', 

Die  verschiedenen  Arten  der  Ausdehnung  xtL 
die  Länge,  Breite  und  Hohe,  heilsen  Abmes'sun^ 
gen.  Die  Körper  haben  also  drei  Ab];nessungen^ 
die  Flächen  zwei  und  die  Linien  eine. 

5. 

Da  gleich  grofse  Körper,  Flächen  und  Linien 
rerschiedene  Gestalt  und  gleich   gestaltete 
Körper,  Flächen  und  Linien  verschiedene  Gröf  s  e  ^ 
haben  können,  so  kommt  es  nicht  auf  die  Aus- 


6 — ^8.       Einleitung;  und  Ueb^r^icht  S 

dehnuiig  oder  GröTse  der  Kö'rpei^  Flächen  und 
Linien  allein  an/sondern  auch  auf  ihre  G^^/a//. 
Körper ^  Flächen  und  Linien  von  gleicher 
Gröfse  und  von  gleicher  Gestalt,  derenGren- 
zen  aUo^  "Vt^enn  man  sie  sich  an  ainerl^Orle  im  Räu- 
me verstellt^  jilla.  ineinander  fallen  oder  sich 
decken,  fibifsen  gleich  oder  auch  congruenL 
Jktblofs  die  Gröfse  oder  Ausdehnung  gleich^  so 
heilsen  sie  gleich  grojsy  und  ist  bIo&  die  Ge« 
stalt  gleichj^  M  heilsen  sie  ähnlich, 

6.  '  , 

« 

Das  Verf^lii^en,  durch  welches  man  die  GrÖfte 
und  Gestalt  der  Figuren  Vergleicht,  das  heilst, 
durch  welches  man,  vermittelst  Figuren,  von  deren 
GröTse  und  Gestalt  man  ursprüngliche  Vorstellun- 
gen hat,  von  beliebigen  Figuren  klare  Vorstellun- 
gen ausdrückt >  heifst  Messen.  Dieses  Messen 
ist  der  Gegenstand  der  Geometrie«  Deshalb 
heilst  sie  auch  MeJ^kun^t, 

Da,  die  Körper  von  Flächen  tind  die  flachen 
von  Linien  begrenzt  werden,  so  hängt 'die  Gröfse 
tmd  Gestalt  der  Körper  von  Flächen  >  die  Gröfse 
und  Gestalt  der  Flächen  von  Linien  ab.  Die  Un- 
tersuchung der  Flächen  und  Linien  geht  also  der 
Ausmessung  der  Körper  vorher« . 

8. 

Cs  sind  offenbar  Unzählig^  ^  ktk  GrÖfse  und 
Gestalt  verschiedene  Linien  und  Flächen  mög- 
lich. Sie  lassen  sich  aber  in  zwei,  wesentlich 
Verschiedene  Arten  theilen i  in  jg ra de  wnii  krum-- 
me^  oder  vielmehr  >  es  läfst  sich  aus- den  unend- 
Uch^  vielen  Linien  und  Flächen  eine  Art  abson-« 
dern«  di?  nicht  mehr  verschiedene  Gattungen  hat^ 


4  EiAleitvng  und  Üehersicht.  9. 

.nemlich  die  der  gm  den  liinien  und  Flächen 
Alle  übrigen  gehören  in  die  zweite  Abtheilungt 
Grade  und  krumme  Linien  und  Flächen  unter- 
scheiden sich  wie  fpigt. 

L  Man  stelle  sich  in  einer  beliebigen  Fläche 
eine  Linie  und  in  dieser  Linie  rveei  Puncte  Tor. 
Man  lasse  die  beiden  Puncte  an  demselben  Orte 
im  Räume  bleiben^  die  Fläche  aber  alle  Lagen 
annehmen  9  die  sie  annehmen  kann.  Bleibt  die 
Linie,  in  welcher  sich  die  beiden  festen  Puncte  befin-- 
den,  für  jede  beliebige  Lage  d^r  Fläche  an  demsel- 
ben Orte  im  Räume,  so  ist  sie  grade. 

II.  Befinden  sich  alle  graden  Linien,  die 
durch  beliebige  Paare  von  Puncten  einer  Fläche 
gehen,  ganz  in  der  Fläche,  so  ist  die  Fläche 
grade  und  heifst  Ebene.  ' 

HI.  Alle  Linien,  die  nicht  grade  sind,  hei- 
fsen  krumm^  und  zwar,  wenn  sie  zugleich  in  ei* 
ner  Ebene  liegen,  einfa<^h  krumm,  wenn  sie  in 
keiner  Ebene  hegen,  doppelt  krumm,  oder  von 
doppelter  Krümmung.  , 

IV.  Alle  Flächen,  die  nicht  grade  oder 
Ebenen  sind,  heifsen  krumm,  und  zwar  wenn 
noch  grade  Linien  darin  möglich  sind,  von  ein^ 
f acher  Krümmung,  wenn  keine  graden  Linien 
darin  möglich  sind,  von.  doppelter  Krümmung. 

9. 

Die  Geometrie  zerfällt  nach  dieser  Unterschei- 
dung  der  Linien  und  Flächen  in  zwei  Haupt- 
,  Abtheilungen« 

Der  Gegenstand  der  ersten  Abtheilung  sin^^ 
die  graden  Linien  und  die  Ebenen,  so  wie 
die  Ton  denselben  begrenzten  Figuren  imd'Kör« 
per^  die  andere  Abtheilung  beschäftigt  sich  mit 
den  krummen  Linien  und  krummen  Flä-' 
chen  und  den  von  denselben  begrenzten  Figuren 
und  Körpern. 


lo.  Einleitung  und  Uehersicht»  5 

Die  erste  Abtheilun^  zerfallt  weiter^  erst-  . 
lieh  in  die  Untersuchung  der  graden  Linien  und 
'  der  Ton  denselben  ganz  oder  zum  Th^il  begrenzten  ' 
Figuren  in  der  Eb^ene^  und  zweitens  in  die 
Untersuchung  der  graden  Linien  und  Ebenen  im 
Raume^  so  wie  der  Ton  Ebenen  ganz  oder  zum 
Theil  begrenzten  Körper« 

Die  zweite  Abüieilun^g  zerfallt  erstlich  in  n 
die  Untersuchung  der  krummen  Linien  und  der 
Ton  denselben  ganz  oder  zum  Theil  begrenzten 
Fi^ren  in  der  Ebene^  und  zweitens  \n  die 
Untersuchung  der  krummen  Linien  und  Flächen 
im.  Räume  u^d  der  yon  beliebigen  Flächen  ganz 
oder  zum  Theil  begrenzten  Körper. 

Man  pflegt  nur  die  ersteh  Abtheilung,  und  aus* 
der  zweiten  nur^  was  den  K  r  e^i  s  und  Flächen  be- 
triff^  die  vom  Kreise  und  den  graden  Linien  ab- 
hängen^ zu  den  Elementen  zu  rechnen«  Die  , 
K'reis- Linie  ist  diejenige  krumme  Linie  in  der 
Ebene ^  in  welcher  beliebige  Puncte  von  einem 
vnd  demselben  Puncte,  welcher  Mitteil -Ptiuctf 
keifst^  gleich  weit  entfernt  «ind. 


Die  Eilemente,.  welche  dieses  Buch  enthal- 
te» soll,  lassen  sich  weiter,  wie  folgt,  eintheilen : 

E  r  s  t  e  r  T  h  e  i  1. 

Von  den  Figuren  in  der  Ebene,  die  von  gra- 
den -Linien  oder  vi>n  der  Kreislinie  ganz  oder 
zum  Theil  begrenzt  sind«. 

Erstes  Buch.    Von  den  grade^ Linien  und 
Iden  davon  zum  Theil  begrenzten  Figuren. 
f         Zweites   Buch.      Von    den    umschlossenen 
Figuren' in  der  Ebene,  und  zwar 
Erster  Abschnitt.   Von  Ihrer  Gleichheit  und 
dem  was  sich  darauf  bezieht. 


Q  Einleitung  und  Uebersicht.    "     lö. 

^wieiter  Abschnitt.    Von  ihrer  GröTse  und 

dem  was  sich  darauf  bezieht. 
'Dritter  Abschnitt     Von  ihrer  Aehnlichkeit 
^         ynd  deni  "was  sich  darauf  bezieht« 
Pritt^s  Buch,    Vofb  Kreise. 
An  diesen  ersten  Theil  schliefst  sich  gewöhn- 
lich die  Vergleichung  und  Messung  der  gegensei- 
tigen ]>feigung  grader  Linien  mit  Hülfe  der  Kreis- 
Linie  an,  unter  dem  Namen  Goniometrie,  Tri' 
ffQnqm^tri^  und  Polygondmetrie, 

Zweiter  Theil, 

Von  den  graden  Linien  im  Räume  und  den 
Ebenen  9  so  wie  von  den  Körpern,  die  "zum  Theil 
oder  ganz  von  Ebenen  begrenzt  sind  und  zwar: 

Erstps  Buch.  Von  den  graden  Linien  und 
den  Ebenen  im  Kaume  ynd  den  davon  ^um  Theil 
begrenzten  Körpern, 

2i  weit  es  Buchf  Von  den  von  Ebenen  um- 
schlossenen Körpern  und  zwar 

Erster  Abschnitt,     Von  ihrer  Gleichheit  und 

dem  was  sich  darauf  bezieht« 
Zweiter  Abschnitt,    Von  ihrer  Gröfse  ui^d 

dem  was  sich  darauf  bezieht 
Pritter  Abschnitt.    Von  ihrer  Aehnlichkeit 

nnd  dem  was  sich  darauf  bezieht« 

JJrittes  Buch.  Von  Flächen  und  Körpern 
die  vom  KreisQ  und  graden  Linien  und  Ebenen 
abhängen. 

An  diesen  zweiten  Abschnitt  schliefst  sich  ge- 
wöhnlich die  Vergleichung  und  Messung  der  ge- 
genseitigen Neigung  von  Ebenen  nnd  ihrer  Durch- 
schnitt^ mit  Hülfe  d^r  Kreislinie  an,  utiter  denl 
Namen  sp^härische  Trigonometrie  und  Po^ 
lye^rometrie. 

Wir  wollen  di9  Elemeüte  nach  dieser  Ein- 
theilung  ahhandeln« 


\    ' 


I 


Erster    TheiL 


Von  den  Figuren  in  der  Ebene,  die  von 
graden  Linien  oder  von  der  Kreislinie 

begrenzt  sind.  .      ' 


f 


Erstes    Buch. 


Von  den  graden  Linien  und  2um  Theil 

begrencten  Figuren. 


Von     4en    graden    Linie  n^ 
r  11. 

JL^ehrsatZ*    'Durch  zwei   Puucte  ist  nur  eine  grade 

\    Urne  rnögUch. 

Beweis*    Denil  man  tet^e^  et  «ey  auDser  der  gra*' 

^    den  lAikie^ACBF  (Fig.  i.)  noch  irgend  eine  andere  Li« 
nie  GADBH  durch  die  beiden  Puncte  A  und  B  g  r  a  d  e^  , 
to  müTste  diese  Linie  GADBH  nach  ($.  8«  I.)  die  Eigen-  ' 

*  «cbaft  haben,  dafs  sie,  vrenn  die  Fläche  oder  Ebene,  in 
welcher  sich  die  Figur  GEADCBBP  befindet,  ihre  Lage 
Indert,  während  ^  undf  an  demselben  Orte  im  Räume 
bleiben,  ebenfalls  denselben  Ort  im  Räume  behält,  weU 
sie  sonst  nicht  grade  wäre.  Dieses  e^ber  ist  nicht  mögu 
lieh,  weil  sqbon.die  grade  Linie  JK^CBFf  nach  der  Vor- 
aussetsung,  an  demselben  Orte  bleibt  und  folglich 
G4DBH,  swisQhen  welcher  mtiBACBP  ein  Raum 
liegt,  je  nachdem  die  Flache,  worin  sich  GADB^  befin- 
det, ihre  Lage  verändert,  nothwendig  an  einen  anderen 
Ort  im  Räume  wie  %•  B*.  &ATfBH'  kommen  mnfs.  Als^  ' 
ist  es  unmöglich,  dafs  irgend  eine  andere  Linie  durch 
zwei  Puncto^  undB^^  als  die  grade  JBACDp^  ebenfalls 
|;rade  ^yn  hanu*. 

1?. 
^U  sätee.    I.    I^iuei  grade  JLiaieny    we^n    sie  twd , 
fwcte  gemein  haben  ^  fallen  in   ihrer  ganz^  Ausdehnung 
in  einander.    Denn  es  ist  durch  die  h^ideM  PutiQte  juur 
•ine  grade  Linie  möglich*   ($•  ti.} 


10  1.  Theil.       !•  Buch.  13  lA. 

IL  Zwei  grade  Linien  können  einander  nur  in  einem 
Funde  schneiden.  Denn  0cbnitten  sie  sich  in  z^ei  Panc- 
t>eD)  «o  fielen  sie  nach  (L)  in  ihrer  gansen  Aasdehdung 
in  einander  und  wären  folglich  nicht  mehr  swei  ver- 
schiedene Linien 9  sonderii  nur  eine  und  dieselbe  grade 
Linie.  / 

IIL  Trenn  eine  grade  Linie  eine  andere  nur  in  einem 
Puncte  tjiffi^  SQ  bleibt  sie  von  diesem  Durchschnitts  -  Puncte 
ab  in  ihrer  ganzen  jiusdehnung  an  derselben  Seite  der  an- 
dern Linie,  Denn  um  auf  die  entgegengesetzte  Seite  ztl 
kommen,  müfste  sie  die  fuidere  luinie  erst  in  einem  swei- 
ten  Puncte  schneiden,  welches,  da  sie  von  derelben  An- 
fangs abweichen  sollte,  nach  (II.)  nicht  möglich  ist. 

Von   d^D   Winkeln, 

Erklärung,  Die  gegenseitige  Neigung  zweier  gra^ 
den  Linien ,  die  sich  schneiden ,  wie  AC  und  BC  (Fig.  2.) 
hei/st  Winkel,  und  der  zum  Theil  begrenzte  tiaumACB 
der  Ebene,  worin  AC  und  BC  liegen,  hei/st  Winkel- 
fianm,  so  dafs  zu  gleichen  Jf^inkeln  gleiche  WinkeURäume 
gehören  und  umgekehrt, 

.Der  Winkel^  wie  z,  B,  zwischen  AC  und  BC,  wird  ge-» 
wohnlich  durch  ACB  oder  auch  durch  ein  einzelnes  Xeichen^ 
wie  t.  B.  y,  oder  auch  durch  den  Buchstaben  C,  der  an 
'der  Sp itze  steht^  bezeichnet.  Die  graden Linien  AC  und 
BC,  welche  den  JFinkel  begrenzen,  heifsen  des  JFinkels  Schen^ 
kel,  der  Durchschnitts •  Punct  der  Schenkel^  C  heijst  des 
Winkeis  Scheitel, 

14. 

Grundsatz,  Der  Winkel  ist,  wie  jede,  andere  jius^ 
dehnungy  eine  G  r  ö  f  s  e«     . . 

Deshalb  sind  di^  Summen  und  die  U nietschiede 
von  Winkeln  wiederum  Wi/ikel  und  nichts  anderes. 
Z.B.  die  Summe  der  Winkel  ACB,  BCD  und  DCE 
(Fig.  5.)  ist  ivieder  ein  Winkel  ACE;  der  Unterschied 
zweier^  JFinkel,  wie  ACD  und  ACB  ist  ebenfalls  ein  Win^ 
fiel  BCD  ttnd   nichts   anderes. 

,duch  sind  eben  deshalb  JFinkel  und  JFinkel  ^  Räume 
7t ur  dann  verschieden,  wenn  ßie  um  einen  JFinkel  oder 
Winkel '^ Rauni  von  einander  abweichen  y  und^  nur  dann 
gleich,  wenn  sie  um  keinem  Jf^inkel  oder  JFinkel  -Raum 
^verschieden  sind.  -    ^ 
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15. 

Ertlärunff.  h  tFinkel  mit  gemeinschaftlichem 
Scheitel,  deren  Schenkel  in  einer  und  derselben  f^aden  Li-' 
nie  aiif  verschiedenen  Seiten  des  Durchschnitts^  Punct es  Hb» 
pn,  wie  z,  B.{Fig.  4.)  ACß  und  DCE,  ACD  und  BCE  etc. 
hei/«n  Schcitel-WinkeL  • 

IL  Trinket  mit  gemeinschaftlichem  Scheitel  und  ei» 
nem  gemeinschaftlichen  Schenkel,  den  andern  in  einer  und 

I  derselben  graden  lAnie^  tuie  Z.  B.  die  Winkel  ACD  und 
DCE,  DCE  und  BCE  etc,  heifsen  Nebenwinkel. 

HL    Neben '  Winkel y    die  gleich  grofs    sindy   ivie 

♦  2.  B.  ACF  und  FCE,  FCE  und  ECG  etc.,  wenn  die  Neigung 
der  Linien  AC  lind  CF ,  FC  und  CE  etc>  gegen  einander 
[leich  grofs  ist ,  heifsen  r  e  c  1\  t  e  W  j  n  k  e  K  Grade  Li- 
nien, (fie  mit  einander  rechte  Winkel  mächen,  heifsen  senk- 
recht odor  Perpendikel  aufeinander.  Redete  Win^ 
kel  sollen  überall  durch  den  Buchstaben  q  bezeichnet  werderu 

IV,  Winkely  die  kleiner  sind  als  rechte^  z.B.  DCE, 
heifsen  s  pit  e,  sind  sie  grofs  er  alsYechte,  wie  z.  B.  DGG, 
itnmpf.  Stumpfe  Winkel  können  auch  grcfser  als  zwei 
und  selbst  gr'ofser  als  vier  rechte  $eyn,  überhaupt  so  grofs 
mm,  will» 

V.  Die  Ergänzung  eines  Winkels  zu  einem  rech^ 
Un,  z.B.  die  Ergänzung  FCD  des  Winkels  DCE  zu 
dm  rechten  FCE  heifst  des  Winkels  DCE  Complement. 
l^  Ergänzung  eines  Winkels  zu  der  Summe,  zweier  rechm 
ten,  z,B.  die  Ergänzung  ACE  des  Winkels  BCE  zu  der 
Summe  der  beiden  redhten  ACG  und  GCE  heifst  des  Winkel 
Supplement^ 

16,' 

Lehret  ätze.  l.  Die  Summe  von  Neben  ^Winkeln  ist 
^  grofs  als  die  Summe  von  zwei  rechten  Winkeln. 

Beweis.  Denn  z.  B.  der  Winkel  DCE  fFig.  4.)  ist 
um  den  Winkel  FCD  oder  um  sein  C  o  m  p  l  e  o)  e  n  t 
{J.i5.V.)  kleiner  als  der  rechte  Winkel  FCE^  d.h. 
es  ist  DCE  5=  Q  —  FCD,  nnd  der  Neben  ••  Winkel  jiCD 
ist  um  den  nemlichen  Winkel  FCD  gröfser  als  der 
dem  rechten  Winkel  FCÄ  gleiche  rechte  Winkel  ACF^ 
ih,  es  ist  ACD  ^Qi- FCD,  Also  ist  DCE  +  ACD 
=  p  —  FCD  +  ß  +  FCJ)  =?  2  ^.  Also  ist  die  Sunume  von 
^CJ!  und  ACD  so  grofs  als  die  Summe  von  swej  rech- 
tem Winkein.  Das  S  u  p  l  e  m  e  n  t  ($.  »5,  Y.)  ^iaw  Win« 
^«li  ist  also  sein  Neben  wi^keL 
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IL  Die  SumnU  heliehiger  Winket  um  einen  Punct,  tHe 
also  alle  einen  und  denselben  Scheitel  und  je  zwei  einen 
gemeinschaftlichen  Schenkel  haben^  ist  so  gro/s  als  die  Sunune 
von  vier  rechten,  z.  B.  die  Samme  der  Winkel  MCJB, 
BCD,  DCE,  ECJP,  FCG  und  GCJ  (Fig.  6.)  ist  so  groü 
als  die  Summe  von  vier  rechten  vVinkeln. 

Beweis.  Es  sey  uiCP  eine  eradeLinie,  in  welche 
der  gemeinschaftliche  Schenkel  JLC  zweier  Winkel  LdCB 
und  ^C6  fällt,,  so  sind^CJ?  und  ECP  Neben  -  Winkel, 
und  folglich  ist  ihre  Summe  gleich  der  Summe  sweier 
redhten  (L),  also  ACE^ECP^2Q.  Eben  bo  Bind  ACF 
und  PCF  Neben -Winkel  5  folglich  ist  aUch  ^CF+PCF 
—  2^.  Also  ist  ACE  i- ECP :hPCFi' FC ji=z  4 ß.  Aber 
ACE  ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  ACB,  BCD  und 
DCE;  FCA  ist  die  Summe  der  Winkel  FCG  und  GCAt^ 
und  ECF  ist  gleich  der  Summe  der  Winkel  JßCP  and 
PCP.  Also  ist  die  Summe  <ler  sämmtlichen  Winkel 
AGB  +  BCD  +  DCE  +  ECF+  FCG  +  GCA = 4  p,  das  heifst 
gleich  der  Summe  von  vier  rechten. 

III.    Scheitel  -  Winkel  sind  gleich  ^rofs. 

Beweis.  Denn  sie  haben  einen  und  denselben  Ne- 
'  benwinkely  und  folglich  ein  und  dasselbe  Supplement. 
Z.  B.  in  (Fig.  4.)  -ist  DCE=:zSq  —  ACD  und  ACB 
trsQf^ACDi;  also  ist  DCE  ss  ACB,  das  heilst  die  Schei- 
telwinkel DCl?  und  ^CB  sind  gleich  grofs.  Eben  so  sind 
die  Scheitel- Winkel  >^CD  und  £C£  gleich  grofs  u.  s.  w. 

Von   den   Parallelen. 

17. 

Lehrsätze.  I.  Wenn  zwei  Winkel  DAC  und  EBC 
(Fig«  &)  y  Welche  einen  ihrer  Schenkel  in  einer  und  derselben  ■ 
graden  Linie  haben  ^  ohne  dafs  die  Scheitel  in  einander 
fielen^  um  Keinen  Winkel -Raum  verschieden  sifld^  so 
haben  die  Ldnien  DA,  AC  und  EB ,  BC  gleiche  Neigung 
gegen  einander  und  die  Winkel  die  sie  einschliefsen  sind 
einander  gleich. 

Beweis.  Denn  die  Winkel  sind  nur  dann  ungleich, 
-wenn  sie  um  einen  Winkel  verschieden  sind  ($«  i40> 
Vat  nach  der  Voraussetzung  Äicbt  seyn  soll. 

n.  Wenn  zwei  Winkel  DAC  und  EBC,  die  une  die 
vorigen  liegen  j  einander  gleich  sind,  so  sind  sie  um  keinen 
Winkel -Haum  verschieden. 

Bewei  s,  D^nn  sonst  wären  sie  nach  ($.  i4.)  ungleich. 


Iß  _  20.  f^on  den  Porallelen.  l5 

•        18. 

JZusatZ.      JFirikel  können   also    nach   ($•  17.)   um 

Räume  j  die  nicht  Winkel  -  Räume  sind,  verschieden  seyn^ 

\  ohne  dafs  sie  deshalb  ungleich  wären.'  Zi,h»  die  Winkel 

i  EBC  und  D^C,    oder  GBC  and  F^C  in  (Fig.  6.)  sind 

I  um  die  Räume  DjiBE  und  FABG,  welche  keine  Winkel- 

Räume-  sind,  verflchieden,  obgleich  sie  nach  der  V or- 

ansaetcung  einander  gleich  sind. 

Dieses  ist  kein  Widerspruch.    Denn 
Erstlich  sind  Winkel  nur  dann  ungleich,  yremt 
•ie  um  Winkel  verschieden  sind,  so  wie  beliebige 
Dinge  überhaupt  nur  dann  Ungleich  sind»  wenn  sie  um 
Dinge  ihrer  Art  von  einander  abweichen  ($.  \4*). 

Zweitens  erfüllen  Winkel,  wie  EBC  und  Z>^C, 
obgleich  sie  um  den  Baum  DABE  verschieden  sind 
(Fig.  6.),  noch  vollkommen  die  Bedingung  der 
Gleicliheit  oder  Congruenz  ($*5.)9  nemüch,  dafs  all» 
Grenzen  in  einander  fallen^  denn  man  leM  den 
Schenkel  £C  in  den  Schenkel  ^C^  so  fällt  auch  der  Sehen« 
*keljB£in  den  Schenkel  ^D,  weil  nach  der  Yoraussetsung 
der  Winkel  ££C  dem  Winkel  DACj  oder  die  Neigung 
der  Liinien  EB  und  BC  der  Neigung  der  Linien  Djinnd 
AC  gleich  ist;  also  fallen  alle  Grenzen  der  Winkel 

EBC  uni  DAC  in  einander*  . 

( 

Erklatung.  Grade-Linien,  wie PD  und GE (Fig. 6.), 
welche  mit  einer  beliebigen  dritten  HC  an  einerlei  Seite  gl  ei-*, 
che  JFinkel  machen,  heifsen  Parallelen..  Räume  zwi^ 
sehen  Parcdlelen^  wie  zwischen  den  Linien  FD  und  GEf 
oder  auch  blos  die  Räume  DABE  oder  FABG>  heifsen 
Parallel-Käume. 

Grade  Linien  die  eine  andere  schneiden. 

i20. 

Jßrkiärung^.  Wenn  zwei  heUeUge  gf ade  Linien  rf- 
tte  dritte  schneiden^  wie  DF  und  £G  (Fig.  7.)  die  HC,  so 
ioU  die  dritte  Linie  Grund^linie,  die  bfiiden^  welche  sie 
ichneideny  sollen  Schenkel  heifsen* 

Die  Winkel  an  gleichen  Seiten  der  Grundlinie  und 
an  gleichen  Seiten  der  Schenkel^  wie  a  und  a^  b  und  ß^ 
tundyj  d  und  d^  sollen  Neigungs  -  Winkel,  die 
Winkel  ,an  gleichen  Seiten  der  Schenkel  und  an  ver-* 
nchiedenen  Seiten  der  Grundlinie^   wie  z.  B.  a  und  Yt 
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b  und  S^  C'und  er,  d  und  ß  sollen  Seiten  winke  1,    die 

Winkel  ah  gleichen  Seiten  der  Grundlinie  und  an  ver- 
schiedeneny  entweder  einander  zugekehrten  oder  von  ^n-- 
ander  abgekehrten  Seiten  der  Schenkel j  also  wie  b  und  a, 
oder  d  und  y,  oder  a  und  ß  und  c  und  8  sollen  Gegen- 
winkel und  zwar,  erstere  innere,  letztere  ä  uj^s  ere^ 
endlich  die  TFinkel  an  verschie  denen  Seiten  der  Grund^ 
linie  nnd  verschiedenen  Seiten  der  Schenkel ,  W e  c h* 
«eiswinke  I9  und  zwar^  wenn  sie  einander  zugekehrt  sind, 
wie  b  und  y,  d  und  a  in  ntv e,  umd,  wenn  sie  von  einan-^ 
der  ahgekehH  sind ^  ivie  a  und  3^  c  und.ßj  äaTaere 
Wechselswinkel  heifsen. 

Zusäpze.  l.  Wenn  akso  Parallelen  eine  Grund^ 
Ldnie  schneiden  f  so  sind  nach  ($.  17.)  die  N eigungs ~ 
Winkel  gleich^  nemlich  (Fig.  7.):  a=za,  b  =  /?,  c  =  y, 
d  =  3, 

Die  Summen  der  Seiten-^  Wi nkel  sind  zwei  rechte^ 
S.B.  a  +  y  =  b+5  =  c+a  =  d  +  /?=:2^,  denn  es  ist  s.  B« 
a  =  a,  also  a  +  y^=:  a  -f  ;^  =  d  (^  u*  s.  w* 

Die  Summe  'der  inner n  und  dufsern  Gegenwin-- 
hei  sind  ebenfalls  zwei  rechte^  nemlich  b  -{*  ^  =  d  -|"  / 
asa -f /^==e4^  ^=2^;  aas  einem  ähnlichen  Grunde. 

Die  innern  und  äufsern  Wechselwinkel  sind 
gleich;  ans  gleichem  Grande« 

Umgekehrt  y  wenn  obiges  Statt  ßndet^  sind  die  sich 
schneidenden  graden  Linien  paralleL  *  \ 

II.  Zwei  Linien^  die  mit  einer  dritten  parallel  sind^ 
ßfnd  auch  mit  einander  paralleL 

Denn  alle  machen  mit  einer  beliebige^n  Grandlinie 
gleiche  Neigangs  -  Winkel. 

22.     ' 

Lehrsatz.  1.  W'enn  zwei,  grade  Linien  IL  Und 
EG  (Fig.  ö.)  mit  einer  driften  HC,  die  sie  schneiden^  an 
einerlei  Seite  ungleiche  Wthkel  machen^  z.  J5.  die  Win-^  ^ 
kel  EBC  und  lAC,  so  begegnen  sie  sich  nothwen^ 
dig  irgendwo  und  ziOar  an  derjenigen  Seite  der  Grunde 
linie  ^  an  Welcher  die  inneren  Gegenwinkel  lAB  und  £BA 
:wsammen  kleiner  als  Zwei  rechte  sind,    . 

Beweis.  £s  sey  DF  mit  !EG  parallel,  bö  ist 
DJCzsEBC  (5.  21.J  und  folgUch  DJLS+EBji  z=z2^. 
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Soll  nnn  L/IB  <{-  EBA  kleiner  als  £wei  Rechte  ^eyn  ^  so 
.  ist  lulB  DOthwendig  kleiner  als  D^B  und  £war  um  den ' 
Winkel  DAI;  folglich  lie^  dieXinie  AI  ganfs  auf  der* 
i  jenig'en  Seite  von  ADy  welche  BE  isn^ckehrt  ist  ($.  i2. 
III.)>  Schnitten  sich  nun  At  und  BE  nicht,  so  wäre 
der  Ranm  lABE  nnr  ein  Theil  des  Parrtlel- Raums 
BABE.  Die  Winkel  EBC  und  DAG  sind  aber  noch 
ftleichf  wenn  sie  um  den  ganzen  Parallel  -  Raum 
I  DABE  verschieden  sind  ((•  iS.;.  Also  wären  auch  die 
Winkel  L^(7  und  fBi^,  gleich^  die  nur  um  einenTheiT 
lABE  dieses  Parallel  -  Raums  verschieden  sind.  Sie 
sollen  aber  unj^leich  seyn.  Also  ist  es  unmöglich) 
dafs  I ABB  ein  Theil  des  Parallel- Raums  DABE  ist» 
ias  heifst,  dafs  tA  die  BE  nicht  schnitte.«  Folgrlich 
schneidet  lA  die  BE^  wenn  lAB  -{-  EBA  kleiner  als 
£wei  rechte  ist^  nothwendig '*^)* 

IL  TFenn  sich  zwei  grade  Linien  KL  und  EG  (Fig.  g^g 
z.  B,  in  P  schneiden  Und  sie  begegnen  einer  dritten  HC, 
so  machen  sie  mit  derselben  an  einerlei  Seite  nothw endig 
un^tiche  JFinket  PAC  und  PBC  und  die  Summe  der 
innern  Gegenwhkel  PAß  und  PBA  ist  kleiner  als  zwei 
rechte. 

Beweis,  ts  sey  AO=iOS^  PQt  grade  und  Qt 
s=  QP,  so  fallt,  wegen  der  gleichen  Scheitelwinkel^  AQP 
und  BQl  (J.  16.IIL),  wenn  man  AQ  in  QB  legt,  QP  in 
Ol  mithin  A  in  B  und  P  in  /,  und  folglich  AP  in  IB 
(J.  ii.).  Also  ist  auch  Qßl^QAP.  Es  ist  aber  QBI 
kleiner  als  QBG  oder  dessen  Scheitel- Winkel  PBC,  weil 
die  Linie  P/  und  folglich  BI  gane  an  der  von  C  abge« 
kehrten  Seite  von  P6  Hegt.  .Also  ist  der  dem  Winkel 
QBI  gleiche  Winkel  O^P  oder  PAC  kleiner  als  der 
WinkelPJ3C,  folglich  auchweU  PBC+  PBA  ss  2Q  (§.  16  J.) 
PAB  ^PBA  kleiner  als  swei  rechte  $  wie  behauptet  wur^e» 


*)  I^ifser  Sst2  ist  das  berühmte  eilfte  Endidiscbe  Axiom^  wor-' 
aif  die  Theorie  der  Parallelen  uod  ein  ^ofser  Tbeil  der  ^sammteu 
Geometrie  berabt.  £  u  c  I  i  d  erklärt  den  Saf a  fflr  einen  Gnindsats^ 
i  h.  iär  einen  Sats  der  keines  Btx^^&es  bedarf«  Bekanntlich  ist  die 
Zahl  der  Versuche,  den  Satz  tn  beweisen,  ungemein  grofs.  Der 
obi^e  Beireis  kommt  im  wesentlicben  mit  demjenigen  tiberein «  wel- 
dier  sich  in  der  kleinen  Scbrift  des  Verfassers  |,Uel>er  Parallelen-* 
TbtorieeA  etc«  Berlin,  bei  Maurer  1816"  befindet.  Die  Ansichten«^ 
^n  welchen  der  Beweis  ausgeht ^  sind  denen  von  Bertrand  und 
Schulz  Ähnliche  aber  die  Aüsftthrang  ist  von  der  Bertrandsckea 
ted  Schalzischen  verschiedeii«'  , 


* 
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23, 

Lehrsätze.  I.  Wenn  zwei  gradi  Linien  Df  uitA 
£G  (P%*  10.)  mi^  eüier  dritten  HO,  c£r^  n^  schneiden ,  an 
einerlei  Seite  gleiche  Winkel  DAC  u/tc2  EBC  machen  und 
folgUeh  mit^  einander  parallel  sind  ($.  2i*  I.),  so  Jbege^^ 
nen  sie  sich  nirgend. 

Beweis.  Denn  bMe»«t*B  «!•  sieb,  «o  machten  sie 
qüt  der  Grandlinie  nacn  ($.  22«  IL)  angleiche  WinlusL 

IL  Wenn  sich  zwei  grade  Linien  DF  und  E6  (Kg»  ^oS) 
nirgend  begegnen^  so  machen  sie  mit  einer  dritten  HC!,  die 
sie  schneiden j  an  einerlei  Seite  nothwendig  gleiche  Win-* 
kel  DAC  und  £80,^  tmd  sind  folglich  mit  einander  paral- 
lel (§.2l,L). 

Beweis.  Den^  machten  tie  mit  der  Grnndlini« 
nngleiche  Winkel,  so  müfsten  sie  sich  nach  (22.  L)  noth- 
wendig irgendwo  begegnen. 

24.. 

Lehrsat}:.    Wenn  die  Schenket  Zweier  Winkel  pa-- 

rallel  sind^  so  *sind  die  Winkel  ^    sie  mögen  liegen  wie  man 

''Will,  gleich.     7j.  B.   wenn  AB  f Fig.  n*)  mit  DE^    und 

BC  mit  EF  parallel  ist»  so  sind  die  Winkel  ABC  und 

DEF  gleich. 

Beweis.  Es  sey  GBE  eine  grade  Linie  f  so  ist, 
weil  BC  und  EF  paraUel  sind,  GBC^sGEF  ($.  25.11.). 
folgUch  ist  GED  kleiner  als  CEF  und  folglich  CBE+  BED 
'  kleiner  als  2^.  Mithin  schneiden  sichBC  undDiSnoth^ 
wendig  ($•  22.  L)  j  etwa  in  H.  Aber  ED  oder  die  grade 
EHI  ist  nach  der  Voraussetsung  mit  AB  parallel,  also 
ist  IHK  SS  ABC  {$.  23.  IL).  Aus  gleichem  Grunde  ist 
auch  IHK  :si  DEF  also  ist  ABC  =  DEF.  "" 

i- 

25* 

LehpsatZ.  Durch  einen  gegebenin  Punct,  t,  Ä.*C 
(Fig.  i2.)f  ist  nur  eine  grade  Linie  möglich,  die  mit  einet 
andern  gegebenen  gradeh  Linie  DE  einen  gegebenen  Win-* 
kel  GAE  macht. 

Beweis.  Denn  gäbe  6s  isine  zweite  solche  lanie» 
S6.  B.  CB^  so  müfste  CBE  =  GAE  seyn ,  welches  nach 
(j$.22.II.)  nicht  möglich  ist,  weil  sich  AC  ttnd  BC  nach 
der  VoraussetjKuag  schneiden. 

26- 
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26.  ^ 

^  Zusätze^  l.  Abo  ist  XU  Felge  {$.  25.)  durch  einen 
gegAenen Pimet  auch  nur  ein  Perfendikel  ia^ eine gege*» 
hene  grade  lAnie  möglichs  * 

Denn  das  Perpendikel  iit  .eine  ^ade  Linie  oni  dem 

Segebenea  Panct  nach  der  «gegebenen  Linie ,   die  mit 
ieaer  einen  rechten  Winkel  macht* 

U«  Auch  ist  durch  einen  gegebenen  Pknct  nur  'eine 
grade  Ldnie,  ptit-allel  mit  einer  undem  gegebenen  lAnie 
wBgUck. 

Denn  «ie  mnXli>  weilii  eie  parallel  eejrn  0OU,  mit  ei« 
ser  beliebigen  Grundlinie  den  nemlichen  Winkel  ma« 
cbM,  wie  w  gegebene  Linie  ($•  a3«  II.). 


r 

27. 
Lehrsatz^    Wenn  zwei  gräde  Linien  BA  und  BD 

(Flg.  i5.)  einer  dritten  AD  begegnen,  so  schneidet  jede  an-^ 
dere  grade  Ldnie  durch  B,.  U^ie  z.  B*  BC^  zwische-n  BA 
und  BD»  die  AD  naihwendig,  und  zwar  zwischen  A  und  D. 

Beweist  Denn  daBA  und  DA  «ich  schneiden  sei-* 
len^  so  ist  ABD-i-ADB^i^f  {§.  22.  IL).  Da  nun  Cß 
swischen^fi  nndDJ?- liegen  soll,  und  folglich  CBD  klei- 
ner ist  aU  ABD,  so  ist  um  so  mehr  CBD  +  CDB^2Q. 
Deshalb  schneiden  sich  umgekehrt  BC  und  DC  noth- 
wendigt  und  £war  an  derselben  Seite  'wieBA  die  DA 
($.  22,  i.>  Auf  der  andern  Seite  ist  DBA  +  DAB4Cuf, 
.weil  sich  DB  und  D/i  schneiden  sollen  ($.  22«  IL).  Und 
da  wiederum  CB  «wischen  AB  und  DB  liegt»  und  felg- 
lich ABC  kleiner  ist  als  ABD,  so  ist  um  so  mehr  CBA 
i  CAB^2q.  Folglich  ^schneiden  sich  tinch  BC  und  AC 
B9th wendig»  und  swar  an  derselben  Seite  wie  BD 
die  AD  {<$.  22.  L).  Die  Linie  BC  schneidet  also  die  Li- 
nie AD  von  D  nach  A  m^  und  cngleich  'voil  '^A  nach 
Uf  tsUf  mithin  nothwendig  ^witfchen  A  und  D, 

2Ö.  . 
Liehrsiitz*    Wenn  zwei  grade  Linien  AB  und  CD 

(Rg.  i4.)  zwei  andere  A£  und  £F>  die  mit  einander  eineri 
beliebigen  Winkel  AJ£G  machen^  unter  gl  eichen' Winkeln 
BAE  =  DCF  schneiden  f  so  begegnen  sie  sich  nothwehdig 
irgendwo  und  Zfwar  an  derjenigen  Seite  von  AE  und  EC, 
an  welcher  der  Winkel  AEC  Heiner  ist  als  zwei  rechte^ 

Beweis*    £s  aej^ACG  eine  grade  Linie  durch  A 
tnd  C»  so  ist  der  WUikel  BAC  um  CAE  kleiner  als 
Crdie's  Geomeiriei  .2 
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der  Winkel  BAE^  swischeo,  den  Linien  Ah  and  A^, 
hingegen  DCG  ist  um  den  VfitAMU  FGG  :ss^  ACE  ^rö- 
fser  als  der  gleicÄ  {reCi  voraiugeselKte  Wii^kel  DCE, 
ftWiBchen  den  Linien  CID  nnd  CF*  Also  sind  die  Neii» 
gungs- Winkel  BAC  und  DCO  der  I^inien  AB  and  CD 
mit  der  Linie  ACG  un-gleichvond  zwar  i^t  BAC+DCA 
<2^;  denn  es  ist/wegen .J9l^£:±=DCF,  BAE+DCBss^a^ 
and  JBUifC+  DC^  ist  am  (7^£  +  utfC£  kleiner  als  BAE 
+  2)C£.  Also  echaeidea  aick  AB  und  CD  ncMliwendig 
{§.  22.  L),  and  awar  an  derjenigen  Seite  Ton  AC  oder  AEV^ 
an  welcher  der  Winkel  AEC  kleiner  ist  als  swei  rechte. 
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Zweites     Bncii. 


Von  den  Figuren  in  der  Ebene^  die  von  graden 

Linien  umschlossen  sind« 


.Von   solchen  tignttn  übarhaopt« 

P  29. 

J^rklärun^.  Mine  Pigur  in  der  Ebene,  welche  von  drei 
^aden  lAnien  umschlössen  ist,  hei/st  Dreieck;  taird  sie 
von  Vier  graden  Linien  umschlossen  ^  Viereck  9  von 
fünf  graden  LinieA,  Ffirifeck,  u.  s.  W.;  üb4rh{aipt  Von 
einer  hetiebigen  Zahl  grade f  tAnten,  Vieleck« 

the  graden  Linien^  ivetch^  die  Pigur  untSöhUe/sen,  tt&t^ 
fsen  S  e  i  t  e  D  9  ihre  Durchschnitts  ^  PuHcte  E  c  k  e  a  der 
Figur* 

Die  Winkel  zünsch&n  je  zwei  zusämmensto/senden  S^p- 
ten^   nach  dem  Innern  der  Figur  zUy   heifsen  innlire 
Winkel^  auch  Mos  'VVitih'el>  nach  ä u/s ^n  zu^  wenn% 
die  eine  Seite*  verltingert  istß  XaTAere  Winkel^   ioelche 
also  die  Neben^Winket  der  inneren  sind. 

Innere  Winket^  die  kleiner  als  zwei  rechte  sifidj  Söt^ 
Jen  aatjprinf  ende  Winkel^  sind  sie  grb/ser  als  zwei 
rechtet  einipringende  JFinkel^  und  penn  di^  Seifen 
einander  schneiden f  über«  pri&f  0ttde   Winket  heifsen. 

Figureni  die  keine  andere  als  cmsspri^^ndi  Winkel 
heihen^  hetfsen  auch  convec0,  ,  Die  auf  ßiint  Seite  der 
gdn'öcheuen  JLtHu^  welche  fine  solche. Figur  Un^chliefstt 
heifst  ebefifaUs  convejPß  die  Seite  nach  def^i  Innern  der 
Figur  zu^.o^.nc^Vi  ,   ..    ,  ,., .     \  >       •• 

Grade  LifuiM  dweh  4ie  JBßUfi^  Wetph^^Hicht  Seiten  der 

fi^  4üid^  heifaen  IJiäj^H^ale^r  >        v    '   .. 

2* 
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'S 

Z.  B.  die  Tlgur  jißCDEFGBIK  (Jfig.  16.)  Ut  cia 
Zehn  eck,  denn  sie  wird  Ton  to  graden  Ldnien  mn- 
•chlosaen*  JLB^  BC,  CD  etc.  iind  ihre  Sei.teAt  ^,  B, 
Cj  D  etc.  die  Ecken,  ABC,  BCD,  CDS,  DSF  etc.  sind 
die  inneren,  B^BC.CxCD,  D^DE  9ic.  die  ämfeeren 
Winkel.  Winkel  wie  ABC,  CDE,  EEG  etc.  Bind  aus- 
epringendcp  Winkel  wie  BCD,  DEP  etc.  einsprin- 
gende, Winkel  wie  6H7,  HIK  übersprinj^ende 
Winkel;  die  graden  Linien  ID,  BG^  KB  etc.,  welche 
^cken  der  Fij^ur  rerbinden^  ohne.daDi  aie  Seiten  wiren^ 
sind  Diagonalen. 

Wir  wollen  uns  auf  Figuren  nüt  ansspriagen^ 
den  Winkeln,  als  auf  den  einfachsten  Fall  beschränken. 
Wo' es  nöthig,  lassen  sich  Fignren  nüt  einspringenden 
oder  überspringenden  Winkelü  auf  jene  bringem 

30. 
Erklärungen,    h  Ein  Punct,  welcher,  gtdck  weit 
von  allen  Ecken  einer  Figur  entfernt  ist,  soll  Mittel-Panct 
der  Ecken,  od^  Ecken-Mittel-Pnnct;  die  Ent- 
fernung der  Ecken  ^on  dem  Mittelpuncte  soü  Halbmes- 
ser  der   Ecken  he\fsen.     Hat  eine  Figur  einen  solchen 
Mittel -r  Punct  der  Ecken,   sosoll  sie  centriscb  nach 
den   Ecken   heifsen.     Ein  solcher  Ecken -Mittel -Punct 
kann  also  auch  als  Mittel ^Hmct  von  Puncten  betrachtet 
werden,   nemUch  von  den  Puncten ^  welche   die  Ecken   deßi 
Figur  sind.     Ein,  beliebiges.  Systentj    d*  A,    irgend   eine 
Gesammtheit  von  Puncten  ist  also  centrisch^  wenn  es 
einen  Punct  giebt,   der  von  allen  gleich  weit  entfernt  ist. 
Figuren^  welche  einen  und  denselben  Mittel -Punct  der  Ecken 
y  Aaie/f^  soZ^n  concentrisoh  nach  den  Ecken  heijien» 

n.  Ein  Punct,  aus  tUetchem  die  Perpendikel  <mf  die 
Seiten  einer  Figur  alle  gleich  lang  sindy  soü  Mittel« 
Punct  der' Seiten,  oder  Seiten. Mittel-Panc^ 
das  Perpendikel  soll  Halbmesser  der  Seiten  heifsetu 
Es  hei/st  auch  Apotome.  Hai  eine  Figur  einen  solt^ten 
Miitel-Punctd^  Seifen y  so  soll  «te  cen irisch  nach 
den  Seiten  heißen.  Ein  solcher  SeUen-MittA* Punct 
kann  auch  als  Mittel- Pimct  von  Linien  betrachtet  wer- 
den, nemUch  von  den  Linien,  welche  die  Seiten  der  Figur 
sind.  Ein  beliebiges. S y rt  em^  d.hi  irgend  eine  Gesammt^ 
heit  von  graden  Linien,  ist  also  centriich,  wenn  es  einen 
Punct  giehi,  aus  wachem  die  Perpendikel  isuf  edle  Ldnien 
gleich  lang  sind.  Figuren^welcheebun  und  demdbenMitteU^ 


ji— 53^  VonumichPa^MnenPigurmüberhaupL  ai 

fmd  der  SeiHn  htäptn^solUfk  o^Aoeatriich  nach  den 
'  Seiten  he\f$tn*)^ 


f 


31. 

lieh'TSatZ.  Die  geringtU  Zähl  grader  Limen,  weh 
ehe  ein^  F^ur  umschHefsen ^  ist  drei* 

Beweis^  Denn  Kwti  grade  LinieB  begroiaen  erst 
einen  Winkel,  nnd  jam  swei  Fände  der  Scheakd  des 
Winkels  an  verbinden»  ist  mindeetens  eine  dritln 
{Fade  JUnie  nölhig« 

'32. 

Lehrsatz.^  Die  Summe  der  djrei  innem  Winket  je'^ 
de$  Dreiecks  ist  gleich  der  Summe  von  zwei  rechten» 

Beweis.  Dean  es  sey  CD  {Fig.  i60  mit  der  Seite 
AB  des  Dreiecks  ABC  parallel  nnd  BCE  eine  grade 
Linie  ^  so  sind  die  Neignngs*  Winkel  ft  nad  s  nnd  die 
Wechsels.  Wuikel  crnnd  d  der  Parallelen  AB  und  DC 
einander  gleich  (J.  2r.  IL).  Folglich  ist  y+^+«=y+«+^. 
Aber  die  Winkel  ACBssy  und" A€E=d  +  e  sind  Ne- 
ben* Winkel  ($.  i5.  IL).  Also  iBt  r+S  +  e  =  2Q  {$.  i6. 
L).     Nun  war  y  +  ^  ^  e  :sz  a  +  ß',+  ^    Alse  ist  anch 

33. 
Zusätze.    Aus  (5. 52.)  f ol^t  r 

I.  Die  Summe  zweier  Winkel  jedes  Dreiecks  ist  klei^ 
ner  als  die  Sxanme  von  zwei  rechten^  und  zivar  um  den 
iritten  Winkel  des  DreiecJcs. 

n.  Jeder  Winkel  eines  Dreiecks  ist  kleiner  als  die 
Summe  von  zwei  rechten,  und  zwcar  um  die  Summe  der 
leiden  andern  Winkel, 

IH.  Kein  Dreieck  kann  mehr  eds  einen  rechten  und 
noch  iveniger  mehr  als  einen  stumpfen  Winkel  haben ,  weü 
ichon  die  Summe  zwei  solcher  Winkel  s&  grqfs  oder  gr'd* 
ßser  seyn  wurde  als  die  Summe  von  zwei  rechten  Winkeln^ 
wtä  also  der  dritte  Winkel  dann  nicht  StcOt  finden  wurde* 
»— \ ^ , L-^ . 

*)-  GeiTÖhnlSch  reebnet  naa  die  Sätze  von  der  Centricität 
hx  Fifroren  sa  den  S&tzen  toib  Kreise;  alleiü  der  Kmbis  »t  des«, 
vic  »ica  zei^n  wird»  nicht  nafkvendig  und  die  Sitze  b ü n g e n 
also»  Ton  demselben  »iebt  ab*  Sie  därfen  aUo  auch  bis  zum  Kreise 
nicbl  Terschoben  werden»  weil  soost  der  Kreis  dazu  jnnentbehrfich> 
wyn  aiftGte,  'und  sfe,  dia  dieses  niebt  der  Fall  ist,  mit  denjenif^en 
Sätzen»  die  demXreiie  wirklick  eigenüiänüich  sind>  würden  ircrawtift 
wttden. 
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•IV.  In  federn  DrHecke  isi  ein  rechter  wid  noch  mehr 
ein  stumpfer  TFinkel  der  grb/ste  von  den  dreien^  weil  kein 
zweit^X  Winkel  ein  rechter  oder  stumpfer  Winkel  seyn 
kann  (III.) 

V.  Sind  zwei  oder  iiile  drei  Winkel  eines  Breiecks 
einander  gleich,  so  sind  sie  aüe  kleiner, al^  rechte^  zoeU 
l^evße  twei  zugleich  rechte  seyri  können  (III.) 

VI,  Der  vtufsere  Neb^^  Winkel  jedes  Dreieck»-  Win^ 
kels  ist  SQ  grofs ,  als  die  beiden  andern  Dreiecks-^  Winkel 
zusammen^  \^nd  folglieh  großer  als  jed^  von.ihnen^  Z.B. 
der  aaTBere  Neben « Winkel  ACE  eu  dem 
WwM  y  (Figt  i6.)  oder  3  +  f,  ist  gleich  <»  +  ß. 

34. 
Ertiärunff,  Wenn  sitmmiliche  Winkel  einer  Figur, 
in  der  Ordnung  ioie  sie  auf  einander  folgen,  so  grofa  und 
als  die  WinJet  einer  andern  Figur,  in  der  nemlichen  m^uf* 
einandejfolge y  $q  sollen'  die  Figuren  gleichwinklig 
heifsenx 

^     ii0kr^atZ^    lede  Figur  fto^  so  viel  Se^en  aU  Win- 
kel lind  umgekehrt..  •    - 

Beweis,  Za  jedem  Wtntiel  gebären  Kvrei  Seiten 
«U  Schenkel,  und  jede  Seite  ist  der  Schenkel  zweier 
"VVinkel,  «Uo  sind  der  Seltea  so  viele  als  Winfcel,       ^^ 

Qder  auch :  jctde  Seit«  ist  der  Schenkel  aweier  Win- 
kel  nnd  %n  jedem  Winkel  gehören  «^ei  Sehenkel,  also 

m4  der  Wiiib«l  <q  yM^  «U  Seit^u^ 

i4^hr^atZs  Jede  Figur  läf^f  sich  d^rch  Diagonalen 
in  an  eincaider  Hegende  Dreiecke  theilen,  aber  in  nicht 
weniger  als  ({ie  Figt4r  Seiten  hat^  weniger  zwei^  oder 
wenn  die  Zahl  def  Seiten  n  ist,  wo  n  eine  beliebige 
^qrue  Zahl  seyn  kar^y  in  nioht  weniger  als.  n-»-2, 

Peweis,,  Denn  el.n  Viereck  kann  sich  in  nicht 
ven^g^r  aJs^.^z^A^ — 2.  Ureieok^  theilen  la^sep«  ureil 
d.a«  Viere^  sonst  nur  eiu  Drtieck  urSre^  ein  Fünfeck 
in  nicht  weniger  ßh  iu  elu  Viereck  nebeu  fineia 
Öreieckji  vreil  e%  sonst  nur  elu  Vierd^k  wäre,  folg- 
.  lipJh  iu  ni^ht  ^wenig^x  al«  3i  7=3  6  —  d  Dreiecke  i  ein 
Se«h#9cb  Jn  uioht  weiuiger  ala  in  eiu  FünfecH  neben 
«iii^m  ürti^cko»  w^U  «s  «Quat  uw  ^iu  Füofeck  wäre, 


5>     Von  umsihlo^eiwn  FigAren  üherfumph       fi5 

folglich  IQ  nicht  weniger  aU  4=6-*- a, Dreiecke  a.0,if. 
also  ein  n£ck  in  ^icht  weniger'- all  'n-^2  Dreiecke. 

37. 

Lehrsatz.  Die  Summe  der  innern  Winkel  ei^ 
.  nes  Vielecks  ist  gleich  der  Summe  von  so  viel  mal  zwei 
rechten  Winkeln  ',  als  das  V} ^leclf  Seiten  hat^  we^ 
niger  zwei.,  oder  wenn  das  Vieleck  n  Seiten  hatj  gleich. 
(o  —  2)g.  Die  Summe  der  äti/sirn  Winkel  eines  VieU 
9tks  aber  ist  immer  gleich  der  Summe   von  vier  rechten. 

Beweis.  I.  Ea  sey M  {Vif.  1 7)  ein  beliebii^er. Pnnct 
im  Innern  des  Vielecks  ABCDEfQ,  AM,  BM„  CM. 
etc.  mögen  grade  Unien  iron  M  Jiach  den  Ecken  seyn, 
<o  liegen  nm  den  Panct  M  so  yiel  Dreiecke  AMB, 
B3ICy  CMD  etc.,  als  das.  Vieleck  Seiten  oder  Winke) 
hat»  folglich  im  n  Ecke,  n  Dreiecke«  Pie  .Samme  der 
Winkel  dieser  n  Dreiecke  ist  n.sq,  weil  die  Sttmme 
der  Winkel  jedes  Dreiecks  Q(f  i9t  ($.  32  >  Diese  Win« 
\t\  rasammen ,  wenn  man  da^on  den  Winkel  nm  deli 
Panel  M  abzieht,  sind  aber  die  n  Winkel  der  Fignr« 
Nup  sind  die  Winkel  um  den  Panct  M  gleich  4^($.  i6. 
II.)  =2.2^.  Also  ist  die  Summe  der  innern  Win- 
kel der  Figur  gleich  n.2^  —  2.2^  =  (ft — 2)2p>  wie 
behauptet  wurde. 

Das  Nemliche  folgt,  wenn  man  sich  die  Figur,,  wie 
(Fig.  18.)  nach  ($.  36.)  in  n  —  2  Di*eieck<;  getheilt  vor* 
Hellt.  Die  Sumkne  der  Winkel  dieser  Dreietkc.  wel- 
che  zugleich  die  Summe  der  Winkel  der  Fjgur  ist,  ist 

(«-2)2^. 

II.  Die  äufsern  Winkel  sind  di#  Neben -Winkel 
der  innern  ($«  ag.).  Jeder  also,  xnit  den»  sugehorigen 
innern  Winkel  F^usammeo,  mücbi  swei  rechte.  Folglich 
ist  die  Summe  der  äufs.ern  und  innern  Winkel  ^u* 
Munmen  gleich  so  viel  mal  £wei  rechten,  als  die  Figur 
Winkel  oder  Seiten  hat,  mithin  im  irEck  gleich  fi.2^ 
Die  Summe  der  innern  Winkel  aber  var  gleich 
(tt— 2)s^,   also  ist  die  Summe  der  äufsern  Winkel 

gleich  ll.2p—  («-*3)2^==2.2p=4f. 
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Srater    Abschnitt. 

Von   der  Gleichheit  umschlossener  Figuren    un4 
dem»  yf9M  «ich  darauf  be^ueht 


■■■<  Wi 


At    Von   dar    Gleichheit    der  Dreiecke    nn^ 
dem  was  davon  nnmittelbar  abhängt. 

38. 

Erklärung.    Ein  Dreieck  heißt  angleichsei*! 
tip»  wenn  keine  seiner  Seiten  der  andern  gleich  ist;  gl  ei  ch*'! 
schenkli^,'    wenn    zwei    Seiten    einander    gieick    sind ;  \ 
gleichseitig»  wenn  alle  drei  Seiten  einander  gleich  sind; 
gleichwinklig,   tuenn  alle  drei  Winkel  einander  gleich* 
sind;    rechtwinklig,  wenn  ein  Winkel  ein  rechter  ist} 
stumpfwinklig,  wenn  ein  Winkel  stumpf,  oder  grofser 
als  ein  rechter  ist^    und  spitzwinklig,  i^en/t  alle  drei 
Winkel  spitz ,    oder  kleiner  als  rechte  sind.     Im  re  cht-m 
toinkligen  Dreiecke  heifsen  die  beiden  Seiten,  welche  den 
rechten  Winkel  einschli^fsen^  Catheten,  die  dem  reckten 
Winkel  gegenüber  liegende  Seite  hei/st  Hypothenase. 

39. 

Lehrsätze.    I.    Wenn  in  einem  Dreiecke  zwei  Win^' 
kel  so  grofs  sind  als  in  einem  andern^  so  ist  es  auch  der 
dritte. 

Beweis.  Denn  die  Summe  aller  drei  Winkel  ist 
in  beiden  Dreiecken  gleich  f  nemlich  gleich  der  Summe 
von  swei  rechten  ($.'3s.)* 

IL  Ist  in  einem  'Dreieck  ein  Winkel  so'  grojh  als  in 
einem  andern,  ein  KWeiter  Winkel  aber  kleiner,  so  ist  der 
dritte  grofser. 

Beweis.  Denn  sonst  könnten  nicht  in  beiden  Drei* 
ecken  di^  Summen  der  drei  Winkel  gleich  seyn. 

•  40. 

'  Lehrsatz.     Zwei  Dreiecke    sind    einander   gleich^ 

wenn  zwei  Seiten  und  der  von  ihnen  eingeschlossene  Win- 
kel in  dem  einen  Dreiecke  so  grofs  sind^  als  in  dem  andern. 
Beweis.  Es  sey  s.  fi.  in  (Fig.  19.)  jlB  =  ED, 
ACzsDP  und  BAC=stEDF.  Die  gleichen  Seiten  sind 
in  der  Figur  durch  Strichet  die  gleichen  Winkel  durch 
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Bo^eä  b«setclinet)  (welche«  leichterer  ITebereicIit  wems 
hinfort,  wo  es  dieoHch  ist,  immer  ^eschf  hen  soll).  Man 
bje  dea  Panct  A  io  den  Pnnct  D  und  die  lAaitAC  in 
die  Linie  DP,  so  fällt  nothwendij;  C  in  JP,  weil  ACtsi  DF 
sejtt  soll.  Ferner  fällt  notbwendi^  AB  in  PJ?,  weil  die 
YViokel  A  und  D  gleich  seyn  sollen,  und  JB  in  £,  weil 
2iB  s  D£  seyn  soU.  Also  fällt  C  in  F  und  BimS, 
mitbin  auch  BG  in  EF  ($.  12. 1.).  FolgUch  fallen  aUe 
Grenzen  der  beiden  Dreiecl^e  in  einander ,  nnd  folglich 
nod  die  Dreiecke  einander  gleich  ($.6.); 

41. 

Lehrsatz*  Zwei  Dreiecke  sind  einander  gleiöh, 
wenn  :^vei  Winkel  und  die  zwischen  ihnen  liegende  Seite 
in  dem  einen  so  grqfs  sind  als  in  dem  andern*  / 

Beweis.  Es  sey  e.  B.  in  (ßig.so»)  AC  =: DF  nnd^ 
BAC=sEDF,  BCA^EFD.  Man  lege  den  Pünct  A  in 
den  Puaot  D  nnd  die  Linie  AC  in  die  Linie  DF,  so 
fäUt  (7  in  F,  weil  ACzszDF  seyn  solh  De^leichen  fällt 
AB  in  DE  und  CB  in  FE,  weil  die  Winkel  A  und  C 
den  Winkeln  D  und  F  gleich  sein  sollen;  Nun  können 
sich  fiwei  grade  Linien  nur  in  einem  Puncto  schneiden 
($.  12.  II.).  .  Also  fallt  auch  notbwendig  der  Durch« 
Schnitts  ^  Punct  B  in  den  Durchschnitts  •  Punct  E,  Folg- 
lich fallen  alle  Grenzen  der  beiden  Dreiecke  zusammen^ 
und  folglich  sind  die  Dreiecke  einander  gleich  {$.  5.)«  - 

42. 

Lehrsatz»  Zwei  Dreiecke  sind  einander  gleich^ 
wenn  zwei  Winkel  und  eine  anliegende  Seite  in  dem  einen 
theiecke  so  grojs  sind  als  in  dem  andern. 

Beweis.  Denn,  wenn  swei  Winkel  in  dem  einen 
Dreiecke  so  grofs  sind  als  in  dem  andern»  10  ist  es  auch 
der  dritte  Winkel  {§.  5g.  I.).  Da  auf  dies«  Weise  alle 
dres  Winkel  in  dem  einen  Dreiecke  so  grolk  sind»  als 
ia  dem  andern,  so  liegt  die  gleiche  Seite,  welche  sie 
inch  seyn  mag^  immer  swisohen  swei  Winkeln,  die  in 
dem  einen  Dreiecke  so  grofs  sind>  als  in  dem  andern, 
und  folglieh  sind  die.  Dreiecke,  sn  folge  (^  4i.),  gleich« 

lange  Stücke  ab. 

Beweis.  Denn»  wenn  EF,GHnndABy  CD  (Fig.  21!) 
Parallelen  sind,  so  sind  die  Wechselwinkel  JLK  und 
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I4KM,  «a  wie  IKL  und  fiLM  gleich  ($.ai.  t).  Also 
i^pd  in  dem  Ureiecke  ILK  zwei  Winkel  ILK  iind  IKL 
neW  der  Seite  JLK  so  grofs  ala  in  dem  Dreiecke  KUlI 
die  beiden  Winkel  LKM  und  ÜCJL.11  und  die  Seite  LK; 
folglich  sind  die  Dreiecke  eiAander  gleicb  ($•  4i:,},  üo'd 
'49l|lictl  ist  IKsi^LM  und  /Ls:/CMf  das  heifst:  di« 
Per«41elen  schneiden  gleich  lange  Stücke  vaia  eiaan« 
der  ab. 

■'•     '        •  44.         .       '         ' 

Lehrsätze.  I.  Jf>n/i  zWi  SWftf«  «n«  Dreiecks 
einander  gleich  sind^  so  sind  es  auch  die  diesen  Seiten  ge^ 
genüker  hegenden  JFinlieL 

Erster  Beweis.    Es   sey   in   dem  Dreiecke   jiBC 
(Fig.  22.)  AB  =  AC.     Man  nehme  willkührlicb  BF^CG. 
Alsdann  ist   auch  AP=:sAGf  weil  AB=iAC  seyn  40IL 
Also  sind  in  dem  Dreiecke  AFC  die  beiden  Seiten   AP 
und  AC  so  grofs,  als  in  dem  Dreiecke  ABG  die  beiden 
Seiten  AG  und  ^B.    Desgleichen   ist  der  eingeschlos- 
sene Winkel  A  in  beiden  der  kiemlicfae.    Folglich  sind 
die  Dreiecke  AFC  und  AGB  einander  gleich   ($.  4o.).  ' 
Also  sind  auch   die  Winkel  AFC  und  AGB  und  ihre 
Supplemente  BFC  und  CGB,  nebst  den  Seilen  FC  und 
BG  gleich.    Folglich  sind   in   dem  Dreiecke  BFC  zwei 
Seiten  BF  und  CF^  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel 
BFC,  so   grofs,   ^Is   in   dem  Dreiecke   CGB  die  beidea 
Seiten  CG  und  BG,  mit  dem   eingeschlossenen  Winkel 
BGC.    Also  sind  auch  die  Dreiec&e  selbst  gleich.    Mit- 
hin sind  in  denselben  die  Winkel  FBC  und  GCB,  das 
heifst^-die  Aw  gleichen  Seiten  AB  und  AC  des  Drei- 
ecks ABC  gegenüber  liegenden  Wiukel  ABC  und  ACB 
gleich. 

.  Zweiter  Beweis^  Es  sey  AK  (Fig.  22.)  eine  grade 
Linie  durch  A,  welche  den  Winkel  BAG  balbiftv  so 
d^(g  BAK=^CAK  ist.  Dieselbe  schneidet,  weil  sie  s^wi« 
•eben  AB  und  AC  liegt,  die  BC  nothwendig^  und  zwar 
«wischen  B  und  C,  etwa  in  H  (§.  27.).  Nun  Hnd  in» 
dem  Dreieoke  BAH  die  Seiten  BA  und  HA  so  gr^oCs  * 
aU  in  dem  Dreiecke  CAH  die  Seiten  CA  und  HA» 
Desgleichen  sind  die  von  ihoen  eingeschlossenen  Win- 
kel gleich ;  denn  nach  der  VoraiusetKung  ist  BAH  gleich 
CAH.  Also  sind  die  Dreiecke  BAH  und  CAH  einaa« 
der  gleich  ($.  4o.)*  Folglich  sind  auch  in  denselben  die 
Winkel  ABH  und  ACH,  die   den   gleichen   Seilen  AB 
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lad  4Cl  des  ^eg^beofii  QrjBi^lflp  gef^aofibtr  Hegel^  sio^, 
Inder  gleich.  • 

II.  Wenn  zwei  Wvikel  eines  Dtnecks  einander  gleich  sind^ 
so  sind  es  auch  die  diesen  Winkeln  gegenüber  liegenden  Seiten. 
Erster  Beweis,  GeseUt  es  sey  n3efi[licb^dars  ia 
lern  Dreiecke  ABC  (Pij.  25.)  nicht  ABzdBC  ist,  "Wah- 
rend die  Winkel  ABC  und  ACB  gleich  sitid,  so  setze 
man  AC  sey  grc^fser  afls  AB,  also  etwa  DG^szAB^  $o 
vä'ren  in  dem  Dreiecke  ABC  zwei  Seiten  AB  und  BO 
nai  der  eingeschlossene  VVinkel  ABC  so  groft ,  als  in 
dem  Dreiecke  DCB  die  hetden  Sdten  DO  und  BC  und 
der  eingeschlossene  VVinkel  PCß,  weil  nach  der  Vor^ 
awsetEEng  AB  =  DC  und  ABC  =  DCB  seyn  soll  und 
BC  sich  ielbst  gleich  ist.  l)ie  Dreiecke  ABC  und  DCB 
wären  also  gleich.  Sie  siild  es  aber  nicht  t  weil  BD 
siebt  in  AB  fallt.  Also  kann  AC  nicht  grSfser  seyn 
ilh  AB,  Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  AB  nicht  grö- 
Tser  seyn  kann  als  AC^  oder  umgekehrt  AC  nicht 
l^leiner  ala  AB.  Folglich  kann  AC  weder  gröfser 
osch  kleiner  als  AB  seyn,  und  folglich  sind  io  dem  Drei- 
ecke ^BC  die  den  gleichen  Winkeln  ^fiCond^CJB gegen, 
einliegenden  Seiten  AB  nnd.  AC  nothwendig  gleich, 

Aneh  könnte  man,  wenn  man  Tj*  B«  annimmt  AB  sey 
sidit  gleieh  AC,  wenn  ABC  =  ACB  »st,  setzen :  AC  sey 
2-B.  ^eich  AF.  DaCs  diese  Voraussetzung  init  derjeni- 
V^ABCzs:ACB  zagleich  nicht  sUtt  findet«  folgt  dar- 
my  dafs  der  Winkel  AFC  älsäufserer  Winkel  des 
Brdecks  BPC  gröfser  ist  als  der  Winkel  ABC  ($.  33. 
VI.)|  hingegen  ACP  kleiner  ab  der  gleiche  Winkel 
^OB,  so  daß»  die  Winket  AFQ  and  ACF  ungleich  wä- 
M|  wenn  AG  und  AF  gleich  sind*  Sie  sind  aber  alsJ 
dsBQ  KU  Folge  (Z)  nothwendig  gleich«  Also  kann  AC 
nicht  gleich  AF^  das  heifst  nicht  kleiner  als  AB  sein. 
Eben  sa  folgt,  dafs  AB  nicht  kleiner  als  ACy  also  um- 
Sekehrt  AC  nicht  gröfser  aU  AB  sein  kann«  Also 
ut  nothwendig  ^JB  «leich  AC> 

Zweiter-  Beweis^  Es  sey  Wie  in  (I.)  AK  eine 
pade  Ifioie  durch  Ay  welche  den  Winkel  BAC  balbirt, 
tod  folglich  die  BC  zwischen  B  und  C,  etwa  in  H 
•chneidct  ($*  27.).  Nuo  sind  in  dem  Dreiecke  BAH  zwei 
Winkel  ABU  und  BAH  und  die  eine  anliegende  Seite 
fa  so  grofs  als  in  dem  Dreiecke  CAH  die  beiden  Win- 
l^<il  ACHv^xA  CAH  und  ^ie  anliegende  Seite  AH^  denn 
»ach  der  Voraussetzqng  ist  ABH  =  ACH  und  BAH 
^  GAH,  AH  aber  ist  sich  selbst  gleich. .  Also  sind  die 
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DreiM^e  ßuiH  und  C^iEff  einander  deich  ($.  4a.)  tnd 
folglich  itt'^Bs .«^(7. 

45. 

2!  US  ätze.  I.  In  y^c^em  Dreiecke  mit  zwei  gleüAen 
Seiten^  d.  h.  in  jedem  g-leichichenkligen  Dreiecke  ^ind 
die  zu  Folge  ($,  44.)  gleichen  fFinkel  allemal  kleiner  als 
rechte  (J.  53.  V,).  '  . 

IL  In  jedem  gleichseitigen  Dreiecke  sind  alle  drei 
^Winkel  einander  gleich.  Denn 'sie  liegen  alle  drei  glei- 
cbea  Seiten  gegenüber. 

III.  In  jedem  gleichwinklig en  Dreiecke  (J.  58.) 
sind  edle  drei  Seiten  einander  gleiche  Denn  aie  liegen  allo 
drei  gleichen  Winkeln  gegenüber«   ^ 

46. 

Lehrsätze.  J.  in  jedem^ Dreieck  liegt  der  gro- 
'fiere  JFinkel  der  grofseren  Seite  gegenüber» 

Z.  B.  wenn  BC>AB  ist  (Fig.  24.),  so  iAtderWin- 
k'el  BAC  gröjr«er  ala  der  Winkel  AGB. 

Beweis.  Es  sey  BDssABf  so  fällt  D  swischen 
B  und  C,  weil  BC  gröüker  seyn  soll  als  AB  oder  BD; 
.also  ist  BAC^BAD.  Nnn  ist  in  dem  gleichscbenk* 
ligen  Dreieck  ABD^  den  gleichen  Seiten  BD  und  AB 
]regenüber,  BAD  =:  BDA  ($.  44.  L).  Ferner  haben  die 
Dreiecke  BAD  und  BAC  den  Winkel  B  gemein,  der 
also  in  beiden  gleich  grofs  ist,  der  Winkel  BAD  hin* 

Segen  ist  in  dem  ersten  kleiaer  als  BAC  in  dem  an- 
ero.  Also  ist  der  dritte  Winkel  ADB  in /dem  ersten 
Dreieck  gröfser  als  der  dritte  Winkel  AGB  in  dem  an- 
dern ($.  39.  IL)*  Folglich  ist  anch  der  dem  Winkel 
ADB  gleiche  Winkel  BAD  gröfser  als  AGB^  und  da 
BAD  noch  kleiner  ist  p}b  BAC,  so  ist  BAC  nm  so 
mehr  gröfser  als  AGB. 

IL  In  jedem  Dreiecke  Hegt  dem  grofsern  Winkel  nie 
grS/sere  Seite  gegenüber. 

Z.  B.  wenn  BAC '>  AGB  ist  (Kg*  34.),  ao  ist  BC 
y^AB. 

Beweis.  Man  setze,  es  sey  BC  nicht  gröfser  ab 
AB^  so  ist  BC  entweder  gleich  AB  oder  kleiner  als  A^- 
'Wäre  BG=AB,  so  wäre  nach  ($.44.  L)  BAC  =s  AGB, 
gej^en  die  Voraassetzuog}  also  kann  BC  nicht  gl®^^^ 
AB  seyn.  Wäre  BG<^AB,  so  wäre  nach  ($.  46.  1} 
BAC  kleiner  AGB,  ebenfalls  gegen  die  VorausseUttn^* 
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'  Abo  kaott  auch  BC  nicbt  kleiner  ab  AB  «eyn.    Bl 
kann  abo  BC,  dem  gröfsern  Wiokel  jB^C  gereottbery 


nnr  grSTser  aeynt  ab  die  Seite  AB^  dem  kleioern 
Winkel  AGB 


47.     .  ^  . 

Zusätze.    Ans  ($.  46.)  fol^  : 

I.  Dct"  g r ofs ten  Seite  eines  Dreiecks  liegt  der  g r  o/st  e 
Winkel  und  dem  grö/st^n  tFinkeldie  gro/ste  Seite  ge^ 
geniibet. 

n.  In  jedem  recht"  oder  stumpfwinkligen  Drei^ 
edce  ist  die  dem  rechten  oder  stumpfen  Winkel  gegenüber 
liegende  Seite  die  gtofste  von  allen,  dreien ^  denn  der 
rechte  oder  stampfe  Winkel  bt  der  grd£ite  Yon  allen 
drei  Winkeln  ($.  55.  IV.). 

m.  Nur  die  grb/ste  Seite  eines  Dreiecks  kann  ei^ 
nem  rechten  oder  stumpfen  Trinket  gegenüber  Hegen, 
denn  sonst  würde  die  noch  ^röfsere  Seite  einem  nock . 
pefiseren  Winkel  ge^nüber  liegen,  und  kein  Dreieck 
kann  mehr  als  einen  reckten  oder  ilnmpfen  Winkel 
haben     ($.55.  UI.). 

IV.  Jeder  Winkel  eines  Dreiecks  j  welcher  nicht  der 
gr  ofs  ten  Seite  gegenüber  liegt,  ist  kleiner  als  ein  rech- 
ter. Denn  wäre  ein  solcher  Winkel  auch  nur  ein  rech> 
ter,  so  würde  jeder  gröfseren  Seite,  mehr  ab  ein  Ewei- 
ter  rechter  Winkel,  der  schon  selbst  nicht  Statt  findet^ 
gegenüber  liegen. 

V.  fF'enn  zwei  Winkel  eines  Dreiecks  ungleich  smdf 
90  liegt  an  dem,  grbfseren  Winkel  die  kleinere^  und 
andern  kleinern  die  gröfsere  Seite,  Z.  B«  ia  (Fig.s4.) 
nod  die  Winkel  B^C  und  jiCB  an  AC  nngleich, 
nnd  wie  bewiesen i  i$t  die  an  dem  grtf fsern  Winkel 
BJC  liegende  Seite  B^,  die  kleinere^  die  an  dem' 
kleinem  Winkel^CB  liegende  Seite  BC  die  gr  Sfs^r  e. 

48. 

Leh  rsätze^  I.  Wenn  in  einem  recht  *  oder  stumgf^ 
UinkUgen  Dreiecke  die  Jüngste  Seite  hebst  dem  ihr  gegen^ 
iber  Hegenden  Winkel  eben  so  grofs,  eine  der  beiden  ubri" 
^en  Seiten  aber  grbfsjer  ist^  ab  in  einem  andern  Drei-' 
ecke,  so  ist  die  dritte  Seite  ^  und  deis  ihr  gegenüber  Uegendf 
l^uikel  kleiner.  ^  •     .  . 

Z.  B.  wenn  in  d^  Dreiecken  jiBC  und  DEff 
(Rg.  a50  B  moid  £  veebte^  >Qder.  gleich  grabe  .stampfe 
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Winkel  sittd  und  es  uiDP^AC,  SP  aber  igrötstr 
eis  jBC,  60  fit  nothweoäig*  £>£  kleiner  aU  ^JS  und  der 
Winkel  DFB  ist  kleiner  als  der  Winkel  AGB. 

Beweis.  Man  lepe  E  in  JB  und  i?F  iaBC^  so 
fällt  £Z)  io  BI,  weil  £=rr£  seyn  solL  F  falle  io  6,  so 
wird  C  zwischen  B  und  6  liegen,  weil£F>^C  seyn 
soll.  Nan  kann  D  nicht  in  A  fallen.  Denn,  wäre  JuS 
erfD^  nächst  BG=zBF  und  E=B^  ao  wäreu  die  Drei- 
ecke D£F  und  ^BG  gleich  ($.  4o.))  und .  fulglicb  JIG 
^t)F=zAC^  welches  nicht  der  Fall  ist.  Denn  iu  dem 
Dreiecke  ACG  ist  der  Winkel  ACG,  als  aufserer  Win- 
kel  des  Dreiecks  ABC^  gröüser  als  der  Winkel  jiBC 
<$«33.  VL)  und  folglich  stumpf^  mitbin  gröfser  als  AGC 
($.  33.  IV.)  i  folglich  ist  die  gegenüber  liegjsnde  Seite  AG 
gröfser  als  AC,  DE  kann  aber  auch. nicht  gröTse  r  seyu 
ab  AB^  z.  B.  nicht  gleich  IB*  Denn  die  grade  Linie  IG 
ist,  ans  gleichem  Grande  wie  vorhin,  L^ntifer  als  ^6  und 
iölglich  um  so  mehr  länger  als  AC=^DF^  also  kann  DS 
weder  gleich  Aßy  noch  gröfaer  alf  AB,  folglieh  onr 
kleiner   als  ABy  etwa  gleich  HB,  ^eyn,  welches  das 

£i*st6   War 

Der  Winke)  HG£=  DFB  ist  aber  alsdann  kleiner 
als  AGB,  denn  UGB  ist  kleiner  als  AGB  und  AGB  ist 
kleiner  als  dbr  äufsere  Winkel  AGB  d^s  Dreiecks 
AGC,  welches  das  Zweite  war. 

II.  Wenn  in  einem  recht-  oder  stumpfwinkligen  Drei- 
ecke die  längste  Seite  nebst  dem  ihr  gegenüber  liegendhn 
tFinkel  eben  so  gro/s,  einer  der  übrigen  Winkel  aber  klei' 
Her  ist  als  in  einem  andern  Dreiecke^  so  ist  die  dem  ^ritten 
'fFiftkel  gegenüber  liegende  Seite  in  Hern  ersten  Dreiecke 
grbjserj  und  die  drittem  Seite  kleiner  als  in  dem  andern. 

Z.  B.  wenn  wie  in  (I.)  JB  =  E  und  DF=:AC  ist 
{mg.  ö60  und  es  ist  FkTC,  so  i^t  EP^BC  und  DE 
<AB.  -^  . 

*  Beweis.  Man  lege  F  in  B  und  EP  in  BC,  ^o  fallt 
ED  in  BI,  weiL  Ez=zB  seyn  soll.  Nun  kann  EP  nicht 
g^leich  BC  sfiyn;  denn  fiele  Fin  C,  s6  fiel^'^fiF  Kwi- 
8  ch  an  BC  und  AG,  etwa  in  KG^  weil  F<C  0  seyn  solU  ' 
KCsEzDP  aber  kann,  aus.  gleiobän  Grönden  wie  in  (I.)f 
nicht  gleich  AC  seyn.  FF  Jtann  aber  < auch  nichi  klei- 
ner als  £(7  seyn,  denn  fiele  >Fzk'B.  in  Xr^.so  fiele  DP 
wiederum  zwischen  BC  und  AC,  weil  Pi^C  seyn  salU 
etwa  in  JÜK  und  LK;=zDP  kaiKtt/wieiin  (l.),  nicht  gleich 
KG,  uttd  '^Iso  fxm.  so  wMuiger^^Ietoh  ^G  sein. 
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Al«o  kann  EP  weder  gleich  BC  noch  kleiner 
ab  BCj  folglieh  nar  gröfser  als  BC  ^eyn,  is.  B.  gleich 
BG,  welche«  da«  Erste  war.  Wenn  aber  EP^BC  fst, 
M  %ät  (nach  I.)  DE  <[  AB^  welche«  da«  Zweite  war. 

49. 
LehrsatZm     Jede  zwei  Seiten    einea  Dreieck^  mai 
zusammen  länger  als  die  dritte^ 

Z.  B.  ia  (Fig.2e.)  i«t  AB  +  AOBC. 

BeiifeiSn  £«  «ey  CAD  eine  grade  Linie  nnd  AD 
^AB,  so  «ind  in  dem  gleichschenkligen  Drei- 
ecke DAB  die  den  gleichen  Seiten  AD  nnd  AB  gegeii«- 
überliegenden  Winkel  ABD  und  ADB  gleich  gro£i 
($.44.  I.).  Nun  liegt  ^£  s  wischen  DB  und  CB,  also 
iit  DBCy-ABD,  folglich  auch,  weü  ADB  und  ABD 
yleich  «ind,  DBCy  CDB.  Dem  gröfsern  Winkel  DBC 
Hegt  aber  in  dem  Dreiecke  DBC  eine  grö£sero  Seite  ge^ 
(eoüber  ($.46.  IL).  Also  ist  DC>BC.  Es  war  aber 
ÄD:=zAB,  also  i«t  DC:^AB  +  AC  und  folglich  AB 
\AC>BC. 

I 

50. 

Lehrsatz.  Wenn  eine  Seite  eines  Dreiecks  so  grofs 
ist  oh  eint  Seite  eme$  anderen  ^  die  anliegenden  Win* 
kd  aber  im  >^ersten  Dreiecke  beide  grofser  sind  als  in  dem 
mdem,  so  ist  die  Summe  der  beiden  übrigen  Seiten  im  kr^ 
Äen  Dreieck  grofser  ah  im  zweiten. 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  27.)  BC  =:  EP  u^d  Ä  >\B; 
F>  C  ist,  «o  ist  ED  +  Z)F>  AB  +  AC. 

Beweis.  Man Jege  £  in  £  und  BCin  EF,  so  fSllt 
Cin  F  weil  £C=:£F  «eyn  «oll,  desgleichen  fällt  BA 
swi«dien  ED  und  £F/  etwa  in  EGy  wei(  B^E  seyni 
•oU,  und  CA  «wischen  FE  und  FD,  etwa  in  F6,  weil 
C  kleiner  al«  F  «eyn  «olL  Eine  grade  Linie  durch  E 
Qad  G  schneidet  aber  die  DP  »wischen  D  und  F^ 
etwa  in  H  (§.  27.).  Nun  ist  in  dem  'Dreiecke  GltP^ 
GH+ HF  y>GP  (§.  49.),  also  ist,  wenn  man  noch  EG 
hinamthttt,  EG  +  Gif  +'^HP,  oder  EH  +  HF>  E&  +  GF. 
h  dem  Dreiecke  fDffiH  #9rner£D  + jaH>£'H  <9:49.), 
^,  wenu  man  HF  hineuthnt»  ED^J[iIi:{'*HP  oder  £9 

^  +ßP>J^+HF.,  Vorhin  war  aber  F»+Ä^> -ES 
\  GF.    Also  ist  um  so  nfobr  ED  +  DPy^EG  f  GF^  oder 

!  weü  JEGI  =  ^/ÄudTC;  "SD  +  DFy^Al6  +  ACi 
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Lehrsätze,  l.  Wlenn  in  efnem  Dreiecke  zioei  Sei*- 
ien  so  grojs  sind  al$  in  einem  anderen^  der  von  ihnen  ein- 
geschlossene Winkel  aber  ist  in  dem  ersten  Dreiecke  grqfser 
als  in  dem  zweiten j  so  ist  die  dritte  Seite  in  dem^  ersten  Drei-- 
ecke  ebenfalls  grb/ser  als  im  zweiten,  der  der  größeren 
von  den  beiden  gleichen  Seiten  gegenüber  liegende  Trihkel 
aber  ist  in  dem  ersten  Dreiecke  kleiner  als  in  dem  zweiten» 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  a3.)  BCssEF,  AC=:DF,.u4CB 
aber  p^öfser  als  DFE  ist,  so  ist  AB>DB  und  wenn 
jäC>BC  ist^  so  ist  sugleich  ABC<DEF. 

Erster  Beweis.  Erster  TheiL  Man  lege  den 
PttDOt  C  in  den  Panct  F  und  die  kleinere  Toq  den  bei- 
den Seiten  AC  und  BC,  also  BC,  in  EF^  so  fallt  S  in 
B,  weil  BpzzzEF  seyn  soll,  AC  aber  wird  anfserhalb 
DFE,  etwa  in  GF  fallen,  weil  ACB^DFE  seyn  soll, 
so  dafs  DF  zwischen  EF  und  CE  liegt.  Fallt  nun  ^ 
etwa  in  6,  also  AB  in  GE,  so  ist  das  Dreieck  GEF 
dem  Dreiecke  ABC  gleicb  {$\  4o.).  Nun  soll  nach  der 
Voranssetzung  AC=DF  seyn,  also  ist  Z)F-=GF  und 
folglich  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  DFG 
^<Q  ($•  45.  I.)i  Ferner  ist,  weU  BC^ÜAC  oder  EF 
<  DF  seyn  soll,  x  <  ^  ($.  47.  IV.).  Also  ist  x  +  A  oder 
ip  <,2Q.  Mitbin  ist  v  >  b  und  folglich  GEF  -  oder 
ABC  kleiner  als  D£F,  welches  der  zweite  Theil  d^s 
.  Satzes  war. 

Zweiter  Theil.  Es  ist  aber  wegen  rp^ag  auch 
t^y-o.  Also  liegt  GE  zwischen  CD  und  GE^  und  folg« 
lieb  ist  f^^tp9  oder  weil  in  dem  ti;leichschenkligen  Drei» 
eck  GFDy  den  gleichen  Seiten  GF  und  DP  gegenübei!, 
ip  zsz  l  ist  ($.  44.  I.)  iEi  ^  A  and  folglich  um  so  mehr 
fA  <  V^.  Also  ist  in  dem  Dreieck  GDE  der  Winkel  DGB 
kleiner  als  der  Winkel  GDEf  und  folglich  ist  die  dem 
Winkel  GDE  gegenüber  liegende  Seite  GE  grc^fser  al« 
^e  dem  Winkel  DGjB  gegeniiber  liegende  Seite  DB 
($.  46.  II.)»  also  auch,  weü  GE:=:AB  ist,  AB>DEy  wel- 
ches der  erste  Tbi^  des  Satsei  war. 

« 

,         Zweiter  Beweis.    Erster  Theit    wie  oben. 

Zweiter  TheiL  In  dem  Dreiecke  DHE  ist  J9R 
+HE:^DS  und  in  dem  Dreiecke  GJEfF,  HF+  GH^GF 
($•49«^  also  Ist  i^nsamme^geuommeii,  um  so  niehr^ 

DH+HB  +  HF+eH>Z)JS+GK 
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Es  iit  aber  DH+HFssDP:=iGF  und  BE+GHxGE=zAB, 

alio  üt 

GF  +  jiB>DE  +  GF, 
ftod  wenn  man  GP  auf  beiden  Seiten  absieht 

AB>DEi 
Vfie'  oben. 

IL  JFtnn  in  einem  Dreiecke  zwei  Seiten  so  grqfs,  sind , 
ds  in  einem  anderen  und  die  dritte  Seite  in  dem  ersten  Drei^ 
tele  ist  grbjser  als  in  dem  zweiten ,  so  ist  der  der  dritten 
Säte  gegenüber  liegende  Winkel  in  dem  ersten  Dreiecke 
gleichfalls  grojser  als  in  dem  zweiten^  der  der  gröjseren  von 
den  beiden  gleichen  Seiten  gegenüber  liegende  Winkel  aber 
ist  in  dem  ersten  Dreiecke  kleiner  als  in  dem  zweiten. 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  28.)  BC=EF,  ACs^DP,  AB 
«b«r  ^öfser  i^t  als  DEy  so  ist  auch  ACB^DFE  und 
wenn  AC>  BC  ist,  so  i«t  zugleich  ABC  <  DEF.       .  , 

Beweis.  Wäre  nicht  ACB>DFB^  so  wäre  ent- 
weder ACB  =  DFE  oder  ACB<:DFE.  Im  ersten  Falle 
wären  in  dem  Dreieck  ABC  die  beiden  Seiten  AC  und- 
BC  und  der  eingeschlossene  Winkel  ACB  so  grofs  als 
indem  Dreiecke  DFE,  die  beiden  Seiten  DP  uöd  EP 
und  der  eingeschlossene  Winkel  DFE^  also  wä^en  die 
bdden  Dreiecke»  su  Folge  ($.  4o.)|  gleich,  und  folglich 
ware^B=£)£f  l^e^en  die  Voraasset^nng.  Also  kann 
\  ACB  nicht  gleich  DFE  seyji.  Ware  ACB<DFE,  so 
Ware,  nach  (I.),  ^jBsC^^«  ebenfalls  gegen  die  Voraus-' 
i^ang.  Also  kadn  auch  nicht  ^CJS  kleiner  als  DFE 
Myn.  Folglich  kann  nnv  ACB  gröTseV  seyn  als  DFE; 
Welches  das  E  r  s  fe^  war,  v 

Da  aber  ACB  >  DFE  ist,  so  i^  auch,  nach  (I.),  noth- 
wtndig  ABC ^  DEF 'y  welches  das  j^  weite  war. 

IIL/  Wenn  in  einem  Dreiecke  zwei  Seittfi  so  grofs 
M  als  in  einem  anderen^  der  der  grbfsem  Seite  gegenüber 
^Bende  Winkel  aber  in  dem  ersten  Dreiecke  kleiner  ist  als 
^  <2em  andern^  so  sind  die  dritte  Seite  und  der  ihr  gegen" 
^  liegende  Winkel  in  dem  ersten  Dreiecke  'gr'6/ser  als 
^  dem  zweiten.  1 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  28.)  BCszEF  und  ACssDF^- 
^SC  aber,  vorausgesetzt  dafs  AC^BC  istr  kleiner' 
it  als  DJ?F^  ao  ist  J^  >  DE  und  ACIR  >  DFE.     ' 

Beweis.  WSre  nicht  ACB  >  DFE  ^  so  wire  ent- 
*«der  ACB  =  DFB,  oder  ACB  <  DFf .  Im  ersten  Falle 
^aren  in  detp  Dreieck  ABC  die  lieiden  Seiten  AG  und 
fC  und  der  eingesclilossene  Winkel  ACB  so  grofs^  als 
i»  dem  Dreieck  DFE  die  beiden  Seiten  DP  und  BP 
Crelle*«  Geometrie.       ,  3 
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und  der  eingeBchloBMUB  Winkel  DFB ,  aUo  wären  die 
beiden  Dreiecke,  nach  ($.40.),  gleich  und  folglich  wäre 
jiBC^=DEF'y  gegen  dieVoraosseUnng.  Also  kann  nicht 
ACB  gleich  DFB  ^eyn.  Wäre  ACBK^DFE^  so  wäre 
nach  (L)  ABC  >  DEF^  ebenCalU  gegen  die  Voraos- 
aetsnng.  Also  kann  anch  nicht  ^CB  kleiner  als  DPE 
.aeyn.  folglich  kann  AGB  nur  gröfser  seyn  alsDFf^ 
welche«  der  ft weite  Tbeil  des  Satses  war. 

Da  aber  ACB  >  DFE  ist ,  %o  ist  auch  nach  (I.) 
nothwendig  ^jB>D£$  welches  der  erste  Theil  des 
Satftes  war. 

52. 

Lehrsatz.  Zwei  Dreiecke  sind  einander  gleich^ 
weTtn  die  drei  ^Seiten  des  einen  so  gro/s  sind ,  ats<  4^  <b^ 
Seiten  des  andern, 

,  Erster  Beweis.  Wären  die  Dreiecke  nicht  gleich» 
so  wäre  irgend  ein  Winkel  in  dem^einen  gröfser  oder 
kleiner  als  in  dem  andern.  Gleiche  Seiten  schlöfsea 
also  in  dem  einen  Dreieck  einen  gröfsern  oder  kleinem 
Winkel  ein  als  in  dem  andern.  In  solchem  FaU  aber. 
wäre  nach  ($.  6i.  I*)  die  dritte  Seite  nicht  in  beiden 
Dreiecken  gleich ,  sondern  ebeofalls  gröfser  oder  kle^ 
ner.  Also  kann  kein  Winkel  in  dem  einen  Dreiecke 
gröfser  oder  kleiner  seyn  als  in  dem  andern,  swischeo 
gleichen  Seiten  5  mithin  schliefsen  die  nemlicben  Seitea 
überall  gleiche  Winkel  ein,  und  folglich  sind^die  beL- 
den  Dreiecke  gleich. 

Zweiter  Beweis.  Die  beiden  Dreiecke  mögen, 
ABC  und  DBF  seyn»  (Fig.  29^  I  und  IL),  so  da£i  nach 
der  Voranssetsnng  ABzisDE^  BC=2EF  und  CAssFD 
ist.  Man  lege  z.  B.  A  ia  D  und  AC  in  DF^  so  fällt  C 
in  Pf  weil  AC  ss  DF  ist.  Gesetst  nun,  die  beiden  Dr«i* 
ecke  wären  nicht  gleich,  so  giebt  es  fttnf  Fälle  : 

1)  Entweder  wäre  z.  B.  A^D  und  C=:F 

n)  oder  t^>D  und  CzsP 

5)  oder  A^D  und  Cy^P 
4)           oder                       -rf<D  und  jC<F 

6)  '  oder  A>D  und  C<F. 

Im  ersten  Falle  fiele  AB  zwischen. DJS  'Add  EB 
(K?-  89*  11*))  Also  da  CsF  Torausgesetet  wird,  B  etwa 
in  G.  Da  alsdann  FG  rr  B€  nicht  gleich  EF  sein  kann, 
wie  e$  seyn  soll,  so  ist  deir  Fall  nicht  möglich. 

Im  zweiten  Falle  fiele  AB  auTserhalb  DE  und  DP^ 
also  da  CasJP  vorawgesetat  wird,  B  etwa  inH,  wenn 


■  / 
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fEH  eine  ^ade  Linie  ist«  l5a  alsdann  FH^zzBC  nicht 
|[ieich  EP  aeyn  kann,  wie  es  seyn  soll,  so  ist  auch  der 
iweite  Fall  nicht  möglich. 

Im  dritten  Falle  fielen  AB  nnA  CB  beide  anCier. 
halb  EEPf  also  etwa  in  DI  und  PL  Dann  aber  würeo 
fl/+FX>  D^  +  PE  ($.  5o.).  Also,  könnte  nicht  DI,  oder 
JB,  gleich  D£  und  Fi  oder  BC  gleich  PE  seyn,  wie  es 
Mya  soll.     Also  ist  auch  der  dritte  Fall   nicht  möglich. 

Im  vierten  ^Fallo  fielen  jiB  and  CB  beide  inner- 
halb DEP,  also  etwa  in  Da:  und  PK.  Dann  aber  wä- 
ren DK  +  PK^DE  +  PE  ($.  5o.)  Also  könnte  nicht  DK, 
•der  .<^,  gleich  DE  and  Ff  oder  BC  gleich  FE  seyn» 
vie  es  seyn  soll.  Also  ist  auch  der  vierte  Fall  nicht 
ndflicL 

Im  fünften  Falle  fiele  AB  aoTserbalb  DEP  etwa 

ifi  BG  (Fi^.  29.  m.)  and  CB  swischen  PD  and  FE,  also 

etwa  in  OP.     Da  AB-szGD  and  BC:=:GF  and  ragleich 

ABssDE  and  BC=£F  seyn  soll,  so  wäre  DG  s=z  DS 

«AdFGssFi?,  also    wären    GDE  and   GFE  gleich« 

sehe nkl ige  Dreiecke  und  folglich ^  den  gleichen  Sei« 

tea  gegenüber»  die  Winkel  DGE,  DEG  and  PGE,  PEG 

«iaander  Jleich    ($.  44.  L).     Es  ist  aber  DGF  am  den 

Winkel  DGP  gröf^er  als  PGE,  also  müTste,  weil  PGS 

[StFFG  seyn  «oll,  DGB y^  PEG  oder  anch  weil  DGB 

^DBG  seyn  soll,  DEG  >  PEG  «eyn.    Es  ist  aber  im 

6%eotheil  DEG  <  PEG;  also  ist  anch  der  fünfte  Fall 

i^cht  möglich. 

I  Folglich  können  die  Winkel  A  and  C  nicht  toii 
^  Winkeln  D  and  F  verschieden  seyn  and  mithin 
"t&tt^n  die  beiden  Dreiecke  gleich  seyn« 

Anmerkung.    Man  pflegt  anch  den  Sat£  wie  folgt 
«i  beweisen. 

Man  stellt  sich  vor,  das  Dreieck  ABC  werde  wie 

?'  .  29.  rv.)  anter  das  Dreieck  DEP  gelegt,  w  daüs 
ia  DP  jffillt  and  AB^DG^  BC  =  GP  ist     Dann 
N,  wenn   GE  eine  grade  Linie  ist,  GDE  and  GPE 
fleichachenklig^  Dreiecke,  weil  AB  oder  DG^DE,  nnd 
^oder  P6=zEP  seyn   solL     Also   sind  die  Winkel 
^ÄJ  und  DGB,  and  PGE  and  FEG,  also   auch  DEP' 
^d  DGF  gleich,  and  folglich  ist,  weil  die  Winkel  DEJP 
N  t)GF  von  den  nemlichen  S^eiten  eingeschlossen  wer- 
**>  das  Dreieck  DGP  dem  Dreiecke  DEP  gleich,  wor- 
man  schliefst  f  da£i  anch  die  Dreiecke  ABC  and 

'^y  Jleich  sind. 

3»* 
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Dieser  Beweis  ist  aber  nicht  atrecce«  Denn  gesetzt, 
^a  wäre  möglich,  .dafs  das  Dreieck  DEF  £war  die  nem- 
lichen  Seiten  habe  wiö  ABC^  nicht  aber  die  nemlicheo 
Winkel,  so  wt^rde  ebenfalls  noch  folgen,  dafs  die  Drei- 
ecke ABC  nnd  DEF  gleich  sind,  welches  doch.uhrich- 
tiff  ist«  Der  Fehler  liegt  darin ,  dafs  der.  Beweis  der 
Gleichheit  der  beiden  Dreiecke  ABC  and  DGF  fehlt 

« 

53. 

Lehrsatz,  Zwei  Dreiecke  sind  einander  gleich, 
wenn  zwei-  Seiten  und  der  der  grbjseren  von  teiden  gegen- 
über liegende  Winkel  in  dem  einen  so  grojs  sind,  als  vi 
dem  andern, 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  29, 1.  and  IL)  AC=DF,  BC=EP 
nnd,  \oraasgeset£t  dafs  AC^BC  ist,  B=:E  ist,  so  sind 
die  Dreiecke  ABC  and  DEP  einaüder  gleich. 

Beweis*  Wären  die  Dreiecke  nicht  gleich»  so  wä^ 
rp  z.  B.  die  dritte  Seite  .^^  in  dem  einen  gröfser  oder 
kleiner,  als  DE  in  dem  andern.^m  ersteh  Falle  wären 
^  die  den  gröfsern  von  den  beiden  gleichen  Seiten  gegen- 
fiber  liegenden  Winkel  B  nnd  E  in  den  beiden  Drei- 
ecken nicht,  gleich,  sondern  der  Winkel  in  dem  ersten 
Dreiecke  wäre^  nach  ($.  5i.  IL),  kleiner,  im  andern  Fall 
gröfser  als  in  dem  «weiten;  gegen  die  Voraassetxaog. 
Also  können  die  Dreiecke  nioht  nogleich  seyn. 

54. 
Zusätze.    An«  ($.63.)  folgt:     » 

h  Zwei  Dreiecke  sind  gleich  y  Wenn  in  dem  einen  der 
grö/ste  von  allen  drei  Winkeln  und  beliebige  zwei  Seiten, 
auch  wenn  sie  den  grofsten  Winkel  nicht  einschli  efs  e  n,  so 
groJs  sind  als  in  dem  endern;  denn  da  es  alsdann  kei- 
nen gröfsern  ab  den  gleichen  Winkel  giebt  und  die 
ffröfsere  Seite  dem  gröfserea  Winkel  gegenüber  ^i«S^ 
1$.  46.  IL) ,  80  ist  der  gleiche  Winkel  gewifs  derjenifff» 
wdcher  der'  gröfseren  von  den  beiden\gleichen  S<^- 
ten  gegenüber  liegt. 

n.    ^Iso  sind   recht-  nnd  stumpfwinklige  Drei- 
-     ecke  gleich ,   wenn  aiifser  dem  rechten  oder  stumjijfen  Wii^- 
kel  zwei  beliebige  Seiten,,  auch  Wenn  sie  den,  rechten  oder, 
stumpfen    Winkel  nicht  einschlief s en,    in   dem  einen, 
so  grofs  sind  als  in  dem  andern.  .Denn   der  rechte  nn^- 
stampfe  Winkel  ist  immer  der  gröfste  von  allen  dreien 
($.  53.  IV.). 


I 
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55. 

Anmerkung,  I.  Die  Fälle  gleicher  Dreiecke  sind 
laeammengen  ommeDy  in  der  obigen  Ordnang  fol« 
^enoe«  's. 

Erstlicb^  Wi^nn  zwei  Seiten  und  der  eiogescbloi- 
•ene  Winbel  in  dem  einen  so  grolj  sind,  als  in  dem  an- 
dern ($.  4o.). 

Zweitens,  wenn  swei  Witilel  nnd  die  dazwischen 
Kegendo  Seite  in  dem  einen  bo  grpls  sind,  als  in  dem 
aadern  ($.  4i.).  i 

Drittens,  wenn  zwei  Winkel  nnd  efne  anli^ende 
Seite  in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem  andern  {§,  42.)* 

Vierten s>  wenn  alle  drei  Seiten  in  dem  einen  so 
grols  sind ,  als  in  dem  andern  ($•  52.)- 

Fünftens,  wenn  zwei  Seiten,  und  der  der  gröfsern 
gegenüberliegende  Winkel'  in  dem  einen  so  grofs  sind, 
als  in  dem  andern  ($.  63.)«  ^ 

Der  zweite  nnd  dritte  Fall  lassen  sich  in  einen 
zusammenfassen  $  nnd  wenn  man  die  Fälle  nach  der 
Zahl  der  Seiten  ordnet,  so  aind  sie  folgende: 

1.  Wenn  ^le  drei  Seiten  in  dem  einen  Dreieck  so 
gro^i  sind,  als  in  dem  andern  ($.  Ss.). 

2.  Wenn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Win- 
kel in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem  andern  ($.  ^(f»). 

3.  Wenn*  zwei  Seiten  nnd  der  der  gröfsern  gegen- 
überliegende Winkel  in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  in 
dem  andern  ($.  63.). 

4.  Wenn  eine  Seite  und  zwei  beliebige  Winkel  in 
dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem  andern  ($.41. 42.)« 

Für  recht-  und  stumpfwinklige  Dreiecke  lassen  sich 
die  Fülle  auf  drei  zusammenziehen ,   liemlich : 

Becht-  und  stuinpfwinklige  Dreiecke  sind  jgleich: 

1.  Wenn  alle:  drei  Seiten  in  dem  einen  so  gro£» 
Aiif  wie  in  dem  andern  ($.  ^3.). 

2.  Wenn  zwei  beliebige  Seiten  nnd  der  rechte  oder 
•tampfe  Winkel  in  dem  einen  so  groA  sind,  wie  in  dem 
andern  ($.  54.  IT.). 

3.  Wenli  eine  Seite  und  zwei  beliebige*  Winkel  in 
dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem  andern  ($•  55.  2.)* 

II*  Wie  man  sieht,  ist  zur  Gleichheft  der  Dreiecke 
isnner  nur  die  Gleichheit  von  drei  Stücken  (Win- 
kl  und  Seite  sollen  gemeinschaftlich  durch  das  Wort 
Stack  bezeichnet  werden)  nöthig,  den  Fall  dreier  Win- 
kel ausgenommen,  aus  deren^Gleichheit  nicht  ^ie.GleicYi- 
kit  TOB  Dreiecken  folgt.    Also  xlurfen,  mit  andern  Wor- 
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ten»  an  der-Gleichbeit  der  6  Stflcke  eine«  Dreiecks;  theib 
unbedingt,  theils  bedingt,  drei  Stücke,  nur  nicht  drei 
Seiten  fehlen^  nemlich,: 
'  Drei  Winkel  können  unbedingt  ^eblen  (L  i*). 

Zwei  Winkel  und  eine  Seite  könnea  fefalen» 
wenn  die  fehlende  Seite  swi«cben  |hnen  liegt  (L  s.)  oder 
wenn  der  eine  fehlende  Winkel  der  fehlenden  Seite  ge- 
genüber liegt,  der  andere  fehlende  Winkel  aber  der  klei- 
nere TOn  den  an  der  fehlenden  Seite  liegenden  ist  (1. 3*)« 

Ein  Winkel  und  zwei  Seiten   könneQ   unbedingt 
^       fehlen  (4.)* 

Erklärung^*  Die  Stücke,  welche  mindestens  gleich 
seyn  müssen,  wenn  zwei  Dreiecke  gleich  seyn  sollen,  sollen 
bestimmende  Stücke  hei/sen ,  weil  3ie  das)  Dreieck 
hestijnmen  und  kein  anderes  Dreieck  mit  den  nemhchen 
\  bestimmenden  Stücken  möglich  ist.  Die  he  stimmenden 
Stücke  'Von  Dreiecken  sind  also:         • 

1)  drei  Seiten; 

2)  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel; 

3)  zwei  Seiten   und   der  der  gröfstm  gegenüherliegende 
Winkel; 

4)  eine  Seite  und  zwei  Winkel. 

Die  bestimmenden  Stücke  sind  diejenigen  y  welche  nickt 
von  einander  abhängen,  so ndem  willkührlich  sind^  weU 
che  aber  die  übrigen  bestimmen  und  von  welchen  diese 
abhängen. 

57.  '        . 

Lehrsatz.    Wenn  die  Seiten  eines  Dreiecks  mit  den 
Seiten  eines  andern^  in  einerlei  Richtung  gleiche  Winkel  mo- 
chen^   so  sind  die  Winkel  des  einen  Drjsiecks  so  ßro/Sy  als 
'  die  Winkel  des  andern. 

Beweis.  DieWinkd,  welche  die  Seiten  dea  Drei- 
ecks abc  (Fig.  So.)  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ^-BC 
machen,  sollen  gleich  seyn»  also  wird  vorausgesetst 

BDGsszAEHcsiCFI. 

Nun  ist  t.h.  der  NebenwinkeI^Das:2g-— A  also 

in  dem  Viereke  ADaEy  weil  die  Summe  der  :viex:.Witt-' 
kel  eines  Vierecks  gleich  der  Summe  von  vier  rechten 
ist ($.37.),  DaB=s4(>— -rf— (2^— D)— jB=4(>— ^— ae 
+  D—ESZ2Q—A  +  D—E.  Es  wird  aber  DpsB  tor- 
ausgesetzt; also  ist  Da£s=5  2^-— «^^  und  folglich.^  weil 
a:^2Q  —  DaE  istf 

a  ss'ji. 


* 

« 

58.  Von  den  schrägen  Linien.     ^  5^ 

EbKn  60  ist  BFb^saQ — P,  also  i^t  ia  dem  Vier^clL 
Bü6Fder  Wiokel  06^  =  4^  — B— (sp  — F)  —  D  =  4p 
-B  —  2e+f  —  2)  =  2^  —  B  +  F—D.  Es  wird  aber 
Vz=^D  TuraasgeseUt,  also  ist  DbP:=s2Q  —  B,  und  folglich 

b  =  B.  ' 

Also  ist  auch  c^=zC, 

Folglich  siad  die  Wiokel  des  Dreiecks  a^c  so  grofs 
ak  die  Wi(ikel  des  Dreiecks  jiBC. 

Von   den    schrägen   Linien. 

58. 

Lehrsatz.  Wenn,  eine  grade  Linie  durch  die  Ecke 
eines  Dreiecks  und  durch  die  gegeniiherließende  Seite  geJii^ 
wie  AD  (Fig.  3i.)  in  dem  Dreieck  ABC,  so^  kJomien  foU 
$ende  fü  nf  Stücke  gleich  seyn : 

1)  die  Schenkel  des  getheilten  Winkels  AB  und  AC; 

2)  die  Theile  dieses  Winkels  a  und  r; 

3)  die  Abschnitte  der  dritten  Seite  BD  und  DC;  -. 

4)  die  Winkel  zwischen  der  Mittel -Linie  und  der  Grund- 
Linie  X  und  X; 

5)  die  Winkel  an  der  G rund  -  Linie  ß  und  y. 
Von  je  zwei  dieser  Gleichheiten^  mit  Ausnahme  der  Ver- 
ödung der  ersten  und  fünften,  hängen  die  drei  übrigen  abf 
yfelches  neun  Sätze  giept^    die  zu  beweisen  sind. 

Beweis:  I.  £s  sey  AB=zAC  und  esst. 
Da  AD  sich  selbst  gleich  ist,  so  sind  in  dem  Drei- 
ecke BAD  zwei  Seiten  BA  und  AD,  nebst  dem  einge- 
schlosseoeo  Wiokel «,  so  grofs  als  in  dem  Dreiecke  CAD 
^e  beiden  Seiten  CA  und  AD  mit  dem  eingeschlossen 
B«ii  Winkel  r.  Folglich  sind  die  Dreiecke  gleich  ($.  40.), 
»nd  folglich  ist  auch 

BD  =  DC,    x=isÄf  nnd   ß^r- 
ir.    Es  sey        AB  =  AC  uad  SD  =  DC. 
Da  ^D  sich  selbst  gleich  ist,  so  sind  in  dem  Dreiecke 
'  B^Dalle  di'ei  Seiten  so  grofs  aJs  in  jdem  Dreiecke  C^D; 
M;lich  sind  die  Dreiecke  gleich  und  folglich  ist  auch 
xsslZgzq,  /S==y  nnd  «=t.  •,  ^ 

lU.    Es  sey         AB=zAG  und  x=zX. 
Da  alsdann  9$=:=^  =  ^,   so  sind  die  Dreiecke  ADS 
;  ^i  ADC  rechtwinklig  und  die  beiden  SeHcn  AB 
^d  AD  sind  in  dem  einen  so  grofs,  als  die  Seiten  AC 
«od  AD  in   dem  andern.     Folglich   sind  die  Dreiecke 
{leich  ($.  64.  II.)  tind  folglich  ist  auch 

«STT,    BD=CD  und  /?  =  y. 
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IV.  E«  »cy      *s=T  und  BDsszDC. 

Es  fiey  ^Dl?  eine  grade  Linie  und  DEszDAj  so 
sind  die  Dreiecke  BDA  und  CD£  gleich  $  denn  es  ist 
nach  der  Voraasselsang  BDj=zDC  und  AD'ss^DBj  and 
die  eing'eschlosseDen  Winkel  x  und  i^  sind,  als  Schein 
tel-yvinkel,  gleich.  Also  ist  anch  V'^f,  und.  da 
e  =  r  voraasgeseUt  wird,  ^sr.  Folglich  ist  das  Drei- 
eck ^t7J?  über  AE  gleichschenklig  ($.* 44.  IL),  d.  fa.  es 
UtAC^i=^CE»  Da  aber,  wegen  Her  Gleichheit  der  Drei- 
ecke £D^  and  CDE,  CEz=:AB  ist,  so  ist  auch  AOf=  AB, 
and  folglich  sind  nunmehr  alle  drei  Seiten  der  beiden 
Dreiecke  ABD  und  ACD  gleich 3  folglich  sind  die  Drei- 
ecke gelbst  gleich  ($.  62.)  und  es  ist 

■  ABzzzACj   jj=r=A=:f  and  /?=r=y. 

V.  Es  sey      «  =  r  and  ?e  =  A. 

Alsdann  sind  in  dem  Dreieck  ABD  eine  Seite  AD 
und  die  beiden  daran  liegenden  Winkel  x  xl^d  e  so  groEs^ 
als  in  dem  Dreiecke  ACD  die  Seite  AD  und  die  beiden 
daran  liegenden  Winkel  A  und  r.  Also  sind  die  Drei- 
ecke gleich  ($.  4i.),  und  es  ist  folglich 

Aß=sAC,  BD  —  DC  und  /?=y. 

Vi.  Es  sey  «  =  r  und  /?=/. 
Alsdann  sind  in  dem  Dreieck  ABD  die  beiden  Win- 
kel ^  and  /^  i:^Qd  die  anliegende  Seite  AD  so  grofs,  aU- 
in  dem  Dreiecke  ^CD  die  Winkel  T  nnd  2^  and  die  an- 
liegende Seite  ADi  folglich  sind  die  Dreiecke  gleich 
($1  43.)  und  es  ist  folglich 

ABssAC,  BDssDC  and  x^Ksstif. 
VIL  Es  sey  BDssDC  und  xäA. 
Alsdann  sind  ia  dem  Dreiecke  ^JSD  die  beiden  Sei- 
ten AD  and  BDy  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  a^» 
so  grofs,  als  in  dem  Dreieck  ACD  ^ie  beiden  Seiten  AD 
DCj  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  A,  Folglich  sind 
die  Dreiecke  gleich  ($,  4o.)  nnd  es  tst 

AB=sAC,  fi  =  r  und  ßz=:y.' 

Vin.     Es  sey    JBD  =  DC  und  /S5=y. 

Alsdann'  ist  das  Dlr^ieck  ABC  über  ^C  gleichschenk-- 
lig  ($.  44.  II.)  and  folglich  ist  AB  =  AC.  Also  sind 
nunmehr  in  dem  Dreieck  ABD  alle  drei  Seiten  so  gröfs, 
als  in  dem  Dreiecke  ACD^  nemlich  AB  s=  AC,  BDszDCj 
nach  der  Voraussetenng,  nnd  AD  aa  AD.  Folglich  sind 
di^  Dreiecke  gleich  ($.  69.)  und  folglich  ist: 
AB'szAC^  säst  und  ;0=4sr^, 

IX.    Es  sey        xssi  und  /?==y.. 


59»  Von  dm  ^chrä^en  lAnien.  ^  4l 

Alsdann  sind  in  dem  Dreiecke  ABD  die  beiden  Win- 
kel %  and  ß  und  die  anliegende  Seite  AV^  00  frofs,  ale 
io  dem  Dreiecke  >f  CD  die  Winkel  A  und  y  ntid  die  an*  ' 
fiegende   Seite  ^/>;  folglich  sind  die  Dreiecke   gleich 
($.48.)  and  es  ist 

AB:ssAC,  BD=sDC  und  f  =  r. 
DaTs   der  sehnte  Fall  nicht  Statt  find^  9  nemlich 
dafs  nicht  nothwendig 

BD  =  DC,  x  =  A  =  ^  and  «  =  r 
«f,  wenn  ABesAC  und  ßz^iy^ 

Toraasgesetst  wird,,  folgt  daraas,  dafs  ^Bs=:^C  and 
ß^^y  nicht  swei  von  einander  unabhängige  Voraus- 
seUaogea  sind,  sondern  nur  eine:  denn  wenn  ABssAC 
üt,  so  ist  in  dem  Dreiecke  ABC  noth wendig  ß^^Yj 
und  nmgekehrt  (J.  44. 1.  und  H). 

59. 

Anmerkung.  Wenn  man  die  beiden  Sufsern  Ton  drei  gra- 
ben Linien  JB^  AD  und  AC  (Fig  3i.)»  .welcbe  durch  einen  anil 
denselben  Punct  A  geh«n  und  #ine  vierte  DC  schneiden,  schrlga 
Liaien,  die  mildere Mittef-Li nie  und  die  vierte  Grund-Linie 
nennt,  so  lasten  licb  die  Salze  (§•  58.)  auch  wie -folgt  ausdrücken. 

L  JVenn  xw§i.  gleich  lange  schräge  Linien  AB  und  AG  mit 
itr  Mittel. JLinie  gleiche  Winkel  machen,  so  ist  die  Mittel  ^  Li» 
nie  «dl  Perpendikel  auf»  die  Grund  -  Linie  und  die  schrägen  Linien 
*fUftmen  sieh  von  dem  "Perpendikel,'  an  verschiedenen  Seiten  in  der 
Otimd  -  Linie ,  gUich  weit  und  machen  mit  ihr  gleiche  PVinkel, 
l>con  weim  IaBssJC  und  asv  ist,  so  ist  n=zlz=Q,  BD=:DC  und 

/^=r(§.  w.  L). 

U*    fVenn  sieh  twei  gleich  lange   schräge  Linien  AB  und  AG  ' 
sonder  Mittel*  Linie,  in   der  Grund ''Linie  gleich  weit  entfernen^ 
iO  machen  sie  mit  der  Mittel ^ Linie,  so  wie  mit  der  Grund » Linie,^ 
Sffifke  Winkel,  und  die  Mittel -Linie  ist  ein  Perpendikel  auf  dia 
<^rundlinie.    Denn  wenn  AB  =  JO  und  BDssDC  ist,  so  ist  csst» 
^=r  und  *z=zl  =  Q  <$.  58.  IL). 

IIL  pp'enn  zwei  gleich  lange  schräge  Linien  ein  Perpendikel 
fotf  die  Grund  »Linie  zur  Mit  teT- Linie  haben,  so  machen  sie  mit 
ynselheii,  so  wie  mit  der  Grund » Linie,  ßleiche  Winkel^  und  ent» 
f^n  sich  in  der  Grund -Linie,  von  der  jSfittel*  Linie  gleich  weit, 
i^eim  wenn  JBssJiC  und  mzsX9sq,  so  ist  <  =  t.  ßssay  ond  BD 
'=Ci)($.  58.  Ui.). 

IV.  Wenn  zwei  schräge  Linien  mit  einer  Mittel 'Linie  gleiche 
rrinkel  machen  und  sich  von  derselben  in  der  Grunde  Linie  gleich 
^*it  entfernen,  so  sind  sie  gleich  lang,  machen  mit  der.  Grund -Li- 
^  gleUhe  Winkel  und  die  Mittel- Linie  ist  ein  Perpendikel  auf 
^  Orund'Liniej  Denn  wenn  e  =  v  und  BDsatDC  ist,  so  ist  JB 
^AC,  ß^y  ond  »=:Xss^  (§.  58.  IV). 

V.  Wenn  zwei  schräge  Linien  mit  einem  Perpendikel  auf  dfe 
y^nd' Linie  gleiche  Winkel  machen^  sO  sind  sie  gleich  lang,  enS 
J^men  sieh  vom  Perpendikel,  in  der  Grund -Linie  gleich  weit^  und 
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machen  mit  der  Grund 'I^inie  gleiche  WinkeL    Denn  wenn    «=4 
und  x=£A  =  ^  ist,  so  ist  JB^^JC,  BD=z  CD  und  ßssy  (§•  68.  V»]' 

VI.  Wenn  zicei  schräge  Linien  mit  ihrer  ßlittel '  Linie , 
wie  mit  der  Grund '  Linie  gleiche  fVinkel  machen,  so  sind  sie  gUii 
lang 9  entfernen  sich  in  der  Grund  •  Linie^  von  der  Mittel  »Lin 
gleich  weit  und  die  Mittel 'Ldnie  ^steht  auf  der  Grund  "Linie  senkt 
§echt-  Den^  wenn  c=t  und  ßssy  ist,  s»  ist/^Bss^C,  BD^:Di 
Mnd  x^X=zQ  (§.  58.  VI.). 

Vil.  TVenn  sich  zwei  schräge  Ainien  in  ^er  Grunde  Linie  von 
einem  Perpendikel  gleich  weit  entfernen  ^  so  sind  sie  gleich  lang 
und  machen:  mit  dem  PerpAidikeJf  so  wie  mit  der  Grund  ^JLdnie 
gleiche  pf^inkel.  Denn  wenn  BDssDC  und  xcsAs:^»  so  Ut  JB 
^40i  «  =  T  und  /?  =y  ($.  68,  Vll.). 

VllL  IVenn  sieh  zwei  schräge  Linien  in  der.  Grund  •  Linie  von 
de%  Mittel 'Linie  gleich ,  weit  entfernen  und  mit  der  Grund  ^  Linie 


k: 


gleiche' ff^inkel  machen j  so  sind  sie  gleich  lavgf   machen- mit  der 

jilittel' Linie  gleiche  ff^inkel  und   die  Mittel" Linie  steht  auf  der 

Grund 'Linie  senkrecht.    Denn  wenn  BD=^DC  und  ßasy^  $o  ist 

JBszJC,  «  =  T  und  x:^X=:q  ($.  oft.  VIII.). 

IX«     JVenn^tei  schräge  Linien  mit  der  Grund  "Linie  gleiche 

TVinkel  macheniind  die  Mittel  •  Linie  steht  auf  der  Gruud^  Linie 
,  senkrecht,  so  sind  die  schrägen  Linien  gleich  lang^  entfernen  sich  in 

der  Grund 'Linie  vom  Perpendikel  gleich  weit  und  machen  mit  ihm 
•gleiche  PVinkeL    Denn  wenn  ß^:zf  und  «ssilsro,  so  \a,\.ABz±iACf 

BDssDC  und  t=a%  (§.  58.  IX.). 

X.  Jeder  Punct  eines  Perpendikels  ist  also  von  zwei  heliehi» 
en,  von  seinem  Fufse,  in  der  Grundlinie^  gleich  weit  abstehenden 
'  ncteUf  gleich  weit  entfernt  (VII.). 

60. 

Lehrsatz»    Das  Perpendikel  aus'  der  Ecke  ^hies  Drei- 
ecks  auf   die   gegenüberliegende    Seite  fällt    auf  serhalb 
des  Dreiecks ,    wenn   das  Dreieck  daselbst   sium pfw ink»-. 
Hg  ist,  und  innerhalb^   icenn  es  spitzwinklig  ist*. 

Beweis.  Fiele  in  einem  stumpf  wi  nkli^eo 
Dreiecke  ^ie  jiCB  {FÄg*52.)  das  Perpendikel  aas^  anf 
BC  innerhalb  des  Dreiecks,  wie^G,  *so  "wäre  in  dem 
rechtvrinlsligen  Dreiecke  ^GC  Dolhwendig  der  WiokeL 
^CG  kleiner  als  ein  rechter,  weil  ein  Dreieck  nur  et- 
pen  rechten  Winkel  haben  kann  ($,33.111.),  gegen  die 
Voraussetftong,  da  vielmehr  ^CG  gröfser  als  ein  rech- 
ter Winkel  seyq  soll. 

Fiele  in .  einem  spitzwinkligen  Dreieck,  -wie  ABC 
(Fig.  33.)  das  Perpendikel  aus  A  auf  £C  aufserhalb 
des  Dreiecks,  wie  uiP^  so  wäre  in  dem  rechtwinkligen 
Dreiecke  jiCF  nothwendig  der  Winkel  ACP  kleiner  als 
ein  rechter,  weil  ein  Dreieck  nur  einen  rechten  Winkel 
'{laben  kaun  ($.  33.  III.).  Gegentl^iU  istACP,  ab  Supple- 
meiU  KU  dem  spiUbun  Winkel  AGB,  gröfser  als  ein  rec|iter. 
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Alio  kftttn  ia  «inM|  0taoipfwiiikli|^  Dreiecke  das 

Perpendikel  nicht  innerhalb  und  in  einem  epitevrinJUi« 
{en  Dreiecke  nicht  anfserbalb  fallen.  Es  kann  aber  auch 
sieht  in  die  Seiten  selbst  fallen»  weil  das  Dreieck  nicht 
nGhtwiDklich  seyn  soll.  Also  fallt  es  in  einem  stampf - 
winkligen  DreitBck  nothwtedig  aufserhalb  und  i*' 
«aem  spitswinkligen  innerhalb« 

61. 
Lehrsatz.    Wenn  eine  grade  Lame  d^rch  die  Fcke 
ms  Dreiecks  geht  und  auf  der  gegenüber  liegenden  Seit9 
fmkrecht  wf,  so  können: 

1)  die  beiden  Seiten  des  Dreiecks  nebtn  dem  Perpendikel^ 

2]  die  Winkel  zwischen  den  S fiten  und  dem  Perpendikel, 

3)  dieAhstäAde  d^  Seiten  vom  Perpendikel  in  der  Grundlinie^ 

^nßleich  seyn*    Ist  eines  von   diesen  Stiifken  grÖfser 

^  das  andere  gleicher  Art ,  so  sind  es  auch  die  beiden 

^(^g^en,  welches  drei  Sätze  giebty  die  zu  beweisen  sind. 

I.  Es  sey  (Fig.  Ss.  und  33.)  AD  auf  BC  senkrecht  und 
/t>  V,  so  ist  BD>CD  und  AB>AC. 

Beweis,  a)  Fallen  /i  und  v  auf  einerlei  Seite 
ies  Perpendikels,  wie  (Fig.  32.)»  so  schneiden  ^B  and  u^C 
^^  BD,  in  so  fern  fi  +  Q-^fig^  also  f^^Q  ist»  an  einer 
^d  derselben  Seite  von  AD  ($•  22.  I.)  $  also  ist  noth« 
Wendiff  BD  ^  CDj  welches  das  Erste  war. 

Nun  ist  der  äuTsere  Neben- Winkel  BGA  dee  recht- 
^idigen  Dreiecks  ACD  gröfser  als  9  ($.33.  VI.)» 
Unsegen  der  Winkel  ABC  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck ^£fiD  ist  kleiner  als  9  (§.33*  IIL).  Also  üt  in 
iem  Dreieck  ABC  der  Winkel  AGB  gröfser  als  der 
yfink%iABC,  and  folglich  ist  die  dem  ersten  gegen, 
über  üJ{|eji de  Seite  ./^J3  grölset  als  die  dem  andern  gegen.^ 
^f  iiq^nde Seite ./^Cd.  46.  IL)»  welches  das  Zweite  war. 

ß)  Tl^llen  ^  and  v  aaf  verschiedene  Seiten  des 
Perpendikels  wie  (Fig.  33.) »  so  sey  BAD  oder  l  gleich 
y,  so  daÜB  lK,f^  ist.  Alsdann  wird  wie  in  (a)  bewiesen»  dafs 
Bothwendig  BDy^ED  and  AB'^AJß  ist.  Es  iet  aber» 
wenn  if=i  ist,  AE=zAC  and  ED  =  DC  (J.69.  V.). 
Alio  ist  auch  in  diesem  Falle  BD>CD  and  ABy^AG. 

Is  ist  also  in  aUen  FäUen;£D>CD  and  AB>AC^ 
Winn  /iA>-v  ist  '. 

II.    Es  sey  AD  auf  BC  senkrecht  und 

AB>  AC»  Solist  fi  >  y  und  BD  >  CD* 


1 ' 


I 

I 


kk 
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a)  Ei  mögen  saerst  wieder  jiB  tind  AC  aaf  ei« 
n^rlei  Seite  dei  Perpendikels  liegen,  wie  (Fijr.  Sa.). 
Wäre  nicht  /*>v,  «o  wäre  A*  =  v  oder  fi'^v.  Im  er- 
sten Falle  aber  fielen  AB  und  jfC  in  einander  nod  e< 
wäre  nicht  ^£  ^  ^C»  .sondern  yJB^s  AC,  ge^en  die 
Voraossetsung.  Im  andefn  Falle ,  fi<^v^  wäre  nach 
(I.o(.)  AB  K,  AC ;,  ebenfalls  gegen  die  ^Voraassetenn^. 
Also  kann  weder  fi^^v  noch  iE«<[3/,  folglich  nar  fi>i^ 
seyn.  «Wenn  aber  /»  ^  i^  ist»  so  ist  auch  nach  (L  o.) 
BDy^BC. 

ß)  £s  mögen  ^fi  und  u^o  anf  yef schieden« 
Seiten  des  Perpendikels  fallen,  wie  (Fig.  53- )•  Wäre 
nicht  ^>^v,'SO  wäre'/iAÄV  oder  f^K,v.^  Im  ersten 
Falle  aber  wäre  nicht  AB>ACy  sondern/nach  ($.69. 
V^y  AB^=^ACj  gegen  die  Voraussetsung.  Im  andern 
Falle,  fi4^Vj  wäre  nach  (l.  ß.)  AB<.ACy  ebenfalls  gc- 
gen  die  Voraass^tsung.  Also  kann  weder  ia:=^v  noch 
{i  <«',  sondern  nur  |M'>  v  seyn.  Wenn  aber  (Jt^^if  i«t, 
so  ist  auch  nach  (I. /?.)  BD^DC. 

£s  ist  also  in  allen  Fallen  fi^^  v  and  BDyBCf 
wenn  AB^^AC  ist. 

IIL   Es  sey  AD  aiif  BC  senkrecht  und 

BD>CD,>)  wf  AB>AC  W7u£ /t*>v. 

a)  Fallen  JSD  und  CD  auf  einerlei  Seite, des  Per- 
pendikels, wie  (Fig.  32.) >  «o  ist  offenbar  fi'^i^j  wenn 
jBD^CD  ist,  und  folglich  ist  alsdann  auch^  nach  (L^)» 
AB>AC, 

ß)  Fallen  BB  und  GD  auf  verschiedene  Seiten 
des  Perpendikels,  wie  (Fig.  SS.)»  nnd  es  wäre  nicht  /i}^^9 
so  wäre  /»=v,  oder  fi-^v.  Im  ersten  Falle  aber  wäre 
iiicht  BDy^CD,  sondern,  nach  ($.  69.  V.),  BD=:CD; 
gegen  die  Voraussetzung.  Im  andern  Falle  9  ft  <!,^i 
wäre  nach  (I.  ß.)  BD  <  pD;  ebenfalls  gegen  ^e  Vor- 
aussetBung;  Also  kann  weder  fi=sv,  noch  11  ^v^  folg- 
lich nur  pi>^v  seyn.  Wenn  aber^^v  ist,  so  ist,  nach 
(I.  ß.\  AB^AC. 

Es  ist  also"  in  allen  Fallen  AB^^  AC  und  fi>^f 
wenn  BD  >  CD  ist. 


62. 


Anmerkung,  Wenn  man,  wie  in  (SL-69«)  von. drei 
Linien  AB,  AD  und  y^C  (Fig.  32.),  welche  eine  vierte 
JBDySchneiden ,  die  äuTseren  seil  rage,  und  die  vierte« 
auf  welcher  die  Mittel-Linie  senkrecht  steht,  Grund- 
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» 

Ljoi«  ii6ont>  80  lassen  sich  auch  die^Ue  ($.6i.)  wi# 
fbl(t  ausdrücken. 

I.  Von  zw^  schrägen  Linien  ist  diejenige  die  lan- 
gne  und  entfernt  sich  in  der  Grundlinie  ani  weitesten 
t»m  Perp&ndikel,  welche  mit  ihm  den  grb/sesten  TFin- 
hl  macht  ($.  61.  L). 

IL  Die'  längste  von^  zwei  schrägen  Linien  macht 
mit  dem  Perpendikel  den  grofsten  Winkel  und  entfernt 
lieft  von  ihm  in  der  Grundlinie  am  meisten  (J,  6j .  II.), 

V       IIL     Von  zwei  schrägen  Linien  ist  diejenige  die  län^ 
,^fre,   und  macht   mit   dem    Perpendikel    den    grofsten 

Winkel^   welche  sich   von  ihm  in  dei*  Grundlinie  am  mei-^ 

ften  entfernt  {§.  61.  III.). 

63. 

Zusätze.  I.  Jeder  Punct  aitfserhalb  eines  Perpen-* 
dikeh  ist  von  twei  Puncten  in  der  Grundlinie  ^  die  gleich 
to«t  vom  Perpendikel  abstehen ,  ungleich  weit ,  drid  zwar 
VW  demjenigen  Puncte  am  weitesten  entfernt ,  welcher  auf 
te  andern  Seite  des  Perpendikels  liegt. 

Wenn  «.  B.  EF  (Fig.  54.)  perpendicnlair  auf  J?(7, 
nod  BEss  EC  ist,  so  iat  ein  beliebiger  Punct  d  au-^ 
fierhalb  EP  von  B  und  C  ungleich  weit  entfernt,  nnd 
«war  ist  AB>AC.  Denn,  wenn  AD  durch  A  auf  BC 
wnlrccht  ist,  so  ist  BD^-DC,  weil  AD  mit  FE  paral- 

Wi«t    Also  ist  nach  (5.62.  IIL)  ^^>*^<?- 

IL    Es  giebt  nur  twei  gleich  lange  schräge  Linier^ 

öw  einem  Punct  nach  einer  graden  Linie , .  die  allemal  auf 

^^^schiedenen  Seiten  des  Perpendikels  liegen» 

Denn   alle  schräge   Linien    auf   der    nemlichen 

S«ite  des  Perpendikels  sind  von  einander  verschieden. 

ni.  Es  Sinei  zwei  verschiedene  Dreiecke  möglich^  aber 
nur  zwei,  in  deren  einem  zwei  Seiten  und  der  der  klei- 
nem gegenüber  liegende  Winkel  so  grofs  sind^  als  in  dem 
^dem. 

\  Wenn  £•  B.  in  dem  an  der  unbestimmte^  Seite  BC 
{tumpf^inkligen  Dreiecke  .^1?(7  (Fig.  52.)  AC  die 
■leinere  der  beiden  bestimmten  Seiten' .^B  und  AC  ist, 
^  Ut  mit  dem  nemlichen ,  der  Seite  gegenüber  liegen- 
J«tt  Winkel  J?,  und  gleich  langen  Seiten,,  ein  zwjeites 
Dreieck  ^4BJB  möglich  j  denn  das  Perpendikel  AD,  weU 

I  ^^  in  diesem  Falle  innerhalb  des  Dreiecks  liegt  ($.  60.), 
^^,  dann  näher  an  die  kürzere  schräg»  Linie  AC 
*  an  die  längere  AB  {§.  §2.  IL) ,   und  folgUch  eine 
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«weite  gleieh  lange  icbrige  Linie  jtEy  die  in  ^ 
eher  Entfernung  irom  Perpendikel  liegt  ($.  69.  III.)  nicht 
swischen  B  und  D;  mithin  entsteht  ein  eweites  Dreieck 
ABEf  welches  die  nemKchen  £wei  Seiten  AB^ssAB^ 
JlEssAC  und,  der  kleinern  gegenüber^  den  nemlichen 
Winkel  ABE  hat»  Aber  anch  nur  ein  solche«  zwdi* 
tes  Dreieck  ist  möglich,  weil  nur  zwei  gleich  lange 
schräge  Linien  jiC  und  j4E  möglich  sind  (IL)* 

Ist  in  dem;  an  der  unbestimmten  Seite  BCy  in  C 
spitzwinkligen  Dreieck  JBC  {Vig.  55.)  AC  die 
kleinere  der  beiden  bestimmten  Seiten  j^B  und  jiCf  so 
verhält  es  sich  eben  so.  Das  Perpendikel  AD,  welches 
in  diesem  Falle  innerhalb  des  Dreiecks  liegt  ($•  60. )» 
fallt  näher  an  die  kürzere  schräge  Linie  Au  als  an 
die  längere  AD  ($.  62.  IL),  und  folglich  eine  zweite 
gleich  lange  schräge  Linie  AE,  die  in  gleicher  Ent- 
fernung vom  Perpendikel  liegt  ($.  59.  ID.),  auf  die  oem« 
liehe  Seite  von  BA.  Mithin  entsteht  ein  zweites  Dreieck 
ABE,  welches  die  nemlichen  zwei  Seiten  AB^=^AB9 
AE^sr^AC  und,  der  kleinern  gegenüber,  den  nemlichen 
Winkel  ABE  hat.  Aber  auch  nur  ein  solches  zwei- 
tes Dreieck  ist  möglich,  weil  nnr  zwei  gleich  lang^ 
schräge  Linien  AC  und  AE  möglich  sind  (IL). 

Mit  den  nemlichen  zwei  Seiten  und  dem  nemlichen, 
der  gröfsern  gegenüber  liegenden  Winkel  ist  kein 
zweites  Dreieck  möglich.  Denn,  wenn  z.  B.  die  beiden 
Seiten  AB  und  AC  (fig.  32:  und  33.)  und  der  der  grö- 
fsern  ^JS  gegenüber  liegende  Wiokel^(7B  bleiben  sol- 
len p  so  fallt  eine  zweite,  den  Seite  AB  gleiche  schräge 
Linie  ^F  aufs  erhalb  des  Dreiecks  und  das  zweite 
Dreieck  mit  den  nemlichen  Seiten  AC^=iACj  und  AF 
SS  AB  hat  nicht  mehr  den  bestimmten  Winkel  Je/(7jS,  son- 
dern den  davon^  verschiedenen  Winkel  ACE. 

IV.  >  Jede  schräge  Linie  ist  länger  als  das  zugehörige 
Perpendikel, 

Denn  eine  schräge  Linie  ist  um  so  kürzer^  je  nä- 
her sie  dem  Perpendikel. liegt  ($.62.  IlL). 

;  V.  Das  Perpejidikelf  dergleichen  es  <ms  einem  Puncte 
nur  eines  giebt  {§.  26.  I.),  ist  die  kürzeste  grade  Idnie 
aus  einem  Funct  nach  einer  graden  Linie,  ^ 

Denn  jede  schräge  Linie  ist  länger  (IV.)* 
Deshalb   nennt   man  die  Länge    des   Perpendikels 
flusi einem  Puncte  nach  einer  Linie,  Entfernung  oder 
Aistand  des  Pancts  von  der  Linie. 
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ErklSmng  von  Goordinaten* 

64. 

Erklärung.  DU  ParalUUn  MB  und  MC  (Flg.  SSJ)  mit 
^den  JLinini  SAQ  und  RAP,  di0  sich  unter,  heliehigem  pyink^l 
schneiden,  von  dem  Punete  M  his  an  diese  Unten  ^  kei/sen  Co  Or- 
dinate n  des  PunetsNl.  Die  eine ParuUele,  z.B.  AB=:CM,  hei/et 
Abcia«e,  die  andere ,  AC ;=r BM^  Ordinate.  Bleiben  die  Linien 
FR  mnd  SQ  fOr  beliebige  Punete,  wie  M,  dieselben,  so  heifien  sis 
Coordinaten -Axen;  die  mit  der  Meisse  parallele  jtxe  SQ 
keifst  Abciisen«Axe,  die  mit  der  Ordinate  parallel^  Aose  PR^ 
Ordinaten-Axe.  Der  Durchschnitts^  Punct  dar  Jxen  A  hei/st 
Anfang 9<- PoDCt  der  Coordinaten.  Ist  der  PVinkel  VXQ^ 
unter  welchem  eich  die  Axen  scjhneiden,  ein  rechter,  so  heifsen^ 
die  Coordinaten  rechtwinklig,  jtbcissen  und  Ordinaten  sind 
idsdaftn  die  Abttande  oder  Entfernungen  der  Punete,  welehen  sia  an* 
gekoren,  von  den  senkrechten  Axen. 

Eine  grade  Linie  ,  wie  AM,  von  einem  beliebigen  Punete  M  nach 
desn  Anfangs '  Punete  der  Coordinaten^  heifst  Ordinate  ans  ei- 
nem Pnncte  vonM;  auch  Radius- vector.  DerPVinkel  MAB 
keifst  Ordinaten-Winkel. 

65. 

Lehrsatz»  Die  Lage  beliebiger  Punete,  a.  B.  der  Eckern 
einer  Figur,  also  die  Figur  selbst,  ist  volUtandig  gegeben,  wenn 
esttwed^ für  einen  gegebenen  Axen  -  Winkel ,  Massen  und  Ordi» 
uatenL  odem  Ordinaten  aus  einem  Punete,  nebst  dem  Ordinaten» 
Wmkel  fär  jede  Ecke  gegeben  sind,  und  es  sind  mit  den  nemlichen 
Coordinaten  der  Ecken  nicht  verschiedene  Figuren  möglieh* 

Bewais,  Mit  den  nemlichen  ivei  Seiten  AB  nnd  BM  (Ftg^ 
S5. )  und  dem  nemlichen  eingeschloMenen  Axen  -  Winkel  PASi 
z=iMBA,  oder  mit  den  nemlichen  beiden  Winkeln  MAB  nnd  MBA 
and  der  Seite  AM^  ist  nnr  ein  einziges  Dreieck  ABM  möglich  ((.  56« 
s,a.4.),  fo)gliüi  ist  dorch  diese  Seiten  nnii  Winkel  d«r  Poncf-Tl^' 
iest  htttimmt«  Eben  so  der  Pnnct  N  durch  AD,  DN  und  den 
Winkel  ADN  oder  durch  AN,  nnd  die  beiden  Winkel  ADN  und 
ÜADf  also  auch  die  Linie  MN,  weil  nur  eine  grade  Linie  swischen 
sweiPunctcn  möglich  ist;  und  so  j«de  Seite  einer  btlithigen  Figur, 

V^m  der  Cfeotricität  der  Dreiecke» 
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Lehrsatz»  In  Jedem  Dreiecke  giekt  en  einen  Pmnai,' 
der  von  den  drei  Eeken  gleich  weit  entfernt  ist^  aber  nur 
einen.  Dqfs  heifat:  Jedes  Dreieck  ist  centrisch  nuah 
den  Ecken  oder  hgt  einen.  Eck- Mittel -Punct  {$,  So.  L), 
eiber  nur  einen^  odef  auch:  beliebige  drei  Punete  in  der 
Ebene  sind  centrisoh,  haben  aber  nur  einen  Mittel^ 
tmnct. 

Beweis.  Wenn  £D  und  GP  (Fi^p.  56.)  Perpend»' 
jktl  auf  die  Seiten  BC  nnd  AC  des  Dnos^iH^  ABu  sind^ 


r* 
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welche  diese  Seitett  halbiren,  so  ist  jeder  Punct  des 
Perpendikels  ED  gleich  weit:  von  B  und  C,,  und  jeder 
Panct  des  Perpendikels  GF  gleich  weit  von  A  and ,  C 
entfernt  (§.  69.  YII.)  Die  Perpendikel  machen  aber  mit 
den  beiden  5  nicht  in  grader  Linie  liegenden  Linien  JBC 
und  jiCf  gleiche  Winkel,  also  begegnen  sie  sich  nöth- 
wendig  irgendwo  ($.  28.)  9  etwa  in  M,  Daher  ist  der 
Punct  M,  weil. er  in  beiden  Perpendikeln  zu- 
gleich liegt,  sowohl  von  B  und  C  als  von  CxxnAAf 
folglich  von  B  und  C  und  j4  Engleicb,  gleich  weit  ent» 
.fernt*.  Es  giebt  also  nothwendig  einen  Punct  M,  der 
von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  gleich  weit  entfernt 
ist.  Aber  auch  nur  einen.  Denn  ein  eweiter  solcher 
Punct  könnte  immer  nur  in  den  Perpendikeln  ED  und 
OFliegen,  weil  allePuncte  aufserhalb  eines  Perpendi- 
kels von  zwei  Puncten,  die  gleich  weit  von  seinem  Fafse 
abstehen,  ungleicli- weit  entfernt  sind  ($.63.  I.).  £r 
könnte  also  nur  in  dem  Durchschnitte  der  Perpendikel 
ED  und  6F  liegen,  und  es  giebt  nur  einen  Durchschnitt 
($.  12.  IL)- 

67.  ^ 

Zusatz.  Aus  {&&,)  folgt,  da/s  sich  die  Perpendikel 
-DE,  FG  ynd  HI  (Fig.  56.)  auf  die  drei  Seiteft  eines  Drei^ 
eckSy  wenn  sie  die  Seiten  hcdbiren^  alle  drei  in  einem  und 
demselben  Puncto  und  zwar  in  dem  Puncte  schneiden.,  der 
gleich  weit  von  den  drei  Ecken  des  Dreiecks  er(tfernt  ist^ 
so  dafs  also  AMs=zBM=  CM  ist. 

68. 

Lehrsatz^  L  Jeder  Winkel  eines  Dreiecks ,  einet 
beliebigen  Seite  gegenüber  ^  ist  halb  so  ^grofs  als  der  TF'in-' 
kel,  der  nemlichen  Seite  gegenüber^  am  Eck -^  Mittel -Puncte 
des  J^reiecks  '  ^ 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  37.  I.  IL  IIL)  AM=SMzsCM 
ist,jBO  ist  AMCssqB^ 

Beweis.  "Es  sind  drei  Fälle  möglich.  Entweder 
kann  der  Mittel- Punct  in  eine  Seite  des  Dreiecks 
fallen,  wie  (Fig.  37.  L)  oder  innerhalb  des  Dreiecks, 
wie  (Fig.  37.  IL)  oder  aufse^r halb  des  Dreiecks,  wie 
(Fig.  57.  IIL). 

In  allen  drei  Fällen  sind  die  Dreiecke  AAfB,  AMC 
und  BMC  gleichschenklig;  denn  die  Seiten  AM,  BM 
^ad  CM  sind»,  als  Halbmesser,  nach  der  yoraussetxaDff 

"glejcK* 
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||«icb«.   Alsa-ftind  ftHch  die  den  gleidien  Sobenlteln  ^e«  ' 
fenüber  Hegenden  Winkel  gleich,  nexhlich  B^M=::ABMx 

Nun  ist  in  Figur  L  AMQ  der  äufaere  Winkel 
dei  Dreiecks  ^BM,.\felch«;r  gleich  ABM^BAM  itU 
($.J3.  vi.). /AU9  ist  AMC^^  2 JB.  In  Figur  II.  HL 
find^  vrenn  B3ID  eioe  grade  Linie  ist,  AMQ  und  CMH 
die  äoTsern  Winkel  der  Dreiecke  A3IB  und  CMB,  v^ett 
che  gleich  MBA  +  MAB  nnd  MBC^MCB  sind;*  also 
ist  ASID  ^ißABM  und  CMD=i  2  CBM^.  folglich  ist  i^ 
B{.  ^,  A3IC,  oder  CMD  +  AMD  =  c  CBM  +  2ABlk( 
Kod  in  Fig.  III.  AMCy  oder  CMD  —  ^itf/)  =5:  2  CBM  ' 
-24BM,  und  folglich  ia  beiden  AMCcx:  2 Ä  , 

Id  allen  drei  Fälleo  ist  also  der  dnv  Dreiecks  -  Seiti  ^ 
dC  gegenüberliegende  Winkel  .B  hsilk  so  grofs^  ^If  der  " 
der  nemlichen   Seite  gegenüber  liegende  Winkel  AMC 
«m  Eck  -  MitteN  Puncto  M.  -  Und  eben,  so  /verhält  es 
eich  ii|r  jeda  andere  Seit^.  ^    1 

IL  fFenn  -ein  gleichsohenkliges,  Dreieck  die'Seiie  twi^ 
ichen  den  ^leiohen  Schenkeln  mit  einem  beliebigen  änderet 
Dreieck  gemein  hat ,  und  der  Winkel  des  gleichschenkligen 
DreieckSy  der  gemeinsckaftliöhen  Seite  gegenüber,  ist  doppelt 
10  p-ofsy  als  der  Winkel  dts  andern  Dreiecks  der  nemlichen 
Seite  gegenüber  j  so  ist  der  Scheitel  des  Winkels  im  gleich^' 
ichenkligen  Dreieck^  der  Mittel -^Punct  der  Ecken  des  an^ 
dem  Dreiecks»         ,        ■  ^^  '  ^ 

Z.  B/wcnn  in  (Fig.  57.  ML  IIF.)  BMsszCM  und 

BMC  =  2jBAC  ist,  so  ist  AM^BM:=z£M. 

Beweis.  Man  setse  BMC  sey  gleich  2BA^Cy  und 
wenn  es  angeht  A^M,  nicht  gleich  BM:=z  CMy  sondern 
S.B.  gro  fs  er  als  £M=  CM.  Alsdann  sey  A^AM  eine 
^ade  Linie  und  AM=iBM=^CM,  so  ist  f&n  folge  (h) 
BMC:=zqBAC.  ^ 

Nun  ist  Aj^M  nach  der  Voranssetzung  eine  längere 
echräslB  Linie  als  AM  ans  M  nach  der  grad^n  Linie 
djAB.  Also  fällte  zwischen  B  und  A^  Und  (olg^ 
iäkAC  zwischen  AiC  und  BC.  Dieserhalb  a1)er  ist 
^it  Winkel  £J^C,  als  äufserer  Winkel  des  Dreiecks 
^^xC,  ^rofser  als  der  Winkel  BAjC,  und  folgUch 
lann  BMC  nicht  gleich  2BA^C  seyü;  denn  es  war 
^C  gleich  2BACi  Also  kann  AxM  nicht  grÖfser 
H3f^,  als  BM  =  GM,  wenn  BMC  =  ß  BA^  C  sey n  soll. 

Eben  so  wird  1>ewiesen,  dafs  A^^M  nicht  kleiner 
^  BM=  CM  seyn  kann»  Tfenn  BMC^2BA^x €  seyn 

Crelle'a  Geometrie.    *  4 
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soll.    Daher  iit>  fOr  IbMC^SlBAC,  BOtbwendir  JfÜf 

69. 

Lehrsatze.  I.  Der  Eck-Sfittet-Punet  eines  rechte 
Utinkligen Dreiecks  Hegt  in  der  Mitte  seiner  Hypo^ 
thenuse;  und  umgekehrt:  ein  Dreieck,' dessen  Eck -Mittel* 
Punot  in  derMitte  einer  seiner  Seiten  liegt  y  ist  rethtwinklig: 

Beweis.  Wenn  einer  Seite»  z*  B.  SC  deft  Dreieck* 
SAG  {Vig.  5j.  I.)  gegenüber  ^  der  Winkel  ein  rechter 
ist,  10  ist,  der  nemlicben  Seite  ge^eattber,  der  Winkel 
BMC  am  Eck- Mittel- Pancte  M  des  Dreiecks  gleich 
swei  rechten  ($.  68.  I.)^  folgligh  liegt  M  in  derHypo^ 
thenase  B(7>  und  zwar,  weil  die  Halbmesser  BJU  und 
CM  gleich  sind,  in  der  Mitte  der  Hypothennl^e $  weU 
ches  das  Erste  war. 

Wenn  der  Eck -Mittel -Panct  eineis  Dreiecks  in  äet 
Mitte  einer  Seite  liegt,  so  ist  der  Winkel  am  Mittel- 
Panct  fttr  diese  Seite  zwei  rechte,  also  der  Orflecks- 
Wiohel,  der  nemlicben  Seite  gegenüber,  ein  rochier 
($•68.  I.);  welches  das  Zweite  wan 

IL  Der  Eck' Mittel -Punct  eines  spitzwinkligen 
Dreiecks  liegt  im  Innern  des  Dreiecks;  und  umgekehrt:  ein, 
Dreieck^  dessen  Eck- Mittel-- Punct  im  Innern  liegt,  ist 
spitzwinklig. 

Beweis.  Sind  alle  Winkel  des  Dreiecks  kleiner 
als  rechte,  so  sind  die  Winkel  sim  Eck -Mittel: -Panct, 
den  Seiten  gegenüber,  I^einer  als  zwei  rechte  ($.68. 1.), 
das  heifst:  in  (Fig.  57.  IL),  sind  die  Winkel  AMB,  BMC 
und  GMA  sämmtlich  kleiner  als  zwei  rechte»  Folglich 
liegt M  im  Innern  des  Dreiecks;  welches  das  Erste  WV» 

Liegt  der  Eck- Mitteipunct  eines  Dreiecks  im  In- 
nern, so  sind  alle  Winkel  an  demselben,  den  Seiten  |^ 
{enüber,  nemlich  die  Winkel  AMB ,  BMC  und  CMA 
lein  er  als  zwei  rechte,  folglich  die  Winkel  des  Dreiecke 
CyAy  Bf  deii  nemlicheiS  Seiten  gegenüber»  kleiner  at% 
rechte,  oder  sämmtlichspitz;  welches  das  Zweite  war. 

in.  D/er  Edk-Mittel'Punct  eines  stu mpfw inkligen 
Dreiecks  liegt  au/serhalb  des  Dreiecks;  und  umgekehrt z 
-ein  Dreieck^  dessen  Eck -Mittel- Punet  au/ser  halb  Uegt^ 
hat  nothwendig  einen  stumpfen  WinkeL 

Beweis.  Ist  ein  Winkel  des  Dreiecks,  z.B.  ACB^ 
der  Seite  AB  gegenüber  (Fig.  37.  IIL)»  stumpf  od«r 
^röfser  als  ein  rechter,  so  ist  der  Winkel  AMB  ana 
MiiteUPonct^  der  nemHchen  Seite  gegonüboi^^  gröCier 


?o-  7»' 
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dl  8wel  rechte  ($.  66-  !•)»  folsKoh  liej^  «ladano  der  Ed^^ 
Miflel-Pnnet  de«  Dreiecks  aufs  erhalb  desselben  | 
irdches'das  Srste  war. 

Lieft  der  Eck-Üdattel-PaDct  eines  Dreiecks  auTser« 
halb  desselben,'  so  ist  der  Winkel  an  ihm,  ein^r  Seite 
{«genüber^  grtffser  als  swei  rechte,  also  der  Winkel  de» 
Dreiecks^  der  nemlichen  Seite  f^eg^enttber,  gröfser  als  ein 
rechtsTji  oder  stumpf  {§.  68. 1.)  ^  welches  das  Zweite  war« 

Ä  70. 

Lehrsätze.  I.  jtlU  Dreiecke^  deren  eine  Seite  und 
itr  gegenüber  liegende  Winkel  in  dem.  einen  so  grofs  sind 
dsindem  andern^  haben  die  nemlichen  Mittel -- Funde»  und 
gleiche  Halbmesser  der  Eeken.  \ 

,  Beweis.  Es  sey  z.  B.  in  den  Dreiecken  ABC  und 
DBF  (Fig.  58 A  JBCssSF,  und  der  Winkelt  gleich  dem 
Winkel  D.  M  sey  der  Eck  -  MitUl^  Pnnct  des  Dreieck« 
JBC^  so  ist  der  Winkel  BMC  doppelt  so  grofs»  als  der 
Winkel  BAC  ($•  68. 1).  Ntiii  lege  man  EP  in  JBC;  D  falle 
in 6;  so  ist  nach  derVoranssetcung  der  Winkel  jBG(7  oder 
£DF=  BJC:  Der  Eck  -  Mittel  -  Panct  des  Dreiecks  BGC 
bnn  aber  nur  in  dem  Perpendikel  MQ  anf  BC  darch  die 
Kllte  ^on  BC  liegen,  eben  Wie  der  Eck.Mittel*  Pnnct 
Jei  Dreiecks  j4SC,  und  äer  Winkel  BMC  kann  nar 
Itkich  9  BGC  SS  9  Bj4C  Bejn  ^  also  kann  derEck-MitteU 
Ponct  nur  in  M  fallen,  deni|  jeder  Winkel  an  einem 
Indern  Panct  des  Perpendikels,  wie  BPC^  ist  gröfser 
•<ler  kleiner  als  BMC,  also  haben  die  Dreiecke  GBC  oder 
DBF  und  ^BC  gleiche  Halbmesser  nnd  ihre  Mittel« 
hncte  fallen  in  einander,  wenn  man  die  gleichen  Sei- 
te  in  einander  legt« 

IL  In  allen  Dreiecken,  welche  eine  Seite  gemein  und 
ifcfeÄe  Mittel^ Puncte  der  Ecken  haben  ^  ist  der  der  ge* 
^ffMiofilichen  Seite  gegenüber  Hegende  Winkel  gleich  grofs* 

Beweis.    Denn  derselbe  iit  die    Hälfte  einee  nnd 
i  iatieUien  Winkels  am  Mittel- Pnnct. 

I  ^         71. 

I  Lehrsatz.  Die  Perpendiktl  aus  dsu  ft^inkäl - SpliMen  eU 
>  iif  DM9tki  auf  ilk  pgenüb^r  lugenden  Seiien  sehneide»  sieh  in 
I  ''"'v^  und  denselben  Pjmete, 

.   Z.  B.  in  dem  Dreieck  JBC  (Fic«  So.  1.  taxA  II.)  fclmeidea  sich 

"•Perpendflicl  JP,  BQ,  CR  sn*'^,  B  und  C  Süf  die  Seiten  ÄC, 

jfiM  AB  in  einem  tiod  demselben  Punct  M* 

■  Bete  et  1.  Es  sey  DtV  efnDraecK,  Seesen  Seiten  mit  AenSei* 
in  Ifeeiesksiu<B{?  ntrsUei  sind«  nnd  dorch  dwiTVin- 


^  ^  rgcbcnen  lhüitAs\JJiQ  parsUei 
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M4Q^^9'^iBAC^iDJC:s:2iig^i(BjiC^DJCJ.  Aber  BM 
J^DAC  ist  =siPl  aUo  iat Mi^C>=af  «^f.  9f=i^.  Ebtn  so  wM 
bewieacn«  daft  7lzBN=f  und  MCPrszg  ist.  / 

m.  Jus  (ld')folet  an^h  noch,  daß  der  DurehsehniuS'^P^nctU 
<Pig.4s«)  dsr  Perpendiksl  PA,  QB/NC  aui  den  Scheiteln  eines  helielU 
men  Dreiecks  PQPf  <^^f  die  gegenüber  liegenden  Seiten,  zumleiek,  <2ff 
ß^itPelpunet  der  Seiten  eines  Dreiecks  ABC  ist  ^  dessen  ichen  die 
funete  X,  B,  C  sind,  in  welchen  die  Perpendikel  PA»  QB»  MC  die 
gegeimber  liegenden  Seiten  des  Dreietks  PQN  schneiden^ 


-      9.     Von   d«r   Gleiehh^it    d«r   Vierecke    und 
f^ieleok^j  und  dem^   waa  davon  abbäogt« 

a)   T^on  den  Vierecken. 
Gleichheit  der  Vierecke. 

76. 

Lehrsatz.  L  Zwei  Vierecke  $ind  einander  ghidk 
'  wenn  alle  vier  Seiten  und  ein  Winkel  ifi  dem  einen  so  grqfi 
.  sindy^  al3  in  dem  andern. 

Beweis.  In  (Fi^.  43.)  sind  ih  dem  Dreieclc  ABCÖ» 
beiden  Seiten  AB  i^nd  AC  und  der  eingcischlesseae  Win* 
ke!  A  BO  grofs,  als  in  dem  Dreieck  EEG  die  bexdea 
Seiten  EF  und  EG  und  der  eiogeychlosaene  Winkel  E; 
folglieh  sind  die  Dreiecke  gleich  {§.  4o.)^  und  folglich 
ist  CB=:FG.  Nan  sind  in  dem  Dreieck  BCD  alle  drei 
*  Seiten  so  grofs^  als  in  dem  Dreieck  FGH\  also  sind  andi 
diese  Dreiecke  einander  gleich  ($.  62«)9  nnd  folglich  sind 
die  WÄDkel  DBC,  HFG  und  DGB,  HGF  gleich.  XÄt 
man  daher  A  in  E  und  AB  in  EF,  so  fällt  AC  in  E&f 
BC  in  FG,  BD  in  FH,  CD  in  GH  und  D  in  Ä  »olf- 
lich  fallen  alle  Grenzen  der  bei4en  Vierecke  in  efDan* 
der,  und  folglich  sind  die  Vierecke  gleich« 

II.  Zwei  Vierecke  sind  einander  gleich,  wenn  drei 
Seiten  und  di^  beiden  von  denselben  eingeschlossenen  Wir^" 
kel  in  dem  einen  so  grqfs  sind,  als  in  dem  andern. 

Beweis.  Wie  im  vorigen  SaUe  sind  die  Dreiecke 
ABC  und  EFG  (Fig.  44.)  gleich.  Also  ist  BCssFGnnd 
der  Winkel  ABC  gleich  dem  Winkel  EFG.  Da  »M 
ABB  SS  EFH  seyn  soll,  so  ist  anch  CBD  s=  GPB. 
Folglich  aind  in  dem  Dreieck  CBD  die  beiden  Seiten 
CB  und  BD  und  der  eingeschlossene  Winkel  CBB  J^ 
grofs,   als  in  dem  Dreiecke  GEH  die  beiden  Seiten  C^ 
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nS  ¥BL  und  der  ^ibpeschlosMoe  WiaM  OFKT;  f<»l^^ 
iich  sind  ancb  diese  Dreiecke  gleich«  Legt'  man  also 
AinB  nnd  ^£  in  MVy  so  fSllt  ^C  in  EG,  BC  in  FG, 
BD  io  FH,  D  in  H  nod  folglich  CD  in  GH.  Mithin 
allen  alle  Grensen  der  beiden  Vierecke  in  einander, 
und  folglich  sind  fl&e  gleich. 

III.  Zivei  Vierecke  sind  einander  gleich  ^  wenii^  -On^ 
(Flg.  45.),  drei  Seiten,  ein  eingeschlossener  und  ^in  auf  die^ 
m  folgender  anliegender  fFinkei  in  deni  einen  so  grofs  sind^ 
ab  in  dem  andern  y  und  wenn  zugleich  die  Diagonal  durch 
den  anliegenden  Wirikel  kleiner  i$i^  als  die  Seite  -  zwischen 
ien  beiden  unbestimmten  Winkeln.  Ist  die  Diagonal  gro-^  • 
/ler,  so  können  zwei  verschiedene  Vierecke  die  nemlichen  , 
Seiten  und  fFinkei  haben,   aber^  nur  zwei. 

Beweis,  Wie  in  den  Yorigen  SäUen  sind  die  Drei- 
ecke ABC  and  EFG  gleich;  also  ist  BC=zFG  und  der 
Winkel  ABC  gleich  dem  Winkel  EFG.  Da  nnn  ABB 
=zEPH  seyn  soll)  so  ist  auch  CBD  =  GFH.  Also  sind 
^ifl  dem  Dreieck  CBD  die  beiden  Seiten  CB  ond  CD  und 
ler  eine  anliegende  Winkel  CBD  so  gröfs,  als  in'  dtint 
Dreieck  GFH  die  beiden  Seiten ,  GP,  GH  nnd  der  aolie-* 
{endo  Winkel  GFH,  folglich  sind  die  Dreiecke  "n  n  t  e  r 
der  Bedi n  g'nn  g  gleich»  dafs  die  dem  gleichen  Winl^el 
p^nüber  liegende  Seile  CD  die  gr öfere,  also  CD>  CB 
ist  ($.  63.).  JLegt  man  also  ^  in  £  nnd  AB  in  £F,  fo 
ßllt  AC  in  EG,  BC  in  FG,  BD  in  FH  nnd  CD  in  GH. 
Mithin  fallen  alle  Grenzen  ^er  beiden  Vierecke  iq  ein« 
loder  und  sie  sind  gleich.  Ist  dagegen  CD^CB^  so 
und  mit  den  nemlichen  Seiten  BC  nnd  DG  nnd  dem  oem-» 
Heben  Winkel  CBD^  swei  verschiedene  Dreiecke  mög-» 
Scb,  nemlich  CBD  nnd  CBK,  wenn  CKss  CD  ist  ($.  63. 
OI*)i  Aber  auch  nnr  ewei;  also  anch  zwei  verschie- 
<ieiie Vierecke  ABCD  und  ABCK,  aber  nnr  zwei  mit 
äc&  nemlichen  gegebenen  Stücken  .i^£r=^£,  ACsssAC, 
CO=Cä,  CAB:=^CAB  nnd  ABD^ABK. 

IV.  Zwei  Vierecke  sind  einander  gleich  ^  wenn  drei 
&d«i  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  in  dem  einen  so 
^/«  sind  als  in  dem  andern» 

Beweis,  Es  sey  in  dem  einen  Viereck  (Fig*  46.  L 
Olli.)  AP  nnd  BQ  auf  CD  nnd  in  dem  andern  £X  nnd 
^aof  GH  senkrecht,  so  sind  die  rechtwinkligen  Drci- 
^^ACP  nnd  EGX,  nnd  BDQ  nndFHY  einander  gleich, 
*^1  £wei  Winkel  und  eine  Seile  in  dem  einen  go  grofs, 
»öd,  als  in  dem  andern  (§.  4i.  42.).  Also  ist  APc=:EX 
«öd  B()=rFr.    Nnn  sind -£P  und  BQ,  so  wie  JBX  nnd 
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FY,  weil  0ie  mli  CD  and  GH  f;\^i che  Winkel  machen^ 
paräliel.  Es  sey  AR  mit  PQ  und  £Z  mit  XY  par- 
allel, so  ist  APszRQ  und  £X=Zy  (5.43.),  oitd  fol^- 
lieh,  weil  APssEX  w«r,  RO  =  ZY,  folglich  aach,  weü 
JB0=: FY  war,  BRs^FZ.  Desgltjichen  sind  die  Witt- 
kel  ARB,  PQB  und  EZF,  XYF  gleich,  und  folglich 
rechte*  Also  sind  in  detn  rechtwinkligen  Dreieck  ARB 
swei  Seiten  AB  und  RB  so  grofs ,  als  in  dem  recht- 
winkligen DFeieck  ^EZF  die  beiden  Seiten  BZ  und  ZP; 
folglich  sind,  diese  Dreiecke  gleich.  Mitbin  ist  dei*  Win- 
kel JB^H  dem  Winkel  F£Z,  and  folglich  auch  derWin- 

•  kel£^C  dem  Winkel  F£6  und  der  vierte  WinkeM£D 
des  Vierecks  dem  Winkel  EPH  gleich.  Folgtick  sind 
nach  (IL)  die  Vierecke  gleich.       ' 

V-  Zwei  Vierecke  sind  gleich^  wenn  drei  Seiten^  ein 
anliegender  und  der  diesem  gegenüberliegende^  eingeschlos- 
sene Winkel  in  dem  einen  so  gröjs  sind  als  in  dem  andern^ 
und  ivenn  zugleich  die  Diagonal  durch  die  beiden  übri^tn 
Winkel  gräjser  ist  nls  die  Seite  an  dem  anliegenden  Winkel* 
Ist  die  Diagonal  kleiner,  so  können  zwei  verschiedene  Vierecke 

'  die  nemlichen  Seiten  und  Winkel  kaben^  aber  nur  zwei. 
Beweis.  Es  sey  *•  B.  in  (lijr.  4ö.j  AB^EF,  fJ 
6=  G£,  DC=  HG  uiid  CAB  =  GJßF,  CDB  ?=  GHF,  so 
Bind,  wie  in  (I.  IL  und  IIL),  ^ie  Dreiecke  ^fiC  uud  EFG 
gleich«  Also  ist  BC:^FG.  Folglich  sind  in  dem  Drei- 
eck CBD  die  beiden  Seiten  CB  und  CD  und  der  eiire 
anliegende  Winkel  CDB  so  grofs  als  in  dem  Dreieck 
GFH  die  beiden  Seiten  GF  und  GH  und  der  anliegende 
Winkel  GHF;  folglich  sind  die  Dreiecke  unter  der  Be- 
dingung gleich,  dafs  die  dem  gleichen  Winkel  gegen* 
iiberliegende  Seite  CB  die  gröfsere,  also  CBy^CD  ist 
($.  63.>  liegt  man  also  ^  tnF  und  AB  in  EF,  so  fällt 
AC  in  EG,  BC  in  FG,  BD  in  FH  und  CD  in*  GH.  Mit- 
hin  fallen  alle  Grenzen  der  beiden  Vierecke  in  einan- . 
der  und  sie  sind  gleich.  Ist  dagegen  CB<CCD,'«o  sind 
mit  den  nemlichen  Seiten  BC  und  DC  und  dexa  nemli- 
chen Winkel  CDB  zwei  verschiedene  t)reiecke  möglich» 
nemlich  CBD  und  CKD,  wenn  CBsC£  ist  ($.63.IIL)» 
aber  auch  nur  zwei,  also  auch  zwei  verschiedene  Vier- 
ecke ABCD  und PKE(Cy  aber  öur  »wei  mit  den  nem- 
lichen gegebenen  Stücken  AB=PK^ACszPC,  CD=CD, 
CAB  =  CPK  und  CDB=  CDK. 

VL    Zwei.  Vierecke   sind  eiander  gleich  ^  wenn  xw^ 
zusammenstoßende  Seiten  und  alle  vier  Winkel  in  dem  ^ 

^  Tten  so  grofs  sindy  als  in.  dem  andern. 


76»  Gleichheit  der  Vierecke.   .  67 

Beweis.  lo  d«m  Dreieck  jiBC  (Fif.  47.^0100  die 
heideo  Seiten- JtB  nnd  ^C  und^der  ^ioj^escbloMene  Wia-» 
kel  GAB  80  scofs,  als  ia  dem  Dreieck  EFG  die  beiden 
Seiten  EF  nnd  £(?  und  der  eiDge^cblussene  WiokeL  GEF; 
il&o  sind  diese  Dreiecke  gleich  ($*4o.),  und  folglich  ist 
BC:=iFG.  Desgleichen  sind  die  Winkel  ^£C,  £F6  nnd 
ACB,  EGF,  folglich  auch  die  Winkel  CBD,  GFH  und 
BCD,  FGH  gleich.  Alsa  sind  in  dem  Dreieck  BCD  die 
Seite  BC  nnd  die  beiden  daran  liegenden  Winkel  CBD 
und  BCIhBO  grofs ,  als  in  dem  Dreieck  FGH  die  Seite  Fß 
aod  die  beiden  daran  liegenden  Winkel  GFIt  und  FGH; 
folglich  sind  auch  diede  beiden  Dreiecke  gleich  ($.  4i.)»  - 

Legt  man  daher  A  in  £  und  Ah  in  £F,  so  fallt  J3 
in  P,  AC  in  EG,  C  in  G,  -BC  in  FG,  BD  in  FH,  CD  in 
GH  nnd  D  in  ff.  AUo  fallen  alle  Gremien  der  beiden 
Vier^ke  in  einander  ^und  die  Vierecke  sind  gleich« 

VIL  Zwei  yierecke  sind  gleich^  wenn  zwei  gegenüber 
}ie^ende  Seiten  und  alle  vier  Winket  in  dem  einen  so  grofs^ 
imd^  als  in  -dem  andern^  die  beiden  iibrigen  Seiten  aber 
nicht  parallel  sind^  Sind  die  nicht  gegebenen  Seiten  parallel^ 
«0  md  mit  den  nemlichen  gegebenen  Seiten  und  IFtnkeln 
unzählig e^  verschiedene  Vierecke  rnogÜch, 

Beweis.  Es  sey  in  (Fig.  4a.  I.  IL  IIL^  AB  nicht 
nit  CD  parallel,  so  wird  erst,>wie  in  (IV.) 9  bewiesen, 
Alfs  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ACP^  EGX  nnd  BDQ, 
fflT  einander  gleich)  desgleichen,  dafs^  wenn  AR  mit 
PQ  nad  EZ  ,mit  XY  parallel  ist,  BR:=iFZ  ist.  Nun 
iind,  wegen  der  Gleichheit  der  Dreiecke  BDQ  und  PHY^ 
Üe  Winkel  QBD  und  YFH,  also  weil  J3r=:F  seyn  soll, 
auch  die  Winkel^Bil  und  £FZ  gleich.  Also  sind  in  dem 
rechtwinkligen  Dreieck  ABR  die  Winkel  und  die  eine 
Seite  BR  so  grofs,  als  in  dem  Dreieck  EPZ  die  Winkel 
md  die  Seite  FZ;  also  sind  die  Dreiecke  gleich  ($.  4i.42.)^ 
Qod  folglich  ist  ABzsiEF.  Also  sind  nunmehr  in  dem 
Viereck ^^CD  die  drei  Seiten  CA,  AB,  BD  und  die  beiden 
eiB{r«s(;hlossenen  Winkel  so  ^tqZs,  als  in  dem  Viereck 
SFGHdie  drei  Seiten  GE,  EF,  PH  mit  den  eins^eschlossenea 
Winkeln.   Also  sind  nach  (IL)  die  beiden  Vierecke  gleich. 

Der  Beweis  findet  nicht  Statt,  wenn  AB  mit  VD 
parallel  ist;  denn  alsdann  ist  AP^siRQ,  also  SRs=zo. 
^as  rechtwinklige  Dreieck  ^^i?  findet  also  alsdann  nieht 
^atty  sondern  ist  eine  blofse  Linie  ARf  aus  welcher 
*ich  von  der  Länge  der  Seiten  AB  und  £F  nicht  ur- 
Uteilen  /läfst.  Die  Länge  der  Seiten  AB  und  CD  ist 
^0  alsdann  willkührlich ,   und  es   sind  mit  den  nem- 
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licheo  Seiten  ^nd  Winkeln  nnsählige  versctiedene  Vier- 
ecke möglich« 

77.  , 

Anmerikung.  Zusananengenommen  also  sind  zum 
Vierecke  gleich^  tvenn  folgende  Stucke  in  dem  eifien  so  gro/s 
sindy  als  in  dem  andern: 

1)  alle  vier  Seiten  und  ein  Winkel  ($.  76.  I.), 

2)  drei  ,Seiten  und  die    beiden  eingeschlossenen    Winkd 

{$.  76.  II.), 

3}   drei  Seiten,  ein  eingeschlossener  und  ein  auf  diesen  foU 

gender  anliegender  Winkel ;  bedingungsweise  {$.  76.  III.), 

4)    drei  Seiten,  und  die  beiden  anliegenden  Winkel  (J.  yö» 

IV.), 
ö)   drei  Seiten,   ein   anliegender  und   der   diesem  gegen- 
überliegende, eingeschlossene  Winkel  (§•  76.  V*), 

6)  zivei  zusammenstojsende  Seiten  und  alle  Winkel  {§.  76. 
VI.) 

7)  zivei  gegenüberliegende  Seiten  und  alle  Winkel;  bedin^ 
gungs weise  {§.  76.  VII.), 

Mehr  Fälle  mit  wenigstens  swei  Seiten  sind, 
Vfie  leicht  zu  sehen  y  nicht  möglich. 

Wenn  aber  blofs  eine  Seite  nebst  allen  Winbeln 
in  einem  Viereck  so  grofs  ist^  als  in  einem  andern,  so 
sind  die  Vierecke  nicht  noth wendig  gleich,  jondern  es 
sind  nnsählige  Vierecke  mit  der  nemlichen  einen  Seite 
und  den  nemlichen  yier  Winkeln  möglich.  Wenn  s.  B. 
EFy  GH  etc.  (Fig.  49.)  beliebige  Parallelen  mit  BD  sind, 
80  haben  alle  die  verschiedenen  Vierecke  ABCD,  ji£CP 
AGCH  etc.  die  nemliche  eine  Seite  AG  und  die  nem* 
liehen  vier  Winkel^  und  dergleichen  Vierecke  sind  so 
viele  als  Parallelen  mit  £D,  also  unzählige  möglich. 

Es  sind  also  überhaupt  \nicht  mehr  als  die  obigen 
sieben  Fälle  gleicher  Vierecke  möglich^  und  die  gleichen 
Stücke  sind  die  bes  tini,men  den  Stücke  für.  das 
Viereck. .  Sie  sind  diejenigen  Stücke,  die  nicht  von 
Einander  abhängen,  sondern  willkührlich  sind: 
wohl  aber  .Rängen  von  ihnen  die  übrigen 
Stücke   ab. 

£s  ist  za  bemerken,  dafs  alle  sieben  Sätze  anch  gel- 
ten, wenn  die  Vierecke  einspringende  und  über- 
springende Winkel  haben:  blofs  in  dem  vierten 
Falle  giebt  es  noch  ein  Viereck  mit  übersprin^uden 
Winkeln,  welches,  mit  den  nemlichen  fiestimäiungs 
Stücken,  einem  Vierecke  mitnicht  überspringenden  Win- 


'ß—eo.         GMchb^it  d£r  ViertiJte.  ^    -  ,      f^ 

bin  gltich  M(jn  kMB»  und  umf^dc^rU  Wir  UnnFgvkfBi 
loer,  nm  idon  Hämo  ra  »chonen^  die  Auidtflmulig  dm 
SiUe  aaf  andere  all  ^cooTexe 'Vierecke. 

Erklärung.  Wenn  zwei  gegeniOer  Kegende  Seifen  et^ 
ne$  Vtereeks  parallel  sind;  so  heifsi  das  Vt€reeh  Trapev} 
sind  auch  die  andern  beiden  gegetaäuffUegenden  Seiten*  jhb^ 
üMelj  Parallelogramm  ocfer  Bliombna;  sind^di^ 
zksammensto/senden  Seiten  eines  Parklielogreamms  gßüäiy 
Rbemboid  oder  Raate^  sind  die  vier  Winkd  eiMs 
taraUelogramms  gleiph^  also  reckte,  {tueü  die  Summe  der 
vier  innem  Winkel  eines  Vierecks  gleich  (4^*~2).9^s=4^ 
uf($*37.))  Rechteck,  und  sind  die  zusammensto/senden 
Seiten  eines  Reöhtecks  gleich^  ()iiadrat* 

.      79.  .      *  y     ■■  ', 

hehrSütSy  Jn  einem  Trapez  sind  die  Summen  ßf 
sweier  Winkel  an  nicht  parallelen  Seiten  gleich  der  Summe 
zweier  rechten. 

Beweis.    Diese  VHnkel  BjiC  uiidACp  (Fig.  So.. 
L  und  IL)  oder  jiBD  und  CDB  sind  die  innern  Gegen'- 
Winkel  an  den  Parallelen  jäB  und  CD.    AliO  ist  ihre 
Summe  glAoh  swei  rechten  ($.  si.).' 

I  r  •  « » 

80.  .         . 

Lehrs^atSp  I.  Zwei  Trapez^ .sihd gleich^  ^Wenn  uSe 
vier  Seiten  in  dem  einen  so  grofs  sindf  tds  in  dein  ^andetfu 

Beweis.  Wenn^C,  £D  und  J^G^  jFH(Fig.6o.  LH.) 
&  O'ieht  parallelen  Seiten  zweier  TrapeM'.rfdtBCD 
tiad  EFGH  sind,  welche  die  nemlidien.  Tier  Seiten  hu- 
ben,  so  fallen  JP  nnd  EQr  wenn  ^P  mit  BD  and  SO 
mit  FH  parallel  sind ,  nicht  in  JtC  nnd  EG,  Weü  Bß 
nicht  mit  ^C^  und  fH  nicht  mit  £G  parallel  teyn  scdle«. 
Die  graden  Linien  AP  und  EQ  sehneidefa  aber  die  Sei- 
ten CD  nnd  GH  nothwendig,  weil  die  Summen  der  Win» 
kel  BAC.  DCA  und  FEG,  HGE  gleich  der  Summe  nweter 
rechten  (j.  79.%  also  die  Summen  der  Winkel  CifP^  PQA 
ind6£C^,  QGE  kleiner  als  die  Summe;  zweier  reohiea 
lind  ($.  33.).  Also  sind^CP  undEGQ  Dreiecke.  Die 
dreiSeitea  dieew  Dreiecke  sind  ^eich.;  d^nn  ea  ist  nack 
Atr  Voraussetfiung  ^(7=£G^  ferner,  weil  Parallelaa 
▼OB  einander  gleich  lange  Stttcke  abschneiden  ($.  43»), 
^sJ^D,  EChsFH,  also,  weil  nach,  der  V omussetaufif 
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acB  ()H>  Also,  weil  'nach  d«r  VoraiiAsetfcan^.  AB  :=s:EF 
i«t,  PD=:QHj  folglich  aivch^rvail  nach  der  Vorao«- 
teizung  CD zsz  GH  ist,  CP^GQ  Dieserhalb  sind  die 
Dreiacke  ACP  und  EGQ  gleich  ($.  52.).  Legt  man  also 
€  inG.iind  GlfinlGffi  ao  fallt  B  iö  ^,'weil  CD^GH, 
uiKd.£in  Q,  v^M^CPsxxGQyd^^itli^nAGiuE&utki 
A  in  JB^  weil  die  Dreiecke  AGP  Hai  EGQ  gleich  sind  ^ 
faso^aUch  die  BaraUele  J^S  ia  die.  Parallele  £F, .  und 
B  iB  F.y  weit  AB.^JEF  aeyn  soll.  ^  Alao  aach  BD  in 
£2Sr»  Solglich  fallen«  alle  Greof^ep.  der  beiden  Trapese 
iii  einaoder,  und.idie  Trapeze  'sind  gleich.  . 
(;  iL  Zwei  Trapexe  sind  gleicht  'ivenn  die  beiden  par 
froZMeit  und  ':eine^nichi  parallele  ^Seüe^  ^J^ebH  einem  der  vief 
Winkel j  in  dem  eirien  *söjgroJs  sindi^al^.in  dem  andern. 

Beweis.     £0  sey  in  (Fig,  öo.  L  und  IL)  AB^=:^EF^ 
CDz=z  GH  und  AC  ==  EG. 

y       Ist  nun  der;  eine  gleiche  VVinkel  einer  4eF  ei^nge- 

]a\)lilo0senen,    ä.  B.  A^=^]E  o4er  V=ö,  so  ist' auch 

deKkndere  eingeschlossene  Wlhkel  in  Akta  einen  Trapeei» 

ao  grofs,  als  in  dem  andern,  weil  die  Summe  dei^  beiden 

'eingeschlossenen  Winkel  glfeich  derSamnie  zweierrechteii 

Jist  (5.  79.)-    Al«o  ^^^^  ^^  Vierecke  nach  (J,  76.  IL)  gleicli. 

"  Ist  der  eine  gleiche  Winkel  einer  der  anliegenden^ 

s,  B.  B  =  F  oder  D.=:H^   so  ist  Wiedernm  der  andere 

anliegende  Winkel  in    dem   einen    Trapes  so  grofs  als 

in    dem   andern,    weil  die  Summe  der  beiden  anliegen- 

'dWn ^Winkel  gleich  der  Sumfme^weier  flechten  ist  ($.79.). 

•Also  »ind  die  ViereÄ«,. nach  (§;-76.  IV.),  ebenfalls  gleite 

•<    IIL    Zwei  TropeKe '  sind  ^leichy  wenn,  die  beiden  nicht- 

ffiaräUelen  *und  'eine  ptttaÜete  Seite  ^   mb^   einem  der   t^ier 

-Winkel,  in  dem  eifienip  grofs  sind,  als  in  dem  andet^^'  ujtxi 

^ÜgUtoh^    die'Diägonai»  an   jt^«  gegebenen  Seiten  grhfstr 

^W,  nhs' 'die  dritte-^ gegebene  Seite.     Ist 'die .  Diagonal  kleiner ^ 

9&ieonHen'Xwei'9ferschiedene  Tirapeze  die  nenüioken  Seiten 

Hind'iH^rfkel  hid^en,*  aber  nur'  zw)^i.    u  . 

•f      ^Bew^is.:'^^  wy  in  (Fig.  60.  iundII.)^J5  ja=£F,  ^C 

«193  SSr  xsnA  SD^szFH.  Es  istgleCcb;  ivetchen^on  den  viar 

^W» A)n  in  dei^' Unto  Figur  so  grafs  ist»  als  in  dal*  an« 

*>M^aV^weil  mit  jedem  sügleich  dar  Windol  an  der  an. 

^darn'ParaUete  ebenlall»  gleioh  ist,  indem  Ja:  a^weian 

den  Parallelail^Uegande 'Winkel  Rtüamiaen  awei- rechte 

<^«d'{$.  79).     Gesetzt,  tB  sty-A^sE^  ao  ist  sugreich.'iC 

«35  <T\   and  unig^kehrtr    Ist  JB  =&  F,.60  ist  siKeleicli  £1 

«äff  uad'vmgek'ehl't^'Eayiner  sind,  dä4Bhst  den  drai^i« 
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Ico^  'ei0  ^isg^cfaloftsentr  und  e£n  anU«gead«r  Winkel  in 
jjßm  «tsen  Trapes^to  grofs,  als  UoSern  aodeini^  -Al4t 
folgt  der  S^tz  aas  (f.  76«  IIL).  •' 

IV.'  Zweh  Trapeze  sind  gleich^  wenn' zwstiSehcn^iiM^ 
nickt  "parallelen  ausg£ni>mmenj  und  zwtiifFuÜDely  dSren  Shtw^ 
me  nicht  zwei  rechte  ist y  in  dem  einen  so  grojs  siäd\,  dEg. 
in  dem-  andern.  «  ' 

Beweis.  Wenn  nemUeh^ztrei;  Winkel)  deren.  SAin4 
ae  nicht  swei  redltteiist«  in.dent'^aea  Trapes  «0  S^^A 
tiod,  als  in  dem  andern,  00  sind  es  ancb  die  beiden  übri* 
^Q  Winkel  $  denn  sie  sind' die  Supplemente  derer« 
•tea  ($v-7g.)-  Zi  B.  winn  in  (Fj^.  do.  I  n«  II.)  AkzlE^ 
»srHist,  ao  ist- auch.» äF,  C^saG,  weil  A^CxsmS 
•f  fiBS^  und  B  +  D=F+ H=3 i?ß  ist  ($.  79.).  Alao  sind 
immer,  nächst  den  beiden  Seiten,  alle  Tier  Winkel 
in  dem  einen  Trapefc  sq  g;rof5^  als  in  dem  «nderOf  felf«» 
lidi  lind  die  Vieredi'e^'oäcli  ($.  76.  V and  VL) 
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A lim erkung.  Zosammengenominen  alao  sind «swei 
Trapese  einander  gleich,  wenn  folgende  Stücke  in:  tJM^ 
aneo  so  grofii  sindy.al/in  d^m  andern: 

AUe  vier  Seiten  <$.  do.  L)i  ../»--  ^ 

Zwei  parallele,  und  eine  nicht -parallele  Seiten 
tidut  einem  WMikel{$.8o.  II.)«  ' 

•    .3)  Zwei   nichts  parallele  und  eine  parallete    , 
B$bst  einem  Winkel;  bedingungsweise  (9.80«   III.)- 

4)  Zwei  Seiten,  die.  nicht -parallelen  ausgenommen^ 
imd  £^i  Winkel,  derönJSnnmie  niöbt^swei  rechten  gleidti 

kt($,8o.  IV.). 

Hehr  Fälle  noaft  wenigstena  «wei  Seiten  aia^ 
tie  leichten  aehdn^  nicht  möglick  Wenn  blöXs  eine 
Seite,  nebst  allen  Winkeln,  in  einem  Trapes  8q  gre^ 
utr  ris  in  einem  andern^  00  sind  die  Trapese  nicht  notb* 
wendig  gleich,  eben  ^so  wenig,  wie  sindere  Vierecke  $  «i« 
dem  Grande  (|.  fj\). 

Es  sind  also  überhaupt  nicht  mehr,  als  di#>e!bi* 
g«n  Tier  FilUe  der  Gleiobheit  voa'Trape^n  mdglich« 

I  ^d^die    gleichen '  Stücke   sind    die   Besti:mmahg»i« 
8tü  c  k  e.  von  Trapesen.  Mkn  kann  «he  die  '^bigaa..  SäCM 

*  fuch  wie  folgt' auadrücken.  .,  nJ:.  '.\ 

^}  M£t  dm»  nemlichen  Tier.JSAiteti    ist   nu»  #«* 

■  «apee  inöglich.     *-  '"'*•!.    ''    ^ 

\  -2)  ttit  den  tiem'lichen  swid  parallelen  und  einer 
^icht- parallelen  Seile,  nebst  einem  Winkel,  i«t  Ai^r  elA 
»^i^apee  mösrlich- 
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i-  '  J)  'Iffit  Am  nemlichen  swvi  nicht*- paraüelm  imd 
•ia#r  paralleleit  Seife  i«t  nur  ein  Trapes  mi^^Ueh, 
wenn^  die  Diagonal  an  £wei  gegebenen  Sei«- 
t^n  gröfser  iat,  aU  die  dritte  gegebene  Seite« 
Iit'  die  Diagonal  kleiner ,  «o  eind  nur  Ewei  Trapese 
Mi^gliclr* 

4)  Mit  den  nemlidien  swei  Seiten,  die  nicht  •  paral^ 
lelen  anegenummen^  und  xwei  Winkeln  ^  deren  Summa 
niiiit  %vrti  rechten  ^eich iat, ist  nn r  ü i n Tn^pes  aotögiick» 

82. 

LiehrsatZ*  L  In  einem  Parallelogramm  sind 
die  gegenüber  liegenden  Seiten  gleich^  und  Viere^e^  deren  gt» 
genüher  liegende  Seiten  gleich  sind^  sind  BaraUelogrcnnme* 
•'y  Beweis.  Die  gegenüber. Uegenden  Seiten  Ton  Par« 
ailelogrammen  sind  parallel  ($•  78.)«  nnd  Paralleles 
8dinei4eä  von  eiaanoer  gleich  lange  Stücke  ab  (S'4L)t 
die  abgeschnittenen  Stücke  aber  sind  die  Seiten  dea 
Parallelogramms ;  also  sind  die  gegenüber  liegenden  Sei- 
ten von'  Parallelogrammen '  gleich  lang^  welches  das 
Brüste  war.  .1 

Sodann  sindf  wenn  (Fig«  6i\  nmffekehlrt^  AB^ss^CB 
nnd  AC=s BD  voraasgesetKt  wirdi  in  ilem  Dreiecke 
ABC  alle  drei  Seiten  so  grofs,  als  in  dem  Dreiecke 
DJ9C;  and  folglich  sind  die  Dreiecke  gleich  ($.  5ii.) 9  niit* 
bin  sind  auch  die  Winkel  udf  und  D  des  Vierecks  gleich« 
Eben  so  sind  die  Dreiecke  ABD  und  ACD^  und  folg- 
lich die  Winkel  des  Vierecks  B  nnd  C  gleich ;  also  ist 
A  +  BssC+D  VLndA+C=B'^D^  folglich,  vreiiA^B 

JC  +  D  =  4p  ist,  A  +  B=:C+DssaQ  nnd  A  +  C^ 
+  Dte:aQ.  folglich  sind  ^£,  CD  und  AC^  BD  paraU 
lel  «nd  das  Viereck  ist  ein  P  a  r  a  1 1  elo  g r Amm  $  w^« 
ehes  das  Zweite  war.  ^   ,  > 

-  IL  In  einem  Parallelogramm'  sind,  dte  gegenüher  tie^ 
gsndeh  Winkel  gleich^  imd  ein  Vierecks  in  welchem ^ 
gegenüber  liegenden  Winkel  gleich  sind^  ist  ein  PartM^ 
logramm.  -  ^^ 

.  BeV}eis.  Z.  B»  die  Summe  der  innern  Gegen  wie' 
kel  ACD  und  BDC  swischen  den  Parallelen  AC  und  BD 
OKg«  61«)  und  der  Grundlinie  CD  ist  dar  Summe  vpn  swai 
rechten  gleich  (Fig«2i.I0*  "SA^^  m  die  Summe  dec  io;; 
Beim  Gegenwinkel  DCA  und  GAB,  abo  ist  ACD -^  BDC 
SS  ACD  +,  CAB ,  folglich  BDC  =  CAB.  »  Aus  gleiche* 
Gruttdd  Und  die  gegenüber  liegeiiden -Winkel  jf CA  iiQ« 
ABD  gleich^  welches  das  Erste  war..  .     ^    ' 


a«.    .;>        ^^GhichhetX  dtr  Fierecke.      ''    '       6S 
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Wran  *  tnhfektbrt-  A^ssD  und  A^  C  ^rAtxsgetMü 
wird,  so  tat  A+Bz^C-^D  aird  wtf-f  C=JBf  Z>,  voraoa 
wie  in  (I.)  folgte  dafs  ^J9  mit  CD  nnd  ^(7  mit  BD  parw 
aSel,  also  daf  Viereck  eih  Parallelogi^amin  ift$  welchei 
das  Zweite  war. 

ni.  In  einem  ParaUelogramme  holbiren  einander  die 
DiagoMileh^  und  Vierecke^  deren  Diagonalen  $i§h  halhirenp 
sind  Parallelogramme» 

Beweis.  Da  in  tioem  Parallelogramm  die  g^eii* 
über  liegenden  Seiten  eleich.  Bind  (I*)i  ^^  eind  in  den 
Dreiecken  J^jBfJS  nnd  CSD,  die  Seiten  u^nnd  CD,  dee* 
^chen  die  anKeffenden  Winkel^  nemlich  an  \A#n  Par^ 
lUelen  AB  und  CD  die  Wechselewinkel  BAß,  EDG 
ni  JBl^.'ECD  gleick.  ^Jso  äind  die  Dreiecke*  WjSA 
Qoa  CSD  gleieli  ($.  4i.).  '  Altfo  igt  AE±^'ED  und'  CJB 
SS £B.  FolgUdi  h  a  1  bi r  ^n  aieh  die  DiagonalM  \ '  wel- 
thei  das  Errate  war.     ' 

Wird  j£E=ED  nhd  CEnaEB  vOMUge^etibt^  ao 
lind  s.  B.  ia  dem  Dreiecke  AEB  die  beiden  Seiten  uf£S 
und  EBj  nebat  dem  Winkel  AEß^  ao  grofa« .  ala  ig  dem 
Dreiecke  CED  die  beideh  Seiteü  ED  und. CS,  nebat 
lern  Scheitelwinkel  C£D;  alao  aind  d^  Dreieck«  gleieh 
(}*  4o.}»  und  ea  iat  ^8  =  CD.  Eben  ao  wird  aOa  dem 
Dreiecken  AEC  und  BBD  bewieaen,  dafa  AC^AiBD  iat; 
also  ist  daa  Viereck  ABGD  ein  P a r a  1 1  e  1  o g r  atai m  (L); 
irelches  4ea  Zweite  war. 

IV.  Hat  ein  Parallelogramm  vier  gleiche  SeÜen,  und 
^folgUch  ein  Rhomboid^  so  halbiren  sich  nückt  allein 
^  Diagonalen ,  sondern  schneiden  sich  unter  rechten  J^in^ 
fefe;  und  umgekehrt:  Vierecke,  deren  DiagonaleH-siöh  haU 
iiren^  und  zugleich  unter  rechten  Winkeln  schneiden^ 
*W  Khomboj^den.  , 

Beweis,  Denn  wenn  noch  CDsaDB  iat  (Fig,&i«]^ 
^  tfnd  in  dem  Dreieck  CED  allj^  dr^i  Seiten  bö  grofa« 
«k  in  dem  Dreieck  BED^  weil  ra  Folge  (lU.)  fOr  je- 
ie«  Parallelogramm  CE^sEByEDaher  aichaelbat  gleich 
^  Ako  aind  die  Dreiecke  CED  und  BED  gleich  ($. 
^.)  und  folglich  aind  die  Neben. Winkel  CßD  nnd 
BKD  rechte:  eben  ao  die  Winkel  CEA  vtad  SEAf 
Welche»  daa  Erate  war. 

Wenn  CE=zEB,AE=iDS,  nnddafa  nm^recbte 
Winkel  liegen  aoUen,  voranägeaetzt  wjrd,  ^o  aind  in  dem 
^eck  CSD  die  beiden  Seiten  CE  und  DB,  nebat  dem 
J|i^fetchloaaenen  Winkel  CED,  ao  grofa,  alr  in  dem 
Dreiecke  ££D  die  beiden  Seiten  BE  undfO;  nebat- dem 
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jBiog«wbloftk«Ma  Wink«!  ^ED^  folglieh,  «ipd  4»»  Drei. 
«9ke,gle«cU.($.4o.)  und  toklkh  j«t  CD=s£D,  Xbm  so 
wird  «n  dep  nreiecken  CEQ  ^xli  -^£C  lrewi«»en ,  daä 
J3(7,=^C,pnd,  90  den  Dreiecken  ^E/^  und  J?JE^,  daik 
^C=5^  i.t.  Also  ist  JS^BD=.DCr^:c1tikädel 
•Viereck., hat  sri^r  gleipbe  $eit«n  und  ist  folslfch  ein  Pa- 
ga3isiU>SFvaVimit^  gleichen  Seiten,  oder  ein  ft  h.o  in  b  q  id ; 
'Welches  das  Zweite  war. 


.*      .  ^i I 


.  .  %eJilSptZ.  ParaUel(^gr€mme  ^ind  gleich,  w^nn  ...^^ 
zt49<mVMn¥.^^,fnde  Seiten  und  ,irgm4^  eim  f^iftM  in  dem 
Hnen  sxf'  grq/s  ^ind^  als  in  deip.  atidern. 

,^B,0ßvei&,  Die  g^gepüb«r,  lieg^jnden  3e^ten  ebes  FJ^r- 
'^lleloffnaw"l8^.«ind  einan4^r;gleich  (§.  82,J[0>.^öl?iich  m^ 
-^U^Y^^ftfeei^^a»  4em  »«igej^,  Pf  raltelpjjriaiHin^  so  grofc 
als  in  dem  aiidern»  nebst  einem  Winiet  .AUo.fixad 


*  84  '  " 

ZUSa  tJiCg,' .  I.     ^  ^TcJ^t  e^pk e  sind  gleich,  loenn  zivei 

A¥»äM7i^€n,sto/smd0  SeUen  in  dem  ^inen  so  grofs  ßind^  ah 

in  dem  landern-  .  .     • 

'  .   Dei!i9  Rechtecl.e  sind  ParaUelo^aipme  and  voii  den 

Winjkela«  vird  voraasgeseUt,  dafs  sie  rechte  sind. 

IL     Quadrate  sind  gleich^   wenn  eine  Seite  in  dem 

einen  so  grq/s  ist,  als  in  dßn^  andern. 

D^lia  Quadrat^  aind  Reditecke,  von  deren  Seiten  vor- 

aasge^eti^t  yrird,  daf«  sie  gleich,  und  von  den  Winkelo, 

diU^' aie  r^cJb^te  sind.  ^   *. 

Anmffkung.  Alle?,  v^as  von  Parallelogramm 
teen  gilt, gilt  auch  von  Rhomboiden,  Rechtecken 
und  Quadraten,  üild.  waa   von  Rhomboiden  gih^ 

Snt  atich  -von  Quadraten,  aber  nicht  umgekehrt  $ 
Qui^^Ue  Rhomboiden,  Rechtecke  und  Quadrate,  aind 
ParAUelpgramme,  und  alle  Quadrate  Rhomboiden^  aber 
mctit.up3|;|ek^hr(*  .  z' 

Von  der  ^entricitlitd«r  Vierecke« 

'-.',,.       '    •         86,    . 

.Lehrsatz.  I.  In  rie^eclcen,  deren  Ecken  cen^ 
trieoh  sindf.  ist  die  Summe  gegenüberliegender  Winkel^ 
ghich  ider.  Summe  von  anuei  rechten. 

''    "       •  Z. 
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Z.  B.  wenn  in  dem  Viereck  ABCJy  (Fig.  62.)  A31 
=:BM=  CM=DM  iit,  so  ist  A+C=z2Q  und  B+D^  20. 

Erster  Beweis.  Die  vier  Dreiecke  -r^Mi9,  JBMC, 
CMD  and  Z)i9i^  sind  um  M  gleichschenklig,  folg- 
£ch  sind  die  den  gleichen  Schenkeln  gegenüber  liegen- 
den  Wiokel  gleich  ($.  44.  I.).    Also  ist 

a:=:zb,  a  =  iJ,  Y=^>  c  =  /9 
und  folglich  auch 

Mdweila+a  =  ^, /?+ft  =  B,  y  +  c  =  (^  J  +  d  =  Di«t, 

.    A+C=:B  +  D. 
•    Nun  ist^  +  C+jB  +  D  =  4p,  also  ist  A+C  +  A+C 
=4(>,  oder  2(A+C)=:/^Q,   oder  ^+C=fiß.    Eben  so 

Zweiter  Beweis,  Da  die  Ecken  uf^  j5,  C  and  D 
einen  and  denselben  Mittel  •  Punct  M  haben  sollen ,  so 
istM  aach  der  Mittel -Pnact  je  dreier  Ecken,  also 
der  gemeinffchaflliche  Mittel -Panct  der  Ecken  der  vier 
Dreiecke  ABC,  ADCy  DAB^  DCB.  Nun  ist  aber  der 
Winkel  eines  Dreiecks,  einer  beliebigen  Seite  gegenüber, 
hXh  10  grofs^  als  ddr  Winkel,  der  nemlichen  Seite  ge- 
gennber,  am  Eck- Mittel -Puncto  ($.68.  L);  also  ist  der 
der  Seite  AC  des  Dreiecks  ADC  gegenüber  liegende 
Winkel  ADC  halb  so  grofs,  als  der  Winkel  AMC  nach 
fl  t,Uy  desgleichen  der  Winkel  ABC^  im  Dreiecke  ABCy 
balb  so  grols ,  als  der  Winkel  AMC  nach  B  za.  Die 
in  dem  Viereck  gegenüber  liegenden  Winkel  ADC  und 
^G  sind  also  susammen  halb  so  grofs ,  als  die  Win- 
kel am  M,  folglich  halb  so  grofs  als  vier  rechte, 
^  gleich  zwei  rechten.  Eben  so  wiM  bewiesen, 
dafi  die  Winkel  DAB  und  BCD  zusammen  gleich  zwei 
rechten  sind;  wie  oben. 

IL  Wenn  die  Summe  zweier  gegenüher  liegender  TFinr* 
^fl  eines  Vierecks  gleich  der  Summe  von  zwei  rechten  ist, 
^  ist  das  J^iereck  centrisch  nach  den  Ecken, 

Z.  B.  wenn  in  (Fi^.  52.)  A  +  Css2(f,  oder  B  +  D 
=8p,  so  ist  AM=BM=  CMzrzDM. 

Erster  Beweis.  Es  sey  M  der  Mittel -Panct  der 
^tn  des  Dreiecks  ADC,  so  ist  AM=DM=CM,  folg- 
^^  iit  in  den  gleichschenkligen  Dreiecken  AMD  und 

/  a  =  ^  und  dssy  (J.  44.  !.)• 

Nun  wird  vorausgesetzt  A  +  C  s=:  2  p ,  oder  weil 
4  +  C  +  B  +  D  =  4p  ist,  A+C=ß+D,  das  heifs^ 

a  +  a  +  c  +  y  =  &  +  /?•}■  rf  +  *» 
CreIWs  Geometrie.  ♦  Ö  - 
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also  rnuisp  weil  a  =  5,  d'=  y  war, 

5  +  a  +  c  +  «  =^  fr  +  /^  +  «^  +  ^,  oder 

seyQ.  GeseUt  nun  BM  wäre  kleiner  als  ^M,  alio  anah 
kleiner  als  CM^  weil  CM:=zAMUx^  so  wäre  fr^^a  nnd 
ß'^c  ($.46.1),  also  wäre  nicht  6-f /?=a  +  c,  sondern 
&  +  /9>a-(-c.  Es  kann  \alsoJBt3f  nicht  kleiner  als^^f 
oder  CZtZseyn.  Gesetzt,  J3M  wäre  gröfser  als  AM,  so  wäre 
h4!ia  and  /?<ic  ($.46.1.),  also  wäre  ebenfalls  nicht 
h  -f-  ß^i  ct-^-c^  sondern  h  -f  ß<,a  -f  c.  Es  kann  als.o  BM 
aach  nicht  gröfser  als  AM  oder  CMseyn^  folglich  ist 
BJU nothwendiff  gleich  AM  und  CM^  uiid  fo^licb  ist 

AM^BM=CM=iBM. 

Zweiter  Beweis,  Der  MiiteUPanct  des  Drei- 
9cli8  ADC  sey  wie  vorhin  M,  so  ist  der  der  Seite  AC 
Gegenüber  liegende  Winkel  ^DC  halb  so  grofs,  als  der 
Winkel  AMC  am  ]\^ittel  -  Pancte,  n  a  c  h  D  z  u,  der  nem- 
liehen  Seite  gegenüber  ($.68*L)>  oder  ^MCssD.  Nun 
ist  der  Winkel  AMC  n a c h  .6  zu  gleich  dem,  was  den 
vorigen  zu  vier  rechten  ergänzt,  also  ist  AMCf  Aach 
B  zu,  gleich  4  p  —  aD^  Aber  nach  der  VoraosaotEiiog 
ist  ß+  D  =  2e,  also  B=2Q—D,  folglich  ist  Ä  halb 
so  grofs ,  als  der  Winkel  AMC  zwischen  den  gleichen 
Schenkeln  AM  nnd  CM,   der  nemlicben  Seite  ^C  ge- 

Senüber»  welcher  B  gegenüber  liegt.    Also  ist  £  aach 
er  Mittel  -  Punct  des  Dreieck^  ABC  (§.  68.  IL)>  ^^^ 
folglich  ist  AMz=iBMz=CM=:DM.  1 

87. 

Lehrsatz»  In  jedem  nach  den  Ecken  cmntritchen 
Vierecke  sind  die  PVinkel  zwischen  der  einen  Diagonal  und  rf'Jj 
anliegenden  Seiten  den  Pf^inkelßt  ztoischen  der  andern  Diagonal  unfi 
den  den  vorigen  gegenüber  liegenden  Seiten  gleich.  i 

Z.  B.  Venn  daa  Viereck  ABOD  (Fig.  55.)  nach  den  Ecken  ceii*J 
Irisch  ist»  so  ist  ^ 

ec:z^a,  ßz=:h,  ysazo^  Sszd» 

Beweis.    Die  Dreiecke   uiBC  und  jiBD   z.  B.  beben  am 
lei  Mittel  -  Punct ,  weil  alle    vier  Pancte  J,  B,  C,  D  einerlei  MH 
tel-Pnnct  haben  aollen.    Also  ist  in  dem  Dreieck  JBC  der  ^^]\ 
C,  oder  »  dem  Winkel  D,  oder  a  über  der  nemlicben  Seite  ^ 

{leicb  Cf.  70.  IL)-    Eben  so  wii^  die  ^leichbcit  der  Obr igen  W»»! 
el  bewiesen,  x  J 

88.  ^ 

^Lehrsatz,     l.     Wenn   die  Seiten  eines  Viereci 
gleich  weit  von  einem  und  demselben  Puncte  entfernt  sind 
also  das  Viereek  cehtrisch  nach  den  Seiten  ist,  *l 


^ 
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nnd  die  Summen    gegenüber    Uegendet  Seiten  einander 
gleich, 

Z.  B.  wenn  in  {Fig.  64.)  die  Perpendikel  SJB^  MF^ 
MGy  MH  auf  die  Seiten  des  Vierecks  ABCU  einander 
gleich  sind)   so  ist  ^£  +  CI>= £C  +  DA. 

Beweis.    Da  bei  £,  F,  6  und  H  rechte  Winkel 
tiod,  so  sind  z.  B.   die  rechtwinkligen    Dreiecke  BME 
^  miBMF,  mit  den  swei  gleichen  Seiten  BM^BM,  EM 
-FM  (rleich  (§.  64.  It),  folglich  ist  BE=BF.     Eben 
10  ist  CF=: CG,  DG=:  DH  and  AHz=:AE. 
Also  ist  zasammen  genommen 
BEi-AE+CG  +  DG^BF+CF+AH+DH, 
9itr,  i^eil  BE  +  AE=s AB,   CG  +  DGssiDC,  BF+CP 
i^BG  und  AH ^DH^DA  ist, 

AB  +  DC^BC  +  DA. 

n«  Wenn  die  Summen  der  gegenüber  liegenden  Sei-* 
ten  eines  Vierecks  einander  gleich  sind,  so  ist  das  Vier* 
fck  centri^ch.  nach  den  Seiten^ 

Tu  B.  wenn  in  (Fig.  64.)  AB\BC^BC\BA  ist, 
so  tiod  die  Perpendikel  ÜIE,  IS/LF,  MG^  MH  auf  die  Seiten 
des  Vierecks,  einander  gleich. 

Beweis.  Die  grade  Linie  BM  halbire  den  Win*> 
kelfnnd  die  grade  Linie  CM  den  Winkel  C,  so  schneiden 
sich  BM  uod  CM  nothwendig,  an  derjenigen  Seite  von 
fiCy  an  welcher  AB  und  DÖ  liegen ,  i&.  B.  in  M,  weil 
^CfDCB  kleiner,  als  vier  rechteist,  nnd^folgUch 
die  Hälften  MBCunA  MCB  kleiner  sind,  als  zwei  rechte  $ 
(J.  22.  I.).  Wenn  nun  ME,  MF  und  MG  Perpendikel 
•w  Mauf  AB,  jBCund  CD  sind,  so  ist  ME^=zMF^MG, 
weil  jeder  Punct  einer  graden  Liinie,  die  einen  Winkel 
i^ibirt,  von  den  Schenkeln  des  Winkels  gleich  weit 
entfernt  ist  ($.  75.) ;  desgleichen  ist  BE  =  BF  und  CF 
^CG,  weil  die  rechtwinkligen  Dreiecke  EMB,  FMB 
imd  FMC,  GMC,  mit  zWei  gleichen  Seiten,  gleich  sind, 
(J.  64.  n.).    Also  ist  JBjP+  CF  oder  BC^EB  +  GC. 

£s  sey  ferner  MH  auf  die  vierte  Seite  AD  senk^ 
recht,  und,  wenn  es  möglich,  MH  nicht  gleich  ME 
^MFz=z  MG,  sondern  gröfser  oder  kleiner.  Wäre  MH 
gröfser,  als  ME,  so  wäre  in  dem  rechtwinkligen  Drei- 
eck, ^MH  die  Hypothennse  eben  so  grofs,  als  in  dem 
>^chtwinkligen  Dreieck  u^ME,  die  eine  CatheteMH  aber 
Wäre  gröfser,  als  die  Cathete  ME :  dann  aber  wäre  die 
,  ^ndere  Cathete  HA  nothwendig  kl«ii^er  <^I«  ^^  ($.48^1.). 
Ans  demselben  Grunde  wäre  in  den  beiden  rechtwinkligen 

6* 


I 

I 


68         1.  TheiK    %  Buch.     i.  Jbschnitt.         89. 

Dreiecken  D3IB  und  DÜfG,  HD  fclein^r  ab  DGj  «Uo 
-wäre  HA  +  HD  oder  ^D  kleiner  als  AE+DG,  and 
folfflicb,  weil  vorhin  BC=zEB  +  GC  war,  --rfD  +  BG  klei- 
ner^als  .rdtE:-|-D6:f  £B+ GC,  oder  kleiner  als  AB+DC^ 
welches  der  Voranssetsung-  ent^e^en  ist.  Also  kaan 
niciit  MH  gröfser  seyn  als  ME=zMF=zMG.  Eben 
so  wird  bewiesen,  dafs  MH  nicht  kleiner  seyn  kann, 
•weil  sonst  ^D+BC,  der  VoraussetKnng  entgegen,  gro- 
fser  als  AB  4-  J^C  seyn  mttfste.  Also  kann  nnr  MH 
i=^ME^MF=MG  seyn.  i 

89. 

JJehTSütZ*  DU  vier  Punete  innerhalh  und  die  oUr  Punct« 
mufserhalb  eines  hcli'^ig^n  Viereckt ^  welche  von  je  drei  Seittn 
detsetben^  verlängert  wenn  es  nöthig  ist  ^  gleich  weit  entfernt  sind, 
liegen^  jede  vier^  von  einem  und  demselben  Puncto  gleich  weit  ent* 
fomt p  oder  sind  centrisch*  W^enn  mnn  also  dieselben  ah  Echn 
zweier  neueA  Vierecke  betrachtet^  so  sind  diese  neuen  Vierecke  eeit' 
Irisch  nkch  den  Ecken,  ihre  Seiten  stehen  auf  einander 
senkrecht* 

Beweis.  Es  halbir«  die  grade  Linie  EJ  (Fig.  55.)  den  Win- 
kel Ay  und  EB  den  Winkel  B,  desgleichen  E^  A  ääs  Sapplement 
ji^AB  det  Winkels  A,  und  E^B  das  Supplement  B^B^A  des  Winkelf 
B,  so  schneiden  sich  diese  Linien  EA^  EB  und  £1^9  E^B  nolbweD- 
dig,  und  dieDarcbschnitts-Puncle  E  und  £j  sind  gleich  weit  von  dea 
drei  Seiten  AB,  B^BC  und  A^^AD  entfernt  (jj.  74.).  Eben  so  sind, 
wenn  die  eraden  Linien  GD  und  GC  die  Winkel  D  und  €  iin<l 
GiD,  G|C;  ibre  Sopplemente  halbiren,  die  Durcbschnitts»B^n$te  G 
und  Gl  gleich  weit  von  den  drei  Seiten  t>C^  AD  und  B€  eutfemt. 
Desgleichen  sind  die  Durchschnitts -Puncte  i/ und  ffj  der  Linteu  £i^y 
GD  und  H^A^  B^D,  welche  die  Winkelt  und  D  und  ihre  Supple- 
mente balbiren,  gleich  weit  von  den  drei  Seiten  AD,  AB  und  üC^ 
und  die  Durchschnitts « Puncte  F  und  F,  der  Linien  £B,  GC  nnd 
FjB;  F^C,  welche  die  Winkel  B  und  C  und  ihrp  Supplemente  bal- 
biren, alelcb  weit  von  den  drei  Seiten  BC,  A6  und  DC  eniCemt. 
£s  sind  also  die  Poncte 

.   £  und  El  von  den  drei  Seifen  DA^  AB  und  BC 

F  und' Fl  von  den  drei  Seiten  AB,  BC  und  CD 

G  und  Gl  von. den  drei  Seiten  BC,  CD  und  DA 

H  und  Hl  von  den  drei  leiten  CO,  DA  und  AB 

gleich  weit  entfernt.  > 

Nnn  sind  z.  D.  in  dem  Dreiecke  AEB  die  Winkel  EAB^l^, 
EBA=:iB,  weil  EA  und  EB  die  Winket  A  und  B  balbiren;  aUo 
ist  AEB,  oder  HEF,  =  ao  —  J^  —  JB.  Eben  so  ist  HGFss  ao 
— iö— IC,  DHA,  und  sein  Scheitelwinkel  GHEy  szA^i^iA-'iO 
nnd  BFC,  oder  sein  Scheitdwinkel  GFE,  ^ao—gB— |C.  Abo 
sind  die  Winkel 

/f£Ff=a^  — M  — jB 

Ä'6?F5=ao  — |D— JC 

^B£==:a^^|^— |D 

^F£=:3^-^|B«*|C 
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folglieh  Bat 

oatr,  weil  ^  +  B  +  C  +  D  rs'^  o  Tat, 

ÄFF  +  HQF=  OME  +  GFB  =ä  a  f> 
das  hciikt:  die  Snmmen  g.ccenäbcr  liekeBdcr  Winkel  des  Tiereck« 
EFGH  sind  gleich  Ewei  rechten,  und  ßlgüch  ist  dieses  Viereck»  m 
desten  Ecken  die  Pnnct«  E^.F,  G,  H  h'e^en»  die  gTeich  weit  Toa  Je 
drei  Seiten  des  Vierecks  ABCD  eatfemt  sind»  sa  Folgt  (f.  86,  UL) 
ccntriseh  nach  den  Ecken« 

in  dem  Dreieck  EijlB  ist  der  Winkel  E.AB  :=z  iJ,J9 
=  i(2^  — ifl=o— Ju<  und  der  Winkel  £^B^=  Jß,.Burfca4(aj  — Ä) 
^ZQ-^IB.  Also  ist  der  dritte  Winkel  JE.B  s:  ao  —  (p  '—  i^ 
-(f-JiJ).od« 

^£,B  =  }(^  +  B). 
Bwn  so  ist  • 

Di/,u^  =  |(^>2>)  und 
BF,  C  =  I  (B-f  C). 
Nndnd  SiiAE^,  E^BF^y  ^x<^0.  und  G^DM^  (rade  L»ien» 
weiU.B.  die  Winkel  A^jiB.  und  ifa^l)^  welche  von  JE^  lanä'JH^ 
halbivt  werden,  als  Scheitel  •  Winkel,  einander  gleich  sind ;  mid  so  an 
den  andern  Ecken'.  Also  ist  F^Fj^^Hj  ein  Tiere ek«  In  diesem 
Tiereck  sind  jiEiB^  DG^C  und  DH^A  und  BF^C  die  ge^enäber  lifu 
^«Q  Winkel.  Die  Summen  dieser  gegenüber,  liegenden  Wiaktl 
tindaiso»  dem  Obigen  zvt  Folge,  *  y 

JE^B  +DGjC=:i(A+B+C+D)^iAQxszaQ  und 
DB,^+BFiC=:|f^-f  B+C+U)  =  f.4e='2^. 
Also  ist  auch  das  Viereck  EiFiG^H^  centrisch  nach  den  Eckca*     * 

Die  Seiten  d^s  Vierecks  EiF^G^H^  stehen  auf  «den  Seiten  dte 
VierKks  EFOH  senkrecht,  denn  es  ist  z.  B.  t  EABzziiA  und 
MB=.J(ae— ^)==ff— i^?  al«o  ElAB-^E^AB  und  E^AEssiA 
+e-M=ß*    *^"  so  F^BFÄg*  GiCGxr:^  und  H^DH^^^ 

Lehrsatz»     pP'enn  ein  nach  den   Eeks'nf  und  ein  naeh' 

^e^  Seiten  eentris<hes  Viereck  einen  und  denselben  ]^$ttelt^ 
Vtaiet  hahtn^  oder  centrisoh  sind,  und  die  Ecken  dee  ersten  Vierecks 
l»g4n  hl  ilen  Seiten  des  andern^  so  sind  die  p^iukel  zwischen  den 
Seiten  der  heiden  P  urvcke  den  den  Seiten  des  erstem  gegenüber 
U^genden  pf^inkeln   an  den  Diagonalen  jgleieh» 

Z.  B.  wenn  die  beide»  Vierecke  ABCD  nnd  FFißH  (Fig.  56^ 
I   voa  der  beschriebenen  Art  sind,  &o  sind  foigoiido  Winkel  gleich 
I  azzzcCf  bz=iß^  ^=y»  J=:J. 

Bejoeis*  Der  griueinschafilicbc  Mittel  pPunct  der  beiden  Vier- 

p   ^e  sey  M.     Der  Ptinct  M  ist  'auch  der  Mittel  -  Panct  der  £ekeil, 

I    z.B.  de5  Dreiecks  ADB\  also  ist  der  Winkel  am  Mittel -Pnnct 

I   ^MB  gleich  £«.,  folgiieh    ist  in   dem    gleichschenkligen  Dreiecke 

I    ^MB  die  Summe  der  beiden  Winkel  MAB  und  MBA  gleich  Is  ^ 

"'S«»  also  jeder  derselben,  da    sie  ghüch   sind   ((•  44.  I.)»   gleich 

«-a.    Aber  MAE  und  MBE  sind  rechte  Winkel.    Also  sind  die 

Winkel  BAE  niiA  ABE  ,  oder  «,  gleich  ^— (^— flt)=i«. 

Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  bzssß,  e:zzf,  ds=d  ist. 
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Noch  von  der  Gleichheit  der  Vierecke« 

-  91. 

jimmerkung,    Ea  wurden  oben  onr  die  Seiten  und 

Winkel  einet  Vierechs  zn  bestimmenden  Stücken 

fenommen.  Aber  auch  die  Diaj^onalen  und  die  Win« 
el,,  welche  fie  mit  den  Seiten,  und  mit  einander  ma- 
chen,  können'  ef  seyn«  Diätes  giebt  eine  Menge  von 
Fällen ,  welche  alle  darcbsogehen  der  Raum'  nicht  f  e- 
ttattet  Wir  wollen  von  den  vielen  Fällen%ur  folgender 
zwei  erwähnen,  die  öfter  vorkommen. 

92. 

Lehrsatz^  Zwei  Vierecke  sind  gleich^  wenn  die 
Seiten  und  eine  Diagonal  in  dem  einem  so  grofs  sind^  als 
in  dem  andern. 

Beweis.  Wenn  ü.  B  io  (Fig.  67.)  AB  =  EF^  AD 
p=2  EH  und  BD  szFHy  so  ist  das  Dreieck  ^JSC  dem  Dreieck 
EFH  gleich  {§.  62.)«  Eben  so  ^t  das  Dreieck  BDC  dem 
Dreieck  FHG  gleich,  weil  BCzzPG,  DC=zHG  und  BD^FH. 
Legt  man  nun  das  Dreieck  ABl^  in  das  Dreieck  EFHy 
BO  fällt  auch  nothwendig  BD  in  F6,  DC  in  HG,  BC  in 
FG  nnd  C  in  G.  Also  falleif*  alle  Grenzen  der  beiden 
Vierecke  ABCD  und  EFGH  in  einander,  und  die  Vier- 
eeke  sind  gleich. 

Lehrsatz*    Zwei  Fierecke  sind  gleich,  ivenn  zwei 

Seiten^  nebst  der  daran  liegenden  Diagonal^  und  die  beiden 

Winkel    an  der  andern  Diagonal  y  jenen  Seiten  gegenüber^ 

'  in  dem  einen  Viereck  so  grofs  sind  als  in  dem  andern,  /e- 

,   dock  nur  nothwendig  dann^  wenn  die  Vierecke  nicht  cen- 

irisch  nach  den  Ecken  sind, 

Z.B-  wenn  {Vig.%b.)^AB=EFy  ADssEH,  BD=:FH 
ist,  und  die  Winkel  ACD,  EGH  und  ACB,  EtlF  gleich 
siäd ,  so  sind  die  Vierecke  ABCD  pnd  EFGH,  in  so  fern 
sie  nicht  centrisch  nach  den  Ecken  sind,  gleich» 

Beweis.  Da  die  drei  Seiten  des  Dreiecks ^jßD  den 
drei  Seiten  des  Dreiecks  EFH  gleich  seyn  sollen,  so  sind 
die  Dreicke  gleich  (S..52).  Nun  hat  jedes  Dreieck  nur 
einen  MitteUPunct  und  nur  einen  Halbmesser  der 
.£cken  {§.  66.) ,  desgleichen  haben  alle  Dreiecke,  in  wel- 
chen eine  Seite  und  der  gegenüber  liegende  Winkel 
gleich  grofs  sind,  die  nemlichen  Mittel  -  Puncto  und 
'  gleiche  Halbmesser  der  Ecken  ($.70.1.).    In  denDrei<- 
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ecken  ACB^  EGP  nnd  ACD^  EGH  $in\L  al^er  ^ine  Seite, 
and  der  gegenüber  liegende  Winjiel»  nach   der  Voraus- 
«eteUDg,  gleich  grofe,  nemlich  AB =EFnnd\^CB= EGP, 
AD=:EH  und  ACD^EGH.    Also  haben  die  Dreiecke 
ACB,  EGP  nnd  ACD^  EGH  einerlei  Mittel. Pnncte  und 
gleiche  Halbmesser  der  Ecken,  wo  auch  ihre  Schei- 
tel liegen   mögen.     Sind  also  M  und  P  die  Eck. 
Mittel  -  Pnncte  der  Dreiecke  .i^CJ9  und  £6F,  und  N  und  0 
die  Eck- Mit(|ü.  Pnncte  der  Drejecke  ACD  und  EGH,  so 
SUt  nothwendig  Jf  in  P  und  N  in  Q,   wenn   man  AB 
in  CF  nnd  AD  in  EH  legt ;   desgleichen  ist  AM  =  BM 
:::CM=EP=SiFPs=:GP   und    AN  =  DN is^  CN  =: EQ 
=:6Q:=£rC>,  WO  auch  die  Scheitel  der  Dreiecke 
B6P  und  J?6JEr  liegen  mögen.     Nun  ^ird  voraus* 
gesetzt,  dafa  die  beiden  Dreiecke  EGP  und  EGH  einep 
Femein sc  haftlichen    Scheitel   G  haben:    denn   die 
tipkT  EPGH  soll  ein  Viereck  seyn,  und  Bie  würde, 
weon  die  Scheitel  der  Dreiecke   EGP  und  EGH  nicht 
iosammenfielen,  ein  Sechseck,  wie  e- B*  EFGrEG^jHS 
teya.    Also    sind  in  dem  Dreieck  MNC  die  Seiten  alle 
drei  eben   so  grofs  als   in  dem  Dreieck  PQG,   denn-  es 
viXMtlzszPQ,  weil  M  in  P  und  iV^  in  Q  fällt,  und  die 
Halbmesser  MC  und  PG^so  wie  NC  und  QG  ebenfalls 
gleich  sind.     Folglich  sind  die  Dreiecke  MNC  und  PQG 
jlleich  ($.  52«),  und  weil  MinP,  NinQ  fällt,  fällt  noth- 
wendig  C  in  G^  also  £C  in  FG,4pC  in  J7&.    Milbin  fol- ' 
ka  alle  Greni&en   der  beiden  Vierecke  cus^men  |   und 
die  Vierecke  sind  gleich. 

Ist  jedoch  das  Viereck  u^J^CD  centrisch  nach  den 
Ecken,  so  fallen  die  Eck -Mittel -Puncto  M  und  N  der 
Dreiecke  ^BC und ^Z>C,  folglich  auchP  und  0  in  ein- 
ander, und  zwischen  M,  N  und  C,  so  wie  ewischen  P,  Q 
ttod  6  liegt  nicht  mehr  ein  Dreieck ,  sondern  mir  eine 
^ade  Linie,  welche  die  Lage  von  G  nicht  weiter  be- 
<tinmf,  80  dafs  also  alsdann  auch  C  aufserhalb  G  fallen 
kann.  Folglich  findet  die  Gleichheit  der  Vierecke  nur 
dann  Statt,  wenn  die  Vierecke  nicht  centrisch  sind. 

94. 

Anmerkung.  Die  Untersuchung  der  übrigen  Fälle 
<l€r  Gleichheit  "von  Vierecken,  wenn  die  Diagonalen  und 
<üe  Winkel  zwischen  denselben  und  den  Seiten  zu  b  e- 
Uimmenden  Stücken  genommen  werden,  gestattet 
der  Eaum  nicht  Zu  bemerken  ist,  da/s  in  Allem  immer  fü  nf 
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Stücke,  mindestens  aber  zwei  Linien^  zu  Bestimm 
mungs-^Stüdken  genommen  werden  müssen,  und  dqfs  die 
Gleichheit  der  V'ierecke  entweder  unbedingt  oder  bedingt, 
und  s^war  so  Statt  findet ^  dajs  entweder  nur  eih  oder 
höchstens  nur  ^wei  Vierecke  mit  den  nämlichen  bestim- 
menden Stücken  möglich  sind. 

t 

i 

\ 

ß)    fon   den  Vielecken. 
Gleichheit    der   Vielecke, 

05. 

^JjiehrSütZ.  L  Zwei  Vielecke  sind  einander  gleich^ 
wenn  alle  Seiten,  bis  auf  eine,  und  alle  Winkel^  bis  auf  die 
zwei,  die  an  jener  einen  Seite  liegen^  in  dem  einen  so  grqfs 
ßind^  als  in  dem  andern. 

7i.  B.  wenn  mit  Aasnabme  der  Seite  AI  f  Fig.  69.) 
und  der  beiden  Winkel  A  und  /  alle- übrigen  mit  ihn«* 
liehen  Buchstaben  bezeichneten  Seilen  und  Winkel  ia 
dem  einen  Vieleck  so  grofs  vorausgesetzt  werden,  als  in 
dem  andern,  so  sind  die  Vielecke  gleich. 

Beweis.  Die  Dreiecke  ABC  und  aho  sind  nach 
($.  4o,)  gleich,  denn  es  istAB:rzdb,  BC:=zbc  undjBs:^. 
Also  sind  AC  und  ac  und  die  Winkel  BGA  und  bca,  und 
weil  Ctstc  ist,  auch  die  Winktel  -*^CD.  und  acd  gleich. 
Daher  sind  nun  ferner*die  Dreiecke  ACD  und  acd  gleich, 
und  auf  dieselbe  Weise,  weil  D=:d,  die  Dreiecke  ^DÄ 
und  ade^  und  weir£  =  e,  die  Dreiecke  AEF  uud  äef, 
und  weil  Fznf  die  Dreiecke  AFG  und  cfgy  und  "weil 
GsÄ^,  die  Dreiecke  AGH  und  ag?i,  und  weil  JEf =Ä,  die 
Dreiecke \^Hf  und  ahi.  Also  sind  auch  die  Seiten  M 
uiid  Ol  und  die  Winkel  /und  z,  A  und  a  gleich f  folg- 
^  lieh  sind  die  beiden  Vielecke  vollständig  einander  gleich« 

II.  ywei  Vielecke  sind  einander  gleich^  wenn  älleSev: 
ten  und  fFinkel,  bis  auf  drei  Winkel,  die  an  einander  liegen, 
in  dem  einen  so  grofs  sind^  als  in  dem  andern. 

Z.  B.  wenn   bis  auf  die  drei  Winkel  A,  /,  H  und 
a,  i,  h  (Fig.  69.)   alles  Uebrige  in  dem  einen  Vieleck  so 
,  grofs  vorausgesetzt  igv^ird,  als  in  dem  andern,  so  sind  die 
Vielecke  gleich. 

Beweis.    Die  beiden  Vielecke  ABCDEFGHA  und 
■  abcdefgha  sind  in  dem  Falle  (I.),  denn   es   sind  iu  den- 
selben alle  Winkel,   bis   auf  die    beiden  BJH 
und  AHG,  .und  bis  auf  die  dazwischen  Hegende  S^ite 
AH  in  dem  einen  so   grofs,  als  in  dem  andern.    Al^^ 
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sind  A\t%t  beiden  Vieleck«  ffleicb.  und  folglich  ist  ancli 
JH:=^  ah.  Mithin  «ind  in  dem  Dreiecke  Afll  alle  drei 
Seiten  so  grofs  als  in  dem  Dreiecke  ahi,  weil  aufserdem 
Jl^siai  nndlH^ssih  voransgesetst  wird«  Folglich  sind 
auch  die  Dreiecke  jiHT  und  ahi  und  ihre  Winkel  gleich. 
Also  sind  alle  Seiten  und  Winkel  der  beiden  Vielecke, 
und  folglich  die  Vielecke  selbst  gleich« 

in.  Zwei  Vielecke  sind  einander  gleich^  wenn  alle 
Seiten  und  alle  Winkel^  bis  auf  drei  JVinkel ,  von  welchen 
zwei  an  einander  liegen,  der  dritte  von  den  beiden  getrennt 
ist,  in  dem  einen  so  grojs  sind,  als  in  dem  andern, 

Z.B.  wenn  bis  auf  die  drei  Winkel  jij  /,  JE  und 
a,  Y,  e  (Fig*  69.)  alles  übrige  in  dem  einen  Vieleck  so 
iTots  \oraasgeset2t  wird  als  in  dem  andern,  so  sind  die 
Vielecke  gleich. 

Bewei  5.  Die  Vielecke  ABCDE,  abcde^nni  EFGHI^ 
efsM  sind  in  dem  Falle  (I.),denn  es  sind  in  denselben  alle 
Seiten  bis  auf  eine ,  und  alle  Winkel,  bis  auf  die  bei«- 
den,  die  an  dieser  Seite  liegen,  in  dem  einen  se  grofs, 
als  in  dem  andern^  nemlich:  j4B:szab,  BC=bCy  CDsscd, 
DE=zde  undB  =  ^  Cssc,D=d,  und  EFzszef.FGssfg, 
GH=ghy  HIsshi  und  F=/,  G=g,  Hszh.  Also  sind 
die  Vielecke  gleich.  Folglich  ist  auch  AE = ae  und  EI=seij 
desgleichen  sind  die  Winkel  BjiE  und  bae,  DEA  und 
<2ee,  HIE  und  hie,  FEI  und  fei ßleicb.  Da  nun  auf 
diese  Weiae  in  dem,  Dreieck  AEi  alle  drei  Seiten  so 
groTs  sind»  als  in  dem  Dreieck  ao,  $0  sind  die  Dreiecke 
gleich  ($•  6s.),  und  folglich  sind  auch  die  Winkel  Ejil 
und  eaig  uiEI  und  aei  und  Elji  und  eia,  mithin  auch 
die  Winkel  des  Vielecks  A,  E  und  /  gleich.  Folglich 
iind  alle  Seiten  und  alle  Winkel  des  Vielecks  ffleioh^ 
und  folglich  sind  die  beiden  Vielecke  selbst  gleich. 

IV.  Zwei  T%elecke  sind  einander  gleich,  wenn  alle 
Seiten  und  Winkel,  bis  auf  drei  Winkel  die  von  einander  ge^ 
trennt  liegen,  in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem,  andern. 

Z.  B.  wenn  bis  auf.  die  drei  Winkel  C,  E,  I  und 
c,  e,  i  [  Fig.  5g. )  alles  übrige  in  dem  einem  Vieleck  so 
grols  vorausgesetst  wird  als  in  d^m  andern^  so  sind  die 
beiden  Vielecke  gleich.  ' 

Beweis:    Die  Vielecke  ABCI  und  abci,  CDE  und 

cde,  EFGHI  und  efghi  sind,  wie  leicht  eu  sehen,  in  dem 

•  I^alle(I.).   Denn -ihre  Seiten,  bis  auf  eine,  und  ihre  Win- 

1^1,  bis  auf  fiw6i,  an  dieser  einen  Seite^  sind  in  dem  einen 

•0  gro£s,  als  in  dem  andern.     Also  sind  die  Vielecke 
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SIeich,  nad  folglich  ist  CE^ce,  Eissei  nnd  IC=ic; 
csgleichMi  sind  die  Winkel  an  C,  E  ond  /  gleich.  Mit- 
hin sind  auch  die  Dreiecke  CEt  und  cei  mit  ihren  Win- 
keln ,  folglich  auch  die  Winkel  der  Vielecke  C,  E,  I 
und  c,  f,  ij  mithin  alle  Seiten  nnd  Winkel  der  beiden 
Yi^Iecke^  nnd  folglich  die  Vielecke  selbst  gleich, 

V.  Zwei  Vielecke  sind  einander  gleich^  wenn  alle  SeU 
feny  bis  auf  eine^  und  alle  Wickelt  his  auf  zwei  aneinander 
liegende ,  tio/i  welchen  einer  an  der  ausgenommenen  Seite 
liegt,  in  dem  einen  so  grofs  sind^  als  in  dem  andern,  zu- 
gleich aber  die  Diagonal  durch  den  zweiten  ausgenomme- 
nen Winkel  kleiner  ist  als  die  anliegende  gegebene  Seite, 
Ist  die  Diagonal  grofsery  so  ist  mit  den  nemlichen  Seiten 
und  Winkeln  noch  ein  zweites  verschiedenes  Vieleck  mbg- 
lieh,   aber  nur  noch  eins*  | 

,  Z.  B.  wenn  bis  auf  die  eine  Seite  DE  und  de  {Yig. 
$90  und  die  beiden  Winkel  C,  D  und  c,  d  alles  Uebrig^ 
in  dem  einen  Vieleck  so  grofs  yoransgesetzt  wird,  als  in 
4em  andern t  so  sind  die  beiden  Vielecke  gleicht  in  so 
fern  die  Diagonal  CE  kleiner  ist  als  CD.  Ist  CE  gröfser 
als  CD,  so  ffiebt  es  ein  zweites  Vieleck  mit  den  nem- 
lichen Seiten  und  Winkeln,  aber  nur  noch  eins. 

Beweis.  Die  Vielecke  ABCEFGHIA  und  abcefghia 
sind 9  wie  leicht  en  sehen,  in  dem  Falle  (I.),  denn  alle 
ihre  Seiten,  bis  auf  die  eine  CE,  und  alle  von  diesea 
Seiten  eingeschlossenen  Winkel  sind  in   dem   einen  so 

frofs,  als  in  dem  andern.  Also  sind  diese  Vielecke  gleich, 
olglicb  ist  CEsrzce,  und  auch  der  Winkel  CEF  ist 
gleich  dem  Winkel  cefj  mithin  auch,  weil  die  Vielecks- 
Winkel  JE  und  6  gleich  sind,  der  Winkel  DEC  gleich 
dem  Winkel  dec.  Folglich  sind  in  dem  Dreieck  CDE 
zwei  Seiten,  CE  und  CD,  nebst  dem  Winkel  DEC,  so 
grofs,  als  in  dem  Dreieck  cde  die  beiden  Seiten  ce  uiid 
cd,  nebst  dem  Winkel  dec.  Ist  nun  die  dem  Wiak^' 
DEC  gegenüber  liegende  Seite  CD  von  CD  und  CE  die 
groTsere ,  also  die  Diagonal  CE  kleiner  als  die  Seile  CD, 
ao  sind  die  beiden  Dreiecke  CDE  und  cde  gleich  ($•  ^0) 
und  folglich  sind  die  j^esammten  Vielecke  gleich,  bt 
dagegen  die  Diagonal  CE  grö£ser  als  CD,  so  ist  mit  den 
nemlichen  Seiten  und  Winkeln  ein  ^weites  Dreieck  cdi  ^ 
Wenn  cd^sscd^  abe»  nur  noch  eins  ($.  63*  III«),  ^^^^ 
auch  ein  zweites  Vieleck  abcd^efghia,  aber  nur  noch 
eins  möglich,  welches  die  nemlichen . Seiten  und  Wi^' 
kel  hat,  wie  das  Vieleck  ABCDEFÜHIA. 
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yi.  Zwei  Vielecke  sind  einander  gleich,  wenn  alie  Sei^ 
ten,  hi$r  auf  eine,  und  alle  Winkel,  bis  auf'  zwei,  die  an  ei^- 
ander,  aber  von  der  ausgenommenen  Seite  getrennt  liegen, 
in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem  <mdem* 

Z.  B.  wenn  bis  auf  die  eine  Seite  EF  (Vig*  69.%  iind 
die  beiden  Winkel  A  nnd  B  allea  übrige  in  dem  eiaen 
Vielecke  so  grofs  vorausgeseUt  wird,  als  in  dem  andern^ 
so  sind  d^e  beiden  Vielecke  gleich. 

Beweis.  Die  Vieleck^  BCDB^  bcde  nnd  FGHIA, 
f^Ua  sind»  wie  leicht  z\l  sehen^  in  dem  Falle  (L)»  denn 
die  ibre  Seiten  ^  bis  auf  die  eine ,  BE  beim  ersten  nnd 
ÄF  beim  ^weiten»  nebst  den  von  denselben  eingeschlos- 
teoen  Winkeln,  sind  in  dem  einen  so  grofs,  als  in  dem 
andern.  Folglich  sind  die  Vielecke  gleich,  und  folglich 
n%BE=^be  und  AFz=zaf,  desgleichen  sind  die  Winkel 
DEB^  deb  and  GFAy  gfa,  und  folglich  auch,  weil  die 
Vielecks- Winkel  B  r.nd  P  den  Winkeln  e  und  /  gleich 
seyn  soUea,  die  Winkel  BEF,  bef  und  BFA,  efa  gleich. 
Also  sind  in  dem  Viereck  ABEF  die  drei  Seiten  FA, 
AB  und  BE,  nebst  den  beMen  Winkeln  BEF  und  EFA 
so  grofs,  als  in  dem  Viereck  abef,  die  drei  Seiten  yb,  ab 
nnd  be^  nebst  den  beiden  Winkeln  b{ef  und  efa»  Folg« 
Kch  sind  die  Vierecke  gleich  ($.  76.  IV.)  und  folglich 
ist  auch  BVmzef,  desgleichen  B:=sb,  A^=^a  mithin  sind 
die  beiden  Vielecke  ABC..*..!  und  a5c«.«.,i  Tollständig 
gleich. 

VII.  Zwei  Vielecke  sind  einander  gleich,  wenn  alle 
Seiten,  bis  auf  eine,  und  alle  Winkel,  bis  auf  zwei,  die  von 
anander  getrennt  sind,  und  von  welchen  der  eint  an  der 
^Bt9genomnienen  Seite  liegt,  in  dem  einen  so  grofs  sind,  als 
VI  dem  andern,  zugleich  aber  von  den  beiden  Diagonalen^ 
ö»  der  ausgenommenen  Seite  und  durch  den  getrennten,  aus^ 
fenommenen  Winkel,  diejenige  durch  die  beiden  ausgenom- 
*«ien  Winkel  die  gr'ofsere  ist.  Ist  diese  Diagonal  die  kiei- 
>tere,  so  ist  mit  den  nemlichen  Seiten  und  Winkeln  noch  ein 
zioeites verschiedenes  Vieleck  mjogUch,  aber  nur  noch  eins. 
Z.  B.  wenn  bis  auf  die  eine  Seite  AB  (Fig.  5vi),  und 
die  beiden  Winkel  B  und  E  alles  übrige  in  dem  einem ' 
Vieleck  so  grofs  yorausgesetst  wird,  als  in  dem  anderUi 
sogleich  aber  die  Diagonal  BE  gröfser  ist,  als  die  Dia- 

B^nal  AEf  so  sind  die  beiden  Vielecke  gleich.    Ist  BS 
einer  als  AE,  so  giebt  es  noch' ein  «weitet  Vieleck  mit 
den  nemlichen  Seiten  und  Winkeln«  aber  nur,  noch  eins. 

Beweis.     Die  Vielecke  BCDE,  bcde  und  EFGHIA,  ^ 
rfs^ia  sind,  wie  leicht  ku  sehen,  in  dem  Falle  (I.),  denn 
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alle  ihre  Seiten,  bia  auf  die  eine  BE  im  ersten  und  uiE 
im  sweitex),  sind  in  dem  einem  tu  grofs,  als  in  dem  an- 
dern. Also  sind  die  Vielecke  gleich.  Folglich  sind  auch 
die  Seiten  BEj  he  hnd  AE^  ae^  desgleichen  die  Winkel 
E AI  und  eaii  und  folglich  auch,  vfpilAssa,  die  Winkel 
BAE  und  bae  gleich.  Mithin  sind  in  dem  Dreiecke 
ABE  tvf  ei  Seiten  BE  und  AEy  nebst  dem  Winkel  JS^jB', 
so  grofsy  als  in  dem  Dreieck  bae  die  beiden  Seiten  he 
und  a€j  netist  dism  Winkel  hae.  Folglich  sind  die  Drei- 
ecke BAE  und  bae  gl^ich^  in  so  fern  BE  gröüser  ist,  ala 
AE  ($•  53.)  9  und  folglich  sind  alsdann  die  gesammten 
Vielecke  gleich.  Ist  dagegen  die  Diagonal^^E^  kleiner» 
als  die  AEf  so  isl  mit  den  nemlichen  Seiten  und  Win- 
keln ein  zweites  Dreieck  b^^ae^  wenn  b^^e^s^be^  aber  nur 
'  noch  eins  (§•  63.  IIL)i  also  anch  ein  zweites  Vieleck 
^^ij^ji^ji^fs^^^i  aber  nur  noch  eins  möglich,  welches  die 
nemlichen  Seiten  und  Winkel  hat,  wie  das  Vieleck 
ABCDEFGHIA. 

VIU-  Zit}ei  Vieleclce  sind  einander  gleich  j  wenn  alle 
Seiten^  bis  auf  eine^  und  alle  Winkel^  bis  aj^f  zweiy  die  von 
einander  und  von  der  Seite  getrennt  liegen  j  in  dem  einen 
so  grojs  sindy  als  in  dem  andern. 

Z.  B.  wenn  bis  auf  die  eine  Seite  AI  (Fig.  Sg.)  und 
die  beiden  Winkel  D  und  G*  alles  übrige  in  dem  einem 
Vieleck  so  grofs  vorausgesetzt  wird,  als  in  dem  an- 
dern^  so  sind  die  beiden  Vielecke  gleich. 

Be^o e is.  Die  Vielecke  ABCD  und  ahcdy  DEPO  und 
defgy  GHI  und  ghi  sind,  wie  leicht  su  sehen,  in  dem 
Falle  (I.),  denn  alle  ihre  Seiten,  bis  auf  die  eine  Ap  in 
dem  ersten,  DG  in  dem  zweiten  und  Gl  in  dem  dritten» 
nebst  den  von  ihnen  eingeschlossenen  Winkeln,  sind  in 
dem  einen  so  grofs,  als  in  dem  andern,  Also  sind  die 
Vielecke  gleich.  Daher  ist  auch  AD  =s  ad,  DG::r:dg'  und 
IG=zigy  desgleichen  sind  die  Winkel  BAD  und  bad, 
'  HIG  und  hig,  folglich  auch,  weil^=:a  und  I=^i  seyn 
soll,  die  Winkel  DAL  und  dai,  GIA  und  gia  gleich.  Folg- 
lich sind  in  dem  Viereck  ADGl  die  drei  Seiten  AD, 
DGy  Gly  nebst  den  beiden  anliegenden  Winkeln  DAl 
und  GIA,  so  grofs  als  in  dem  Viereck  adgi  di^  drei 
Seiten  nd,  dg,  gi  und  die  beiden  anliegenden  Winkel 
dai  und  gia.  Folglich  sind  die  Vierecke  ADGI  und  adgi 
gleich  ($.  76.  IV.),  und  mitbin  auch  die  gesammten  Viel- 
ecke ABC:\..J  und  abc f. 
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IX*  Zwei  f^ieUcke  sind  einander  gleich  ^  wenn  atte 
Seiten^  bis  auf  zwei,  die  an  einander  Uegeity  und  alle  Win^ 
hl  in  dem  einen  so  grojs  sind^  als  in  dem  andern* 
'  Z.B.  "wenn  bis  auf  die  beiden  Seiten  AI  und  IH 
(Fi^.  59. )  alles  übrige  in  dem  einen  Vieleck  so  grofs 
Yoransgesetzt  ^ird«  als  in  dem  andern,  so  sind  die  bei- 
den Vielecke  gleich. 

Beweis.  Die  Vielecke  ABCDEFGH  und  abcdefgh 
«ind^  wie  leicht  zu  sehen  ^  in  dem  Falle  (L)»  denn  alle 
Seilen,  bis  auf  die  eine  AH  und  ah^  nebst  den  eiQge- 
scUossenen  Winkeln^  sind  in  dem  einen  so  grofs^  als  in 
dem  andern.  Also  sind  diese  Vielecke  gleich. '  Folglich  ist 
AHszah,  desgleichen  sind  die  Winkel  BAH  und  bah, 
GHAnnd  gha^  und  also,  weil  die  Vielecks -Winkel  ^s=a 
nnd  H=:  h  aeyn  sollen^  auch  die  Winkel  IAH  und  iah^ 
IHA  und  Uta  gljeicb.  Folglich  sind  in  dem  Dreiecke  ^Hi 
die  eine  Seite  AH,  nebst  den  drei  Wiokeln»  so  groüi 
als  in  dem  Dreieck  ahi  die  eine  Seite  dh^  nebst  den  drei 
Winkeln»  und  folglich  sind  diese  Dreiecke  gleich  ($•  4i.), 

mithin  auch  die  gesammten  •  Vielecke  ABC /  und 

aic i.       I 

X.  Zwei  Vielecke  sind  einander  gleich^  wenn  alle  Sei^ 
teUj  bis  auf  zwei,  die  von  einander  getrennt,  aber  nicht  par" 
oüel  sind,  und  alle  JFinkel  in  d^m  einen  so  grofs  sind,  als  in 
dem  andern.  Sind  die  beiden  ausgekommenen  Seiten  paral- 
W,  so  sind  iKUt  den  nemlichen  übrigen  Seiten  und  den  nenv- 
^^»  Winkeln  unzählige  verschiedene  Vielecke  möglich. 

Z«B.  wenn  bis  auf  die  beiden  Seiten  AI  und  DE 
i^^'  59*1  alles  übrige  in  dem  einen  Vieleck  so  grofs 
voransgesetst  wird»  als  in  dem  andern»  bo  sind  diebei- 
d«n  Vielecke  gleich. 

Beweis.  Die  Vielecke  ABCD  nnd  abede,  EEGHI 
Qnd  efghi  git^dy  wie  leicht  £U  sehen»  in  dem  Falle  (L)» 
denn  alle  Seiten »  bis  auf  die  eine ,  AD  in  dem  Ersten 
^Qd  EI  in  dem  «weiten »  nebst  den  davon  eingescblos« 
seilen  Winkeln»  sind  in  dem  einen  so  grofs»  als  in  dem 
tedero.  Folglich  sind  diese  Vierecke  gleich»  und  folg- 
feh  ist  AD  =  ad  und  EI  =  «.  Aber  auch  die  Winke! 
^D  und  bad^  CDA  und  cda,  HiE  und  hie,  FEI  und 
^i  fiind  gleich ,  folglich  sind  auch,  weil  die  Vielecks- 
Winkel  A  und  a,  I  und  i»  D  und  dl  E  und  e  gleich 
•Jyn  sollen,  die  Winkel  DAI  und  dai,  AIE  und'aiV» 
^üE  und  ade,  DEI  und  dH  gleich.  Folglich  sind  in  dem 
Viereck  ADEI  die  beiden  Seiten  AD  und  £/»  nebst  al- 
«n  Tier  Winkeln,  so  grofs,  als  in  dem  Vierecli  adei  di^ 
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beiden  Seiten  ai  nnd  ei  und  alle  yier  Winkel«  ikko 
sind  diese  Vierecke  gleich,  in  so  fem  die  Seiten  AI  und 
D£  nicht  parallel  sind  ($.  76.  VI.).     Mithin   auch  toU- 

sfiindig   die  Vielecke  ABC.,..J  nnd  ahc i.     Sind    die 

Seiton  ^/ tind  DJE  parallel,  so  sind  unzählige  verschie- 
dene Vierecke  ^DJBI  {§.  76.  VI.) ,  und  folglich  mit  den 
nemlichen  Seiten  und  den  nemlichen  Winkeln,  unsählige 
verschiedene  Vielecke  möglich. 

96. 
Anmerkung,     h  Zusammengenommen  also  sind  zwei 
beliebige  J^ielecke  einander  gleich^  wenn  bis  auf  , 

lY  drei  an  einander  liegende  Winkel  ($.  96. 11.)^ 

2)  zwei   an   einander    liegende   und  einen   abgesonderten 
Winkel  {§.  96.  Ill), 

3)  drei  getrennte  Winkel  {§.  96.  IV.),  _ 

4)  zwei  an  einander  liegende  Winkel  und  eine  Seite  da- 
zwischen (§,  96.  I.), 

5)  zwei  ßn  einander   liegende  Winkel  und  eine  Seite    an 
dem  einen  Winkel  {§.  9S.  V.)  (bedingt), 

6)  zwei  an  einander  liegende  Winkel  und  eine  davon  ge- 
trennte Seite  {$.  95.  VI.), 

7)  zwei  getrennte  Winkel  und   eine  Seite  an  dem   einen 
Winkel  ($.  96.  VII.)  (bedingt^ 

8)  ziaei  getrennte  Winkel  und  eine  davon  getrennte  Seite 
-      (J.  96.  VIII.), 

9^  zwei  an  einander  liegende  Seiten  ($•  96.  IX.), 
10)  zwei  getrennte  Seiten  {bedingt)  ( J.  g5»  X.) , 
die  Seiten  und  die  Winkel  in  dem  einen  so  grojs  sind  als 
in  ^dem  andern* 

• 

Mehr  als  diese  sehn  Fälle  sind  nicht  möglich»  weil 
nicht  mehr  als  drei  Winkel  und  nicht  mehr  als  ft  wei 
Seiten  fehlen  können.  Fehlen  mehr  Seiten  oder  mehr 
Winkel,  so  sind  mit  den  nemlichen  übrigen  Seiten  nack 
Winkeln  uneählige  verschiedene  Vielecke  möglich. 

II.  Die  gleich  grofs  vorausgesetzten  Stücke  sind 
wiederum  die  bestimmenden  Stücke  von  Vielecken^ 
welche  nicht  von  einander  abhängen,  sondern  wilikühr- 
lieh  sind,  von  welchen  aber  die  übrigen  Stücke  abhäa-- 
gen.  Man  kann  also  die  obigen  10  Sätze  auch  wie  folget 
ausdrücken. 

1.  Mit  den  nemlichen  n  Seiten  und  n  "^  5  Winkeln^ 
wenn  die  fehlenden  3  Winkel  an  einander  liegen  y  ist  nur 
ein  n  ISck  möglich. 
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2.  Mit  den  nemlichen  n  Seiten  und  n  — 3  Winkeln^ 
wenn  von  den  fehlenden  Winkeln  zwei  an  einander  liegen^ 
der  dritte  davon  getrennt  ist,  ist  nur  ein  n  Eck  möglich, 

3.  Mit  den  nemlichen  n  Seiten  und  n  —  5  Winkeki^ 
wenn  die  fehlenden  drei  Winkel  von  einander  getrennt  sind, 
ist  nur  ein  n  Eck  möglich. 

4.  Mit  den  nemlichen  tk  —  i  Seiten  und  den  dcuwi- 
«cÄf/i  liegenden  n — 2  Winkeln  ist  nur  ein  nEckmöglichm 

5.  Mit  den  nemlichen  n  —  i  Seiten  %  und  n  —  2  Win^ 
fcrf/i,  wenn  die  fehlenden  zwei  Winkel  an  einander  liegen 
und  einer  davon  an  der  fehlenden  Seite  liegt ^  ist  nur  ein 
n  Eck  möglich ,  in  so  fern  die  Diagonal  durph  den  zweiten 
fehlenden  Winkel  kleiner  ist,  als  die  anliegend^e  gegebene 
Seite,  Ist  die  Diagonal  grbfser,^so  sind  mit  den  nemlichen 
Seiten  und  Winkeln  zwei  verschiedene  n  Ecke  möglich^ 
aber  nur  zwei, 

6.  Mit  den  nemlichen  n  —  i  Seiten  und  n  —  2  Winkeln^ 
wenn  die  beiden  fehlenden  Winkel  zwar  an  einander ,  aber 
von  der  fehlenden  Seite  getrennt  liegen^  ist  nur  ein  n  Eck 
möglich, 

7.  Mit  den  nemlichen  n  —  i  Seiten  und  n— 2  Winkeln^ 
wenn  die  beiden  fehlenden  Winikel  zwar  von  einander  ge^ . 
Xrermt  sind^  der  eine  aber  an  der  einen  fehlenden  Seite  liegte 
ist  nur  ein  n  Eck  möglich  y  in  so  fern  von  den  beiden  Dia- 
gonalen^ an  der  ausgenommenen  Seite j  und  durch  die  getrenn- 
ten aiisgenommenen  Winkel,  diejenige  durch  die  beiden  aus- 
genommenen  Winkel  die  grofsere  ist.  Ist  diese  Diagonal 
die  kleinere^  so  sind  mit  den  nemlichen  Seiten  und  Winkeln 
zwei  verschiedene  n  Ecke  möglich ;  aber  nur  zwei, 

8.  Mit  den  nemlichen  n  —  i  Seiten  und  n  —  2  Winkeln^ 
wenn  die  beiden  feldenden  Winkel  von  einander  und  von  der 
fehlenden  Seite  getrennt  sind,  ist  nur  ein  ü Eck,  möglich. 

9.  Mit  den  nemlichen  n> — 2  Seiten  und  n  Winkeln^ 
yfenn  die  beiden  fehlenden  Seiten  an  einander  liegen,  ist  nut 
ein  n  Eck  möglich. 

10«  Mit  den  nemlichen  n— 2  Seiten  und  n  Winkeln^ 
I0e7m  die  beiden  fehlenden  Seiten  von  einander  getrennt  und 
nicht  parallel  sindj  ist  nur  ein  n  Eck  möglich.  Sind  die 
hiden  fehlenden  Seiten  parallel,  so  sind  mit  den  nemlichen 
ihrigen  Seiten  und-  den  nemlichen  Winkeln  unzählige  ver^ 
^iedene  Vielecke  möglich. 

Die  Gleichheit  der  Vielecke  ist,  wie  man  sieht,  aar 
ui  dea  drei  Fällen  (5^  7  ynd  10 )  noch  einer  Bedingung 
«»iterwolrfeo :  in  allen  andern  Fällen  findet  sie  onbe- 
%t  Statt     '  * 
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III.    Man  kann  auch  die  Sätse  von  der  Gleichheit 
der  Vielecke,^  wie  folgt,  znsammenfaBseii. 

A.  Mit  dennendichen  n  Seiten  und  n — 5  fFinkelitj  tvie 
auch  die  drei  fehlenden  Winkel  liegen  mögen  ^  an  einander^ 
oder    zum  Theil ^   oder  alle  getrennt^    ist  nur   ein  n  Eck 


möglich. 


ß.  Mit  den  nemlichen  o  —  1  Seiten  und  n  —  2  Win- 
keln 9  wie  auch  die  fehlende  eine  Seite  tird  die  fehlenden 
zwei  Winkel  liegen  myogen,  an  einander^  oder  zum  Theilj 
oder  alle  gelrennt ^  ist  nur  ein  n  Eck  möglich y  ausge- 
nommen 

«)  wenn  die  fehlenden  zwei  Winkel  an  einander  und  einer 
davon  an  der  fehlenden  Seite  liegt*     Ist  in  diesem  Falle 
die  Diagonal  durch  den  zweiten  fehlenden  Winkel  ßro- 
fser,  als  die  anliegende  gegebene  Seite ^  so  sind  mit   den 
nemlichen  Seiten  und  Winkeln  zwei  verschiedene  n  Ecke 
m.Qglich;   aber  nur  zwei, 
ß)  Wenn  die   beiden  fehlenden  Wi?ikel  von  einander  ge- 
trennt sindj  der  eine  davon  aber  an  der  fehlenden  Seite 
liegt»     Ist  in  diesem  Falle  von   den  beiden  Diagonalen 
an  der  fehlenden  Seite  un,d  durch   die  getrennten^  aus^ 
genommenen  Winkel   diejenige  durch  die  beiden  fehlen- 
den Winkel  die  kleinere^  so  sind  ifdt  den  nemlichen  Sei- 
ten und  Winkeln  zwei   verschiedene   n  Ecke  möglich; 
aber   nur  zwei. 
C.    Mit  den  nemlichen  n  —  Q  Seiten  und  n  Winkeln^  wie 
auch  die  fehlenden  zwei  Seiten  liegen  mögen ,  an  einander^ 
ader  getrennt ,  im  letzten  Falle  Jedoch  nur  dann ,  wenn  die 
beiden  fehlenden  Seiten   nicht  -parallel   sind^    ist  nur   ein 
n  Eck  möglich*     Sind   im   zweiten  Falle   die  beiden  fehlen- 
den Seiten  parallel,  so  sind  mit  dem  nemlichen  übrigen  Sei- 
ten und   den  nemlichen  Winkeln    unzählige  verschiedene 
Vielecke  möglich, 

Fehlen  mehr  als  zwei  Seiten^  oder  mehr  als  drei  Stiicke : 
Seiten  und  Winkel  j  oder  Winkel  allein  y  so  sind  mit  den 
nemlichen  übrigen  Seiten  und  Winkeln  unzählige  verschiedene 
nEcke  möglich* 

Die  Untersnchnng  der  Gleichheit  von  Vielecken  mit 
^  einspringenden  und  überspringenden  Winkeln 
gestattet  wieder  der  Raum  nicht. 

m 

97. 
Anmerkung,    So  wie  bei  Vierecken,  können  anch 
bei  Vielecken    nicht   blos   die  Seiten   und   die  Winkel, 
welche  sie  mit  einander  einschliefsen,  sondern  auch  die 

Sei- 
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Seiten  und  Diagonalen,  oder  Diagonalen  allein»  neb&t 
den  Winkeln^  die  sie  mit  einander  machen,  bestim. 
nende  Stücke  seyn,  -vrelches  unxähUge  verschiedene  Fälle 
fiebt^  die  sich  aber,  wo  sie  vorkommen,  mit  Hülfe  d^r 
obigen  Liebrsätse  behandeln  lassen. 

98.         '       ^ 
Erklärung.     Gleichliofende  Seiten  nnd 
Winkel    in  gleichen  Figuren    sollen   diejenigen  hei/sen, 
welche  in  der  einen  Figur  so  groß  sind,  ols  in  der  andern j 
und  zwischen  gleichen  Seiten  und  gleichen  Winkeln  hegen. 

Gleichliej^ende  Diagonalen  in  gleichen  Figit-  . 
ren  sollen  diejenigen  heifsen ,  welche  mit  den  Seiten ,  oder 
mt  andern  Diagonalen  der  beiden  gleichen  Figuren^  mit 
■welchen  sie  xusammjejtstojien ,  gleiche  Ptgtireh  w^schlüfsen^ 
2.  fi.  in  (Fig.  5g. )  würden  IE  und  ie  gleichliegende  Diago-^ 
nalen  seyn^  wenn  die  Figuren  gleich  und  IH  und' Utk  ^  HG 
und  hg,  GF  und  gf,  F£  und  fe  gleiche  Seiten  sind* 

Gleicbliegende  Linien  überhaupt  in  gtei'^ 
dien  Figuren  sollen  diejenigen  heifsen ,  welche  mit  den  Sei-^ 
teriy  oder  Diagonalen  ^  oder  andern  gleichliegenden  Linien, 
mit  welchen  sie  zusammensto/sen,  gleiche  Figuren  einsehe- 
fien,  z.B.  in  (Fig.  69.)  sind  PQ  und  pq  gleichliegende 
Imen,  wenn  die  Figuren  ABCDQP  und  abcdqp  gleich  sind* 

99. 

Lehrsatz.  In  gleichen  Vielecken  sind  nicht  allein 
du  gleichliegenden  Seiten  und  Winkel,  sondern  auch  alle 
^leichltegenden  Diagonalen  und  sonst  gleichliegende  Li-- 
mm,  nebst  den  Winkeln,  die  sie  mit  einander  und  mit 
dtn  Seiten  der  Figuren  einschUefsen,  gleich. 

Beweis.  Da  alle  diese  Linien,  nach  der  Vorans- 
jetEtiDg,  solche  sind,  die  mit  andern  ffleichliegeAdea 
odten,  Diagonalen  oder  beliebigea,  gleichliegenden  Li* 
nien  gleiche  Fignren  einschlief sen ,  so  sind  sie  Seiten 

iUicher  Figaren,  nnd  folglich,  nebst  den  Winkeln, "^ 
te  sie  mit  beuebigen  gleichliegenden  Linien  einschlie* 
I»ö,  gleich« 

Centricitkt   der  Vielecke. 

100. 

I    .  Lehrsatz.    In  jßdem  VitUck  mit  Uner  gradenZd^Z  poh. 
»^#a,  welches  einen  Mittel -Fand  der  Ecken  hmt,  ist  die 
Crellc*«  Geometrie.  6 


> 
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Sunif^fi  des  erst§j\f  Uritten^  fünften  tnc,  fVinkeh  gleich  der  Summ* 
dst  uveiten,  vierten^  sechsten,  ^te.  Winkelte  * 

BsMfeis'  Wenn  M  <k*i^  Mittel  -  Pun et  der  Ecken  der 
Fi£or^ßC9£j'GH(Fis.6o..I.)  ist,  so  13«  JM=zBM::::CMz=DM 
=::EM\=:FM=:zGM^IIM,  Als©  sind  alle  die  Dreiecke  AMß^ 
BMC^  CMD  etc.  gleichs'cbenklijfe  über  JB^  BC^  €D  etc.,  und 
folglich  ist  Ä  2=  i,  ^=  c,  y  =  </,  d  =:  e,  i  =/,  9  =  5^,  jj  =  A,  ^  =i  0. 
Daraus  folgt 

,  Die  über  efnander  steb«ndcn  Wiokcl  iu  diesen  beiden 
Reiben  sind  gleicb,  und  der  erste  Winkel  a  in  der  obern  Ufeüie  ist 
dem  letzten  ij  in  der  untern  Reibe  gleich.  Da  nun  a  -|-^  =  ^, 
h  4-  p=i  B,  c  +  y  =:  C  etc. , '  so  ist 

101; 

Zusat;i^,  Ist  die  Zahl  der.  Seiten  eines  xnncJi  den  Ech^n 
eentrUchen  Vielevks  ungrade,  ^o  ist  die  Summe  des  zweiten ^  vier^ 
ten,  sechsten  etc.  und  desj-eht^en  Theils  vom  ersten  PJ^'inkel  an 
der  grudenHinie  nttch  dem  Jvlitlelpuncty  welcher  nach  dem  letz-- 
ten  fVinkel  zuliegt^  gleich  der  Summe  d4s.  ühri g0n  Thhilt 
vQm  ersten  ^f^inkei  und  .des  drittert^  fünften ^  siebenten  etcm 
PTinkeU.  . 

I.  Denn  man  stelle  sieb  vor,  das  Vieleck  habe  eine  Seite  mebr,  die 
aber  Null  ist,  wodurch  die  Zahl  der  Seitea  grade. wird,  so  sind  die 
W^inlpl  an  dieser  Seite  rechte.  Z.  B.  w«nn  die  letzte  Seite  AH 
(Fig. 00. 1.)  Ntill  wäre,  s^  wöircn  a,und  ij  recht«  Wiakel>  also  wäre 
in  dem  fieweise  von  (J.  loo.) 

c=:        *  +  /?+^  +  d-^/+9-fA  +  e,  ^    . 

oder 

a  +  C  +  E  4- ö  ==  B  + 1>  +  F  +  Ä . 

IL   Will  mdn  sieb,  wenn  die  Zahl  der  Seiten  eines  nach  den  Bdrrn 

centrischen  Vielecks  ungrade  ist,  an  einem  Winkel»  z.iB,  A^  «ine 

auf  den  Halbmesser  AM  senkrechte  Linie  PQ  (^Fig.  ^  11.)   vor« 

stellen,  so  ist,  wie  aus  (I.),  leicht  zu  sehen, 

p^ß  +  C+ E  +  G=i=B  +  ^  +  F+ (?^P. 

•  102, 

Lehrsat z»  In  jedem  Vieleck  mit  einer  g r a d e n  Zahl  t?on 
Seiten;  welches  einen  Miittl^^T  und  der  Seiten  hat^  istdie^Sum^^ 
me  der  ersten ,  dritten  f  fünften  etc.  Seite  ^  gleich  der  Summe  dsr 
zweiten,  t>ierten,  sechsten  etc.  Seite, 

Beweif.  Wenn  das  Vieleck  .^5 CDfFtßH  (Fig.  6i.  L)  cent- 
tiseh  nach  flen  Seiten  und  71^  sein  Seiten-  Mittel-Punct  ist, 
so  balbiren  AM,  BM,  CM  etc.  die  Winkel  A,  B,  C  «te.  (ff.  ^^.y^ 
Also  ist  MBJi^inMBB^,  MCB.zzzMCCi,  etc.  Sind  nun  A^  Hai, 
B^Mi  C,7W,  Dj^M  etc.  Pernendikel  aus  M  auf  die  Seiten,,  so  sind 
die  rechtwinkligen  Dreikk^  mBJ^  und  MSB^,  MCß^  und  MCC^ 
etc.  gleich,  weil  sie  eine  gemeinschaftliche  Seite  haben  und  die  Win- 
kel  in  dem  einem  so  grols  sind ,  als  in  dem  and^n.  Also  ist 
BAi  =  BB,,  CB^ :=£ CC^,  DC^^^ DD^,  ED,  =  ££,,  FE^  =  FF^^ 
OFi^SiCOi,  HO^tizHHi,  AHj^z;;:AAit 
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/ 

Also  ist  «och 

=  Bfi,  +  CB,  -f  DD,  +  £D,  -f  FF,  +  C?Fj  +  HH^  +  irfH,. 

Die  über  eioinder  stehenden  Linirn  in  diesen  hmdea  Bfihen 
sind  gleich,  und  die  erste  Linie  ^-^x«  in  der  obern  Iloihe,  ist  der  JcIk- 
ftrn  jH^  in  der  nnlem  gleicb.  Da  nan  jiJ^'^BA^r:zABf  CC^ 
+  Z)C.  =  CD  etc.,  so  ist  .    '  -  • 

AB  +  CD  +  £F+  GHs::BC  +  D£  +  F€J  4-  RA. 

103. 

Zusatz,  Ist  die  Zahl  der  SriUn  eines  nath  den  Seiten 
eentritcken  J^ielecks  nnf^rade,  so  ist  die  Summe  des  zweiten^  vier* 
tfff,  sechsten  etc,^  und  des  ersten  Theils  der  ersten  Seite  p  bis  an 
den  Perpendikel  aus  dem  Jl^ittelpunct,  gleich  der  Summe  der  dfit^ 
ttn^  fünften^  siebenten  eU,  Seite  und  des  zweiten  Theils  der  erit^ii 
Stile, 

Zu  B,  in  (Fi«.  61.  IT.)  ist     .  ' 

A,B  +  CC.  +  CjD  +  ££,  +  EiA 
s=iJB,  +B,C  +  DDi +  /),£  + -rf^,  oder 
J^B^CD^EA^BC-^-DE^AA^. 

-    104. 

Lehrsalz,  Nach  den  Ecken  centrisehe  Vielecke 
und  einander  gleich^  wenn  alle  Seit$n  in  dem  einen  so  grofs 
JiBii,  als  .in  dsm  andern. 

Beweis.  Zunächst,  ist  der  Halbmesser  der  beid^  Vleledc 
gleich.  Denn  wäre.  2.  B.  der  Ilalbmesjer  AMzn  BM  de»  Vieleck« 
1.  (Fig.  62.)  gröfser  als  der  Halbmesser  ccfi'=:ßft  des  Vit^ecks  II,  wÄh« 
rend  JB=z  aß  ist,  «o  wäre  Qothwendig  der  Winkel  AMB  kleiner, 
4I*  der  AVinkcl  xpß.  Denn ,  wenn  Pill  nnd  nft  Perpendikel  aus  M^ 
i\d  AB  nnd  ans  fi  auf  etß  sind,  so  isi  AP=zPB^iABz=^Kß 
^anszznß^  weil  AM,  BM  nnd  ufi^  ßfi  gleich  lange  schräge  Linien 
nnd,  die  sich  von  den  Perpendikeln  PK/l  ond  «^  gleich  weit  entfer- 
fio»  (f.  59.  IJI.).  Also  wäre  in  den  rechtwinklige«  Dreiecken  PBM 
«ad  stßfL,  sobald  BM  gröiser  wäre,  als  /«/»,  der  Winkel  PMB<  itftß, 
innBM  wäre  eine  längere  schräge  Linie,  als  ß/i  aus  denselben 
IHiQcten  B  nnd  ß  dos  Perpendikels  BPz=zßny  die  also  mit  der  Grund- 
lioie  PM  einen  kleineren  Winkel  PMS  maekt,  als  irfiß  ist  ($.  6s.  II.)» 
folglich  wäre  auch,  weil  AMB:=z:iPMB  nnd  afiß=:2nftß  ist  .((• 
^.m.),  AMB<ecftß,  So  aber  wi'irde  es  sieb  auch  mit  allen  übri- 
ItCD  gleichschenkligen  Dreiecken  BMC,  CMD  etc.,  ßfi/f  ffnd  etc.  ver» 
Mira.  A4so  wörde  die  Summe  der  Winkel  um  M  kleiner  leyn; 
»Is  die  Summe  der  Winkel  um  f».  Wäre  AM<  dfi^  so  würde- Mif 
feelbe  Weise  die  Summe  der  Winkel  um  M  gröfser  seyn,  als 
die  Summe  derW^inkel  um  ft.  Beides  ist  nicht  möglich,  weil  vieU 
«ebr  die  $i]«ime  der  Winkel  nm  M^  Vth  am  fti  gleich  vier  reoh* 
ten,  und  also  nothwendig  gleich  grofs  ist.  Also  sind  die  Halbntes« 
^i  der  beideja  Vielecke  nothwendig  gleich.  , 

Deshalb  sind  aber  weiter  die  Dreiecke  AMB,  BMC,  CMt>  eljc/ 
^Mtlich  den  Dreiecken  oc^ß,  ß/iy,  y/iS  etc.  gleich ;  denn  alle  drei 
^ten  in  jedem  ersten,  sind  der  Reihe  nach,  so  groCs,  ala  die  drei 

-  6* 
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Seiten  in  ]e<lem  andern.  Also  sin'd  auch  die  Winkel  ABM.  und 
»Bfiy  MBC  nnd  fißj  etc,  folglich  die  Winkel  B  und  /?»  C  und  f  etc. 
^eidi.  Mitbin  sind  alle  Seiten  und  alle  Winkel  in  den  beidenVifl- 
ecken  gleich,  .nnd  folglich  sind  die  Vielecke  selbst  gleich« 

i05. 

Lehrsatz.  Nach  den  Ecken  eentrisch^  Vieltckt^ 
in  deren  einer  Seite  der  JMiittelpunet  liegty  sindeinander 
gleich  f  wenn  alle  Seiten  bis  auf  diese  eine^  in  dem  einen  so  grofs 
vorausgesetzt  werden^  als  in  dem  andern. 

Betoeis^^  Wie  in  (g.  io4.)  wird  gexeigt,  dafs,  wenn  die  Halb- 
messer der  beiden  Vielecke  I.  und  II.  (Fig.  63.)  ungleich  wären,  die 
Winkel  JMD  nnd  «/4/9,  BMC  und  ßfiy  etc.  und  folglich  ihre  Sum- 
men nicht  gleich  seyn  könnten.  Gleichwohl  sind  diese  Summen  ia 
beiden  Vielecken  gleich  zwei  rechten.  Also  können  die  Halb- 
messer nicht  ungleich  seyn.  Deshalb  ist  jiM=ME=s::ecfi:=ftt%  und 
folglich  JEzszeci.  Also  sind  in  den  beiden  centrischen  Vielecken  T. 
und  IL  alle  Seiten  ohne  Ausnahme  gleich ,  and  folglich  sind  die 
Vielecke  selbst  einander  gleich. 

106. 

Lehrsatz,  L  fVenn  der  MitteUPunet  eines  nach  den 
Ecken  centrischen  Vielecks  in  einer  Seite  der  Figur  liegt,  so 
sehliefsen  die  graden  Linien  aus  Jeder  Ecke  der  Figur  natn  den  Enden 
der  Seite^  in  welcher  der  Mittel-  Punct  liegt,  reichte  ff^inkel  ein. 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  64.)  AM^BMz=zCM=DMz=iEM^FM 
ist,  so  sind  AGB,  ADB,  AEB,  AFB  rechte  Winkel. 

Beweis,  Da  nach  der  Voraussetzung  MA  ::=:  MB = MC = MD 
xzME^JcMF  ist,  so  ist  der  Mittel -Punct  der  Ecken  M  des  Viel- 
ecks ABCDEF  auch  zugleich  der  Mittel -Punct  der  Ecken  aller  der 
Dreiecke  .^BC,  ABD,  ABE,  ABF.  Und  da  der  Mittel -Puncl  in 
einer  Seite  dieser  Dreiecke  liegt,  so  sind  die  Wiolkel  ACB,  AuB^  ^ 
AEBy  AFB,  der  nemlichen  Seite  gegenüber,  rechte  ($.  69.  I«)* 

II.  PVenn  die  graden  Linien  ans  zwei  auf  einander  folgenden 
Ecken  eines  Vielecks  nach  jedert  andern  Ecke  rechte  PP  inkel  vtiü". 
ehan,  so  ist  das  Vieleck  centrisch  nach  den  Ecken  nnd  sein 
Mittel 'Punct  liegt  in  der  Mitte  der  gemeinschaftlichen  Grundlinie 
der  an  den  Ecken  reehtivinkligen  Dreiecke» 

Beweis.  Wenn  AB  (Fig.  64.)  die  Grundlinie  ist,  also  die 
Dreiecke  ACB,  ADB,  AEB,  AFB  in  C,  D,  £>  F  rechte  Winkel  ha- 
ben« so  haben  sie  s&mmtlich  einen  gemeinschaflichen  AfitteI-Po"<^ 
der  Ecken;  denn  der  Mittel- Punct  von  jedem»  lieet  in  der  Mitte  der 
cemeinschaftlicben  Grundlinie  ((.  69.  I.)«  Die  Mitte  der  Grcöndlinie 
ist  also  der  Mittel -Pnnct  der  Ecken  des  Vielecks. 

Von  regelmäfsigen   Vielecke &• 

'  ^  107. 

Erklärung.  Wenn  aUe  Seiten  und  alle  ,JFinkd 
eines  Vielecks  einander  gleich  sind^  so  hei/st  das  FieUck 
regelmäfffif. 


i 
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108. 

Lehrsatz,  t  Regelmä/s/geVieleekesindcen- 
frisch  nacli  den  Ecken  und  centrisch  nach  den 
Seiten,  und  zwar  fällt  der  Mittel  -  PuHct  der  Ecken  in 
den  Mittel  -  Punct  der  Seiten»     ^  . 

Beweis*  Es  sey  itf  (Fi^ 65.)  der  Mittel •  Panct  der 
Eckea   des   Dreiecks  ABC ,  so  ist  AM  =  BM  =  CM. 

Wenn   nun  ABC L  ein   re^elmafsiges  Vieleck  ist^ 

so. ist  AB:=zBC\  also  sind  die  drei  Seiten  des  Dreiecks 
AMB  so  grofs,  als  die  drei  Seiten  des  Dreiecks  BMC, 
folglich  sind  die  Dreiecke  gleich.  Mithin  ist  der  Win- 
kel MBC  gleich  dem  Winkel  MAB.  Nun  sind  aber 
die  Dreiecke  AMB  und  BMC  gleichschenklig  über  AB 
und  BCy  also  sind  die  Winkel  MAB  und  MBA  gleich; 
da  aber  MBC  =  MAB,  war,  so  sind  auch  die  Winkel 
MBA  und  MBC  gleich.  Also  halbirt  die  Linie  MB 
den  Winkel  ABC.  Nun  werden  die,  Winkel  BCD  und 
^J3C  gleich  vorausgesetsty  und  die  Winkel  MCB  und 
,MBC  sind  gleich.  Also  halbirt  auch  MC  den  Win- 
kel BCD.  Daher  ist  MCD  ss  MBC = MAB ,  und  folg- 
lich, weil  MCssMBzzsMA  war,  und  CD=sBCsrAB 
voraosgesetst  wird,  auch  das  Dreieck  CMD  den  Drei-' 
ecken  AMB  und  BMC  gleich.  Also  i^t  auch  BM=s:  CM 
^=:BM:=rs<AM,  Eben  se  wird  bewiesen,  dafs  das  Dreieck 
DiKTEdem Dreiecke jdTM&gleich, und fMäSn^itf  ist ^  u.  s«  w; 
Also  ist  überhaupt  AMi=zBM:s^CMs=:DM.^.^.::^LM, 
das  beifst:  der  Punct  ilf^  ist  der  MitteKPuoct  der 
Ecken   der  Figur. 

Da  ferner,  wie  bewiesen,  s. -B.' die  gradeu^^liiaieii 
BM  und  CM^  die  Vieleeks- Winkelt  und  G  halbi«' 
reu  ,  so  ist  iil  der  Mittel -Punct  der  drei  Linien  AB^ 
BC  und  CD  ($.  74.),  und  eben  so  der  drei  Linien  BC, 
CD,  DJS  etc.  Folglich  ist  der  Eck- Mitte). Punct 
M  auch  zugleich  der  Mittel- Punct  der  Seiten 
des  regelmafsigen  Vielecks. 

II.     Vieledce    sind    regelm äfs ig,    wenn    sie   cen--. 
irisch  nach  den   Ecken   und  gleichseitig'  sind» 

Beweis.  >  Dens,  wenn  in  (Fig. 65.)  ABsszBC.^^CD 
etc.,  und  AM=BM=^CM  etc.  ist,  so'sind  die  drei  Sei- 
ten der  Dreiecke  AMB,  BMC,  CMD  etc.  in  dem  einem  . 
so  groDs ,  als  in  4em  andern.  Also  sind  diese  Dr.eieoke 
l^fich.  Desgleichen  sind  sie  gleichschenklig.,  über  AB, 
BC,  CD  etc.  Also  sind  die  Winkel^,  B,  C-T...  dop- 
pelt so  groCs,  als  die  unter  einaixder;glei9hen 


/ 
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Winkel  o,  ß,  c  etc.  Folglich  sind  die  Winkel  de«  Vieh 
ecks  At  jBf  C .....  einander  gleich  und  folglich  ist  da« 
Vieleck   regelmäfsig«  I 

III.     Vielecke  sind  r^gelmä/sig ,     wepn   sie    Cen- 
trisch   nach   den  Seiten   und  gleichwinklig  sind* 

Beweis.  Denn,  wenn,  das  Vieleck  (Fig.  65.)  can- 
trisch  nach  den  Seiten  ist,  nnd  M  ist  der  Seiten  -  Mitel- 
Punct,  so  halbiren  die  graden  Linien  AM,  BM,  C2)f  etc« 
die  Winlf  el  ^,  5,  C  etc.  Da  nun  diese  Winkel  gleich 
vorausgesetzt  werden^  so  sind  auch  ihroHälften  gleich. 
Also  sind  die  Dreiecke  AMB,  BMC,  CMD  etc.  gleich- 
«chenkliff  über  AB,  BC,  CD  etc.  Folglich  sind  die  Li- 
nien  AM,  BM,  CM  etc.  gleich,  und  folglich  auch  die 
/Dreiecke  AMB,  BMC^  CMD  etc.,  indem  zwei  Seilea 
«und  die  Winkel  in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  io  dem 
andern.  Also  ist  AB=:BC=  CD  etc.,  das  heifsl :  die  Sei- 
lten des- Vielecks  sind  gleich,  und  folglich  ist  das  Vieleck 
regielmäfsig. 

-   »    JNi.     Viele^k^   sind   reg^lmä'/sig,    yjenn^^si^  oen- 
irisch  nach^  den  Seiten   und  gleich  s  eit  ig  ^  sind. 

Beweis.  Denn,  wie  in  (III.)^  halbiren  die  Läoiea 
AM,  BM,  GM  etc.  di©  Winkel  A,  B,  C  etc.  Also  i»t 
rrB.  6ä/?.  Es  wird  aber  ^jB  ss  jBC  yorausgesettt  und 
BM  ist  sich  selbst  gleich.  Also  sind  die  beiden  Drei- 
ecke AMB  und  BMC  gleich.  Eben  so  sind  die  Dreiecke 
BMC  und  CMD,  DME  und  BMF  etc.  gleich.  AUo  ist 
AM=zBMt=zCM  etc,  und  folglich  ist  das  Vieleck  auch 
.  cen trieb  nach-  den  Ecken.  Da  es  nun  gleichseitig  ^or- 
ausgesietst  ivrrd,  sb  ist  ^s  au  Folge  (IL)  regelmäfsig' 

109, 
Lehrsatz.     Die  Winkel   am  Mittelpuncte  eines  re- 
gelmäfsigen  Vielecks^  den  Seiten  gegenüber^  sind  sämmtHch 
einander  gleich,  und  zwar^   wenn  das  Vieleck  n  Seiten  hat, 

4t0 

ist  jeder  ßleich  ^^ . 

Be  Weis.  Denn  in  allen  deö  Dreiecken  AMB, BMCf 
CMD  fetc;'(rig.'66.),  wenn  M  der  Mittel  -  Punct  der  Ecken 
undSHten  des  Vielecks  ist,  sind  die  drei  Seiten  in  dem 
einen' so  grofs,  als  in  dem  andern;  also  sind  die  D^^- 
eckcu^d,  folglich  die  Winkel  am  Mittel  •  Puücte  ^i-^*^» 
BMC,  CMD  etc.  einander  gleich.  Und  da  so  viele  solcher 
WiüÄel  Als  Seiten,  also  n  glei<5he  Winkel  vorhanden 


100.  j  1 1 .  VergL  d,  Gröfse  d.  Figur,  ahntd.  Zahl.  67 
lind  die  zasam  meo  Tier  rechte  Aufmachen  y  so  be^trSl^t 
n 

Lehrsatz.  Die  Seiten  des  regelil^a/sigen  Sechsecks 
find  dem  Halbmesser  der  Ecken  gleicK. 

Beweis.  Weqn  ABCDEF  (F^.  66.)  ela  reffelmS- 
fsi^es  Sechseck  ist,  so  ist  %.  B.  AM^=zBMy  und  also 
sind  die  Widkel  ABM  und  BAM  einander  gleich.    Nun 

iit  der  Wiokel  AMBs:^^^.^  ($.^i09-)5  aUo  ist  die 

Somine  der  beiden  Winkel  ABJ}I  und  BAfli  der  tlest 

Ton  2Qy  nemlich  2^  —  -^ss:-^,  folglich  beträgt*  jeder  der 

beiden  Winkel,  weil  sie  einander  gleich  sind,  — ,  nnd 

folglich  sind  in  dem  Dreiecke^  AMB  alle  drei  Winkel 

{leicb,  nemlicfa  gleich  -^^  mithin  auch  die  drei  Seiten^ 

und  MgUch  istAB^AM^BMy  das  heifst:  die  Seiten 
des  regelnxäfsigen  Sechsecks  sind  dem  Halbmesser  der 
Scken  gleich. 


Zweiter  Abschnitt« 

Von  der  Gro&e  oder  dem  Inhalte  der  Figuren  an 
der  Ebene  und  dem^  was  davon  abhängt. 


A.  ^Vergletchung    der    Gröfse    der    Figuren 
ohne  Hülfe   der   Zahl,    oder  geometr-tsoK 


'I  • 
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Erklßrunff.  L  Das  Perpendikel  ans  einer  hetiehi-  ^ 
8^  Winkelspitze  eines  Dreiecks  auf  die  gegenüber.  He- 
mde Seite  hHfst  des  Dreiecks  Höhe,  und  4ie  Seite ,  auf 
y^dcher  die  Höhe  senkrecht  steht  ^  des  Dreiecks  Grund- 
iinie.  Jede  Seite  eines  Dreiecks  kann  zxir  Grundlinie  ^^- 
^(»nmen  werdeni   die  zugeliorige' Hohe  ist  immer  das  Per^ 


\' 


\ 


V 


y 
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^  \.TkeiL   2.  Buch.   9,.  jäbscknitt.^  .115.  u6. 

« 

Da  nan  IK  nit  GH  paralUl  sayn   «oll^  «o   fallt  IK  ia 
£^F  iiad  RdFB  iat  eine  {^rade  Linie. 

*NaD  wird  IK  ^laich  Gff  veraotfgeaettt  kUfi  ist» 
wenn  /ioSiälU,  EFzsCD.  Es  wird  aber  auoli  ^ 
zsiCD  voraus^esetBt.  Also  ist  EF:s:^AB,  Folglich  ist, 
wenn  man  beiderseits  ^F  absieht^;  EA  =  /!0.  ferner  ist 
in  den  Parallelogrammen  ABCD  und  EFCD^  AC=BD 
und  EC=sPD  ($43.).  Also  sibd  in  dem  Dreiecke  J?^C 
alle  drei  Seiieu  so  grofs,  als  in  dem  Dreieck  FJ3D, 
folglich  sind  diese  Dreiecke  gleich  und  folglich  aoclr 
gleich  grofs.  Zieht -man  nun  von  dem  Trapeze  £BCD 
das  Dreieck  EAC  ab,'so  bleibt  das  Parallelogramm  ABCDj 
jaad  sieht  man  ypa  dem  oemlichen  Trape&e  ^BCÜ 
da^  gleich  grofse  Dreieck  FBD  ab,  so  bleibt  das 
Parallelogramm  EFCD  übrig.  Also  sind  die  Parallele- 
gramme  ABCD  uni EPCV  pde^r  IKGH  gleich  grofs; 
AfiLS  heifst:  Parallelogramme  von  gleichen  GrandHoieQ 
und  Höben  sind  gleich  grofsv 

Zusatz*  I.  Jedes  ParcUleiogramm  ist  so  grofsi,als 
ein  Be  cht  eck  von  gleicher  Grundlinie  und  Hohe  ($.  ^i^^«)) 
denn  das-  Recht  eck  ist  ehenfalls  ein  Parcdlelosrdmw.. 

II.  Parallelogramme  von.gleichen  Grundlinien,  zwischen 
einerlei  Parallelen^  sind  gleich  gno/s  ($.  ii4.  und  43.)' 

116. 

Lehrsatz.  Ein  Dreieck  ist  halb  so  gro/s,  als  ein 
hehepiges  Parallelogramm  von  gleicher  Grundlinie  und  Hohe* 

Betaeisr  Es  sey  GF  (Fig.  71.)   ^ne  grade »Linif 
durch  Ay  mit  der  Grundlinie  BC  des  Dreiecks  ABC  par- 
allel, und  CF  8^Y .  mit  AB  parallel«  ao  ^iod  in  dem  Drei- 
eck ABC  die  Seite  AC  nebst  den  beiden   anliegenden 
Winkeln  BAC  und  BGA  so  grofs,  als  in  dem  Dreieck 
.AEC^ie  Seite  AC  mit  den  beiden  anliegenden  Winkeki 
<  ACF  und  CAF,  denn  die  Wechselswinkel  zwischen  i.^^ 
Parallelen  bey  A  und  C  sindi  gleich«    Also  sind  die  bei' 
:den  Dreiecke  gleich,  und  folglich  auch  gleich  grofs. 
Mitbin  ist  .da^  eine  Dreieck  ABC  allein,  halb  so  gr  0  f «t 
als  das  Parallelagramm  AEBC.    Aber  dieses  Parallele« 
gramm  ist  eben  so  grofs,  als  ein  (beliebiges  anderes  P*r- 
nUelOgramm  DEBG  von  gleicher  Gkrundl&iie.  und  Höke 
($.  ii4.),  oder  mit  rfeidier  'Grundlinie  u»d  ewi^^^" 
gleichen  Parallelen  f$.  ii5.  IL).    Also  ist  das  Di^eieck 
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ABC  halb  ao  grofs^  ab  ein  beliebige« ParallelograHim 
DEBC  von  gleicher  Grandlinie  uod  Hohe.       . 

117. 

J^ US  ätze.  I.  Ein  Dreieck  ist  halb  so'grofs  als  ein 
Rechteckigen  gleicher  Grundlinie  und  Hohe.  Denn  Bfi 
beliebigen  Paralleloerrammen ,  von  gleichen  Grund^ 
linien  und  Hdhen,  gehört  atxch  das  Rechteck. 

IL    Ein  Dreieck  9  Reiches  mit  einem  Parallelo^amfne 
oder  Rechtecke  .gleiche  Grundlinie  hat^  und  dessen  Spitze  in 
der  andern  Parallele  liegt ,  ist  halb  so  grojs,  als  das  Par^ ' 
ollelograTnm,  ' 

III.  Dreiecke  von  gleicher  Grundlinie  und  Hohe  sind 
gleich  gro/s.  Denn  sie  sind  halb  so  grofs,  als  gleiche 
Parallelogramme. 

IV.  Dreiecke  mit  gleichen  Grundlinien,  deren  Spitzen 
in  einer  Parallele  mit  der  Grundlinie  liegen,  oder  Dreiecke 
zwischen  Par€dlelen,  sind  gleich  gro/s:  Denn  sie  haben 
gleiche  .Grandlinien  und  Höhen. 

V.  i^ivei  Dreiecke  sind  gleich  gro/s,  wenn  di^  Grund- 
linie des  einen  der  Hohe  des  andern,  uhd  die  Hohe  des  er- 
sten  der  -Gi'undlinie  des  zweiten  gleich  ist.  Zd.  B.  die  bei- 
den Dreiecke  ^^C  und  ^DjB  (Fig.  72.)  sind  gleich,  wenn 
AE  dem  Perpendikel  BP  und  JkC  dem  Perpendikel  jD() 
gleich  ist.  Denn  die  Dreiecke  sind  die  Hälften  glei- 
cher Rechtecke  HIAC  and  FGAE» 

VI.  Also  auch  Parallelogramme  von  beliebigen  Win- 
keln, tvie  z.  B.  ADKE  und  ABLC  (Fig.  72.)  sind  gleich  grofs^ 
wenn  die  Grundlinie  AE  des  einen  ^    der  Höhe  BP  des  an- 

!  rfer/i,  und  die  Höhe  DQ  des  ersten  der  GruJuUir^e  AC  des 
^  zweiten  gleich  ist ;  denn  die  Parallelogramme  sind  dop- 
pelt so  grofs^  «als  die  Dreiecke  ABC  und  ADE;  anch 
*  sind  aie  von  der  nemlichen  Gröfse  wie  diQ  Rechtecke 
I  AG  und  AI,  welche  einander  gleich  sind,  viMAEssAH 
\   und  ACssiAP  seyn  soll» 

I  Lerhsatz.     I«     Oleichwinklig«  Parallele gramm»  von   gUi^ 

\     dur  Höhe,   sind  zuiammen  so  grofs^   als   ein  Parallelogramm  mit 

*eben  dem^  ff^inkel  und  eben  der  ßöhe ,  dessen  Grundlinie  so  Itti^g 

[     iUf  ale  die  Grundlinien  der  einzelnen  Parallele gramme  zusammen, 

\  Beweis.    Wenn   z.  B.   die  beiden  Parallelogramme  JD  und 

W  (Fig.  75.)  gleiche  ^VIbkel  C,t=:  G  und  gleiche  Hüben  BP^E^f 
Iwben,  «o  sind  die  recbtwinkligeu  Dreiecke  BDP  «nd  HGQ  gleidii 
denn  die  beidea  Winkel  bei  D  und  P,  nebst  der  State  BP%  in  dem 
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'Dreiecke  BB'Pf  sind  so  grofs,  als  die  beiden  Winkel  bei  O  oud  Qf 

und  die  Seite  £0  in  dem  Dreieck  £GO/iind  jLoi^üch  i%l  EGz=.BD. 
Legt  man  also  EG  in  BD,  so  fallen  EF  und  GH  in  grade  linioi 
mit  AB  und^  CD ;  denn  die  Winkel  Jsei  £  und  G  sind  den  Winkeln 
bei  B  und  D  n^cb  der  Voraossetanng  £leich«  Fällt  nun  FE  in  IK^ 
so  ist  auch  IK  mit  BD  oder  ^C  parallel^  und  folglich  ist  die  Figur 
jiJCK^  weiche  die  .beiden  Parallelogramme  jID  und  EH  enth&lt,  ein 
Parallelogramm,  dessen  Grundlinie  CK  so  hing  ist,  ab  ^it 
Grundlinien  der  einaelnen  Parallelogramme  zusammen. 

Ehen  so  yerhält  es  sieb »  wenn  drei  and  mehrere  gleichwinklige 
Parallelogramme  von  gleichen  Höhen  zasammenge^elzt  werden« 

Wenn  man  also  die  Grundlinien  beliebiger  gleichwinkligfr  Par* 
alldogramme  von  gleichen  Höhen,  der  Kürze  wegen,  durch  a,  &;  ^9 

d und  ihre  gemeinschaftliche  Höhe  durch  Aliezeichnet^  so  ist 

(ä.ä)  +  (5.A)  +  ich)  +  ( J.Ä) =(  (a  +  5  +c  +  d )  h). 

II*  Gleichwinklige  ParalUlogramme  von  gleichen  Gruildliuln 
sind  zusammen  so  grofsj  als  ein  Parallel oeramm  von  eben  ßtn 
JVinkeln  nnd  ehen  der  Grundlinie,  dessen  Hölie  so  grofs  ist,  als  dit 
Höhen  der  einzelnen  ParaUelogramsne  zusammen. 

Beweis.  ~Es  sey  die  Grundlinie  GH  des  Paralleloeraoiins  £A 
(Fig  74.)  der  Grundlinie  CD  des  Parallelogramms  AD  gleich  nnd  0 
vsC,  so  f^llt«  wenn  man  GH  in  AB  leet,  H  in  B,  weil  JBstCD 
ist,  und  GE  fällt  in  eine  grade  Linie  mit  AC,  etwa  in  AI;  «b<*n  so 
BKrzzFH  in  eine  grade  Linie  mit  BD.  Auch  ist  IK,  wenn  £Fio 
diese  Lii)ie  Hllli«  mit  AB  und  CD  parallel.  Also  ist  ID  ein  Paral- 
lelogramm von  gleicher  Grundlinie  mit  AD  und  EH^  welches  so  grofs 
ist,  als  beide  zusammen.  Seine  Höhe  aber  ist  gleich  AP'^EQ;  denn 
wie  in  (f.)  folgt,  dafs  die  Perpendikel  EQ  und  IR  gleich  sind,  nnd 
wenn  JR3  eine  grade  Linie  ist,  so  ist  zwischen  den  Parallelen  A^ 
und  CD.  RSt=zAP,  also  die  Höhe  IS  des  Parallelogramms  /D> 
gleicb  EQ  +  AF. 

Ehen  so  verhält  es  sich,  wenn  drei  und  mehrere  gleichwinklige 
Parallelogramme  von  gleichen  Grundlinien  zusammengesetzt  werden. 

Wenn  man  also  die  Höhen  beliebiger- gleichwinkliger  Parallelo- 
gramme von  gleichen  Grandiinien,  der  Kdrze  wegen,  durch  h,  /»  ^» 
I..«».  und  ihre  gemeinschaftliche  Grundlinie  durch  a  bezeichnet, 
so  ist 

(a,A)  +  (d.O  +  («-fc)  +  («-0 =  {"(h  +  i  +  k  +  l )). 

III.    Zwei  gleichwinklige    Parallelogramme    vcn  gl^iclier  Eohs 
sind   um  ein  Parallelogramm   von  eben  dem  Kinkel  uhd  eben  dir 
Rahe  unterschieden f  dessen  Grundlinie  dem  Unterschiede  der  Grand*  ^ 
linien  der  beiden  Parallelogramme  gleich  ist. 

Beweis*  Wenn  die  beiden  Parallelogramme  AD  and  £B(Fig** 
73.)  gleiche  Winkel  CssG  und  gleiche  Höhen  AR=:Eg  haben, 
so  wird,  wie  in  (I.)y  bewiesen,  dafs  AC=zEG  ist.  Legt  man  also^« 
in  CM,  so  mit  y  wegen  der  gleichen  Winkel  G  und  C,  EG  in  JC 
wad  weil  EGsaAC  ist,  £  in  Ay  also  die  Parallele  EF  in  die  Paral- 
lele ALi  Und  da  FH,  welches  in  LM  fällt,  mit  £G  parallel  isQ 
eo  ist  auch  LM  mit  AC  und  BD  parallel,  und  folglich  Zi)  ein  Pa'- 
allelogramm  von  dem  nemlichen  VVinkel  .wie  aD  und  EH.  ^^^^ 
Parall<*logramm  ist  der  Unterschied  der  beiden  Parallelogramme  j>" 
«ind  £H,  Seine  Höhe  ist  ihrer  Höhe  und  seine  Grundlinie  ^^ 
Unt.erachiedf9  MD  ihrer  Grundlinien  gleich, 
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Bezeichnet  man  also  die  Grundlinien  zweier  sleichwinkti^  Par- 
illelogramme,  der  Ki)rze  wege»,  durch  a  und  0  und  ihre  gemein-» 
idiafUicfae  Höhe  durch.  A,  so  i»t 

.    (a. Ä)-.(4. *)  =  ((«  — 5). Ä). 

.  IV.  '  Zvtti  gl0ichwinklig0  ParaUelagramme  von  gleichen  Gruna^ 
Unien  sind^  nnt  Bin  Parallelogramm  von  eben  dem  t^inkel  und  eben 
der  Grundlinie y  unterschieden,  dessen  Höhe  desm  Unterschiede  ^der 
Böhen  der  beiden  Parallelogramme  gleich  ist. 

Beweis.  Wenn  die  beiden  Parallelo^amme  JD  und  EH  (Fig. 
74.)  gleiche  GnindUnien  CD=zGH  und  gleiche  Winkel  Gs=:C  haben, 
^10 jQllif,  wenn  man  OH  in  CD  and  G  in  C  Irgi,  H  in  D  ond  GE 
in  C^ ,  desgleichen  HF  \n  DB.  Füllt  nun  £  in  X  nnd  F  in  M, 
also  EF  in  LM,  so  isl  I.M  mit  CD  narallel,  weil  EF  mit  GH  par- 
allel ist.  Also  ist  §tBL,M  ein  Parallelogramm.  Dieses  Parallelo- 
gramm j,  welches. der  Unterschied  der  beiden  ParalUlogramme  ^Dnnd  ^ 
iEHist,  hat  mit  ihnen  gleiche  Grundlinien  XMssCJD=GH  und 
gleiche  Winkel  X  =  C  :=  <r ,  seine  Höhe  AV  aber  ist  gleich  dem 
Unterschiede  der  Höhen  AP  und  LTtrsEQ,  wenn  ^Pund  XT  Per- 
pendikel ant  CD  sind;  denn  die  Parallelen  Xilf  und  CD  schneiden 
Ton  den  Perpendikeln  XT  nnd  AP  gleich  lange  Stficke  ab. 

Bezeichnet,  man  also  die  Höhen  zweier  beliebiger  gleichwinkliger 
Parallelogramme,  der  Kürz«  wegen,  durch  h  nnd  t»  nnd  die  gemein- 
schaftliche Grundlinie  durch  a,  so  ist 

(a./i)~(a.O  =  («CÄ-0). 

119. 

Zusätze.  I.  Alle  Satze  (1 18.)  gelten  auch  von Rethtechm ; 
ienn  auch  Rechtecke  sind  Parallelogramm^^ 

II«     Das    Quadrat  über  der  Summe   tteeier    beliebigen  graäen 
Linien   ist  so  grofs  als  die  Summe  der  Quadrate  der  einzelnen  Li" 
nien  und  des  zweifachen  Rechtecks  unter  den  nemlichen  JLdni^ni  und 
mieekehri.     Das  heifst  es  ist  z.  B. 
^  [(a  +  l^'lc=:[a»]  +  [b*3+fl[a.b]. 

Denn  [(«+ J)»]  oder  [(ä  +  &)•(«  + &)]  "t  Mch  (f.  xi8*  I.).  fo 
nd  als  [a(a+by\  +  [b{a  +  b)].  Ferner  ist  r«(«  +  ^)]  «o  ▼icl  als 
[«»]  +  [«*&],  und  [^(a  +  i)]  ist  so  wl  als  [i.a]  +[i»],  ©der,  weil 
[h.a]^la.b]  ist  (1(.  117.  VI.),  so  viel  als  la.h^+[h%  Also  ist 
K«+*)*]  «o  viel  als  [a^]  +  [«.5]  +  [t']  +  [a .  5] ,  oder  so  viel  als 
[«*]  +  [^'3  +  2  [fl  A] ;  welches  das  £  r  s  t  e  war.  Umgekehrt  ist  («»J 
+[6»]  +2labJ  so  viel  als  [«.«] +  [«^5] +  [&.«] +[fc.^»  oder  nach 
(C.  nS.  I.)  so  viel  als  [a  (o  +  &)]  +  [^  (« -f  ^)1 »  <>(^  so  yiel  als 
i(ü  +  by{a+b)}  oder  [(«  +  £)']»  welches  das  Zweite  wan 

lU«    Doj  Quadrat  über  dem  Unterschiede  zweier  beliebigen  rra» 
ie^  Linien  ist  so-  grofs,  als  die  Summe  der  Quadrate  der  einzelnen 
Linien^  weniger  dem  zweifachen  Rechteck  unter  den  nernlishen  Id^ 
mi;  und  umgekehrte    Das  heifst,  es  ist  z.  B. 
^  [(ar-b)']  =  [a*]  +  [b-]  -  a  [a .  b]. 

Denn  ((a—i)*]  oder  Ka-^h).  (ä  — i)]  ist  nach  (f.  118.  IIT.  Vso 
nd  als  [a(a— 5)]  —  [&(a— 1)1.    Ferner  ist  [a(«— M]  nach  (|,  taS*  IV.) 
10  viel^is  fa^]  — [a.i],  und  [5 («—5)1  i^l  so  viel  als  [*.«]  — [i»l,. 
oder  aö   viel  als   l«.ij —  [&*].     Also  ist  [{«-4^)»]  so  viel  als  \a^\  ' 
-[a.i]— ([a,fc]  +  [6«J),  oder  soviel  als  ta*]  +  [iai  — a[«.*]j  w«l- 
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che»  da»  Erste  war.    Urti^ekelirt  ist  r«*3  +  t^']  —  *[«•*]  w  ^W 
als  I  «.«J  — '  r^'^1  -H  [*•*]  —  fÄ.Ä],  «der  so  viel  als  {aM^  —  [a.6J  —  ([5.o] 

welches  das  Zweite  war. 

IV.  Das  Rechteck  unter  der  Summe  und  dem  unterschied 
ZH}eier  beliebigen  graden  Linien  f  ist  gleich  dem  Unterschiede  der 
Quadrate  der    nemlichen   Linie ;     und   um  gekehrt.      Das   keifst   ei 

ist  y    z*  B,  '  ' 

r(a+b).(a-b)]=ry ]-[!>'].  . 

Denn  \(a^-b)(a-^b)]  ist  nach  C$*  ^i^-  !•)  so  viel  als  [a(a— i}] 
-f-[fc(a«^?»;].  Ferner  ist  [«  (a  —  i)  |  nach  (j.  ii8,lll.)  so  viel  aU 
Ifl'^l—la.bl  und  !&(«— i  J  so  viel,  als  [i.a]  —  [Ä»],  oder  lab]^[b^], 
also  ist  [Ca -^  b)  {a  —  b)\  zosammen  so  viel  als  fa*]  —  [«•^]  +  [«4^] 
—  [i*],  das  iieifst,  so  viel  als  fa^]  —  [fc^J;  welches  das  Erste  >Yar. 
^  Umgekehrt  ist  [a'J— [**]  so  viel  als  1«»]  + [aJ}-.[fl.Ä]  — [i«]. 
und  dieses  nach  (§.  118.  JII. )  so  vid  .als  [«(a  +  fc)]— [i  (« +ä)J, 
oder  so  viel  als  [(a  — Z>)  (a-f  ^)J,  oder  {(«  +  i)(a  — t)J;  welclisj  das 
Zweite  wai^. 

V",  Summe  uvd  Unterschied  von  Dreiecken  gfeichf*r  Hohe  sind 
einein  Dreirck  von  i'hfn  der  Höhe  gleich,  dessen  Giundlinie,  SumiM 
und   Unterschied  der  Grundlinien  der  einzelnen  Dreircke  ist. 

Denn  <lie  Dreieclwe  sind  die  liälflen  beliebiger,  also  auch  gleich* 
winkliger' Parailelo^ramme,  von  gleichen  Grundlirmn  und  Höhen 
(J.  116.)  9  ^on  welchen  der  Sats  Statt  findet  {j»  ti8.  I.  111.). 

VI.  Summe  und  Unterschied  von  Dreiecken  gleicher  Gr^d- 
linie  sind  ^inem  Dreiecke  von  eben  der  Grundlinie  gleich ,  dessen 
Jiähey  Sunune,  und  Unterseined  der  Höhen  der  einzelnen  Dreiecke  ift- 

Denn  clie  einzelnen  Dreiecke  sind  die  Hälften  beliebiger,  also 
auch  gleichwinkliger  Parallelogramme  von  gleichen  Grundlinien  uod 
H6hcu  (S.  i:«6,),  von  welchen  der  Sau  Statt  findet  ($.  118,  iUiVO* 

« 

120. 

Lt'ehrs  at  z,  Wenn  Dreiecke  mit  ygemeinsckaftlichem  Sehet' 
telf  die  beiden  Seiten  und  Diagonalen  eines  beliebigen  ParaHeU)' 
gramms  zu  Grundlinien  haben ^  so  Ist  das  Dreieck  über  einer  der 
Diagonalen  so  grofs y  als  die  Summe  oder  der  Unterschied  der 
Dreiecke  iil'^r  denjenigen  beiden  Seiten ,  die  mit  der  Diagonale  i« 
einem  Punet  zusammen  treffen y  je  nachdem  der  andere  pp'iidiel  des 
Parallelogramms  innerhalb  oder  auf  serhalb  des  Dreietks  über  der 
Diagont\t  fiillt»    ■ 

Z.  B.  wmnJBCD  (Fig.  76.)  ein  beliebiges  Parallelogramoi 
und  £  eia  iheliebiger  Punct  ist,  so  ist 

i\  ACE  =z  A  jiBE  +  A  ADE 
A  DBE=  A  JBE  —  A  CBE. 


vi 


Beweis.  JDJl,  CVQ  und  BP  sollen  auf  EA  senkrecfat,  d«f| 
gleichen  soll  BFmit  EA  parallel  seyn.  Alsdann  sind  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  DRJ  und  Cf^B  gleich,  weil  DA  =  CB  ist,  und  die  Wio- 
,kcl  DAR  und  CB^  gleich  sind.  Also  ist,  CF^^DR,  Nun  ist  we- 
gen der  Parallelen,  FQ^BP.  Also  ist  CÖ=BP-f-JDA.  Aber  C?, 
BP  und  DA  sind  die  Höhen  der  Dreiecke  ACE,  ABE  und  ADE 
4ber  der  nemlichen  Grundlinie  *AE.    Also  ist  das  Dreieck  ACE  so 
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^fs  ^^  ^'^  Summe  der  beiden  Dreiecke  AB'E  and  AH'E  (]^«  119^ 
VI.);  welches  das  Erste  isf,  weil  der  andere  Winkel  des  Par^llelo- 
gnmois  h  rnnerhalk  A^C  iiXA. 

Es  sey  ferner  EBIGH fiint  grade  Linie,  anf  welche  DH,  CJ  un^ 
•  JG  senkrecht  sind,  desgleichen  sey  DF  mit  EH  parallel,  so  si|:id  dpe 
rechlwinkligen Dreiecke  DPA  und  /J/C  gleich;  dann  es  ist,  wegen  der 
'Parallelen,  DAzrzBC,  und  die  Winkel  DAF  und  -ÖCi  sind  gleich. 
Also  ist  AF=z  eis  folglich  auch,  weil  wegen  der  Parallelen  DH=FG 
ist,  JG-^CI^DH.  Aber  DJT,  AG  und  C/  sind  die  Hohen  der 
Dreiecke  DBE,  ABE  nnd  CBE  über  der  nemlichen  Grundlinie  B£. 
Also  ist  das  Dreieck  '<DBE  so  grofs,  als  der  Unlerscliied  der  bei- 
«len  Dreiecke  ABE  und  CBE  (J.  119.  VI.) 5  iffelches  da«  Zweite  ist, 
weil  der  andere  Winkel  des  Parallelogramme  A  aufserhaib  DEB 

121. 

I/ehrsat Z»  Pf^^nn  grade  Linien  durch  die  TVmkel» Schein 
id  eines  Dreiecks  auf  den  gegejüiber  liegenden  Seiten  perpendicu- 
Uir  sind,  so  sind  die  Rechtecke  unter  den  Seiten  nnd  den  Abständen 
^r  Pirpendikel,  um  jede  Ecke^  'gleich. 

Z.  B.    wenn  in  (Fig.  76. 1.  und  II.) ,  in  welchen  Figuren  gleicbe 
Buchstaben,  gleiche  Puncte   bezeichnen,  A*S  anf  der  Seite  BC,BT 
uf  der  Seite  CA  und  CU  auf  der  Seite  AB  sankrecht  ateht»   so  ist 
in  beiden  Figuren 
.  l^B.AU^zr^lAC.AT'l 

•  Beujeis,  JSPy  BTip  und  CUR  (immer  in  beiden  Figuren) 
sollfQ  grade  Linien  und  AEy  BI,  CF  sollen  Quadrate  seyn,  so 
nnd  4ie  Seiten  dieser.  Quadrate  mit  den  Seiten  des  Dreiecks  ABC 
«ad  mit  den  Perpendikeln  C(7,  AS  und  BT  parallel ;  also  siad  AB^ 
^R.BP,.CP,  und  Cg,  Ag  Bechtecke.  ^ 

Nu»  ist  z.  B.  in   den  beiden   Dreiecken  AFB  nnd  .  ACD ,   AF 
=i^C,  AB  =  AD  und  der  Winkel  FAB^  als  die  Snmme  von  BAC 
I  Md  einem  rechten ,    gleich  dem  W^ink^el  CADy   als  einer  gleichcfti 
'  SuvDia.    Folglich  sind  die  Dreiecke  AFB  und  ACD  gleich. 

Das  Dreieck  AFB  hat  aber  mit  dem  Rechteck  AQ  gleiche  Grund- 
!  hkJF^  nnd  seine  Spitze  B  lie^  ib  der  andern  Parallele  B^.  A\sfo 
I  Ml  es  die  Hälfte  de»  Rechtecks  AO  (J.  117.  IL)«  Da»  Dreieck  ACD 
i  oingegenhat  mit  dem  Rechteck -4il  gleiche  Grundlinie -/^D  und  seine 
[Äitze  C  li«s;t  in  der  andern  Parallele.  Also  ist  es  die  Hälfte  des 
[  Tiecblecks  ^il.  Die  beiden  Dreiecke  AFB  nnd  ACD' wären  aber 
einander  gleich  und  mithin  auch  gleich  grofs.  Also  sind  auch 
*e Hechteckc ^O uiid  Xn  gleich  gro.fs,  das  heifst,  es  iMiAD.AÜ} 
'  *^IAPATJ,  oder  weil  AF=iAC  nnd  AD=s:AB  bt, 

•  JiAB.AU-i:=^[AC,AT1. 

Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  die  Dreiecke  EBV  nnd  ABHßeich 
^  folglich,  weii  sie  halb  so  grofs  sind,  als  die  Rechlecke  BE  und 
^°^t  dafs  diese 'Rechtecke  gleich  grofs  sind,  d.  h.,,  dafii  [BH.B.^ 
"^IBE.BU],  oder  wei(  BB^BC  nnd  B£c=:B^  idt>  4^U 

lBC.BS}=zlBA.BUl 


I 
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DesgWicben,  dafs  die  Dreiecke  JCI  nnd  BCG  gleicb»  und  M^* 
lieh,  weil  sidialb  so  grofs  sind^.als  die  Rechtecke  CP  iind  CQ^  «folb 
diejie  Hecbtecke  gleicb  grofs  sind,  d.  h, ,  dafs  [Cö.Cr]  =  [C/.C^L 
weil  CG^CA  und  CI=:CB  ist,  dafs  " 

[C^ .  CT]  =  [CB .  C5] 
ist, 

122. 

Zusatz.  Wenn  das  Dreieck  r  e  c  h  ( v  i  nk  1 1  g  is(,  so  fallm 
die  Perpendikel  ans  den  Scheiteln  der  beiden  andern  Winkel  auf 
die  gegenüberstehenden  Seiten  in  die  Catlieten  selbst,  und  folglich 
sind  die  Abschnitte  der  Perpendikel  um  den  rechten  Winkel  NuU. 
W^enn  I.  B.  der  Winlyel  (ii.  Fig.  76.  L  und  11.)  ein  rechter  ist,  so 
liillen  die  Perpendikel  AS  und  CU  aus  A  und  C,  in  AB  und  C£, 
wie  (Fig.  76.  HL),  und  (olglich  sind  alsdann  die  Rechtecke  DE  und 
BP  (Fig.  76.  J.  II.)  NulL 

•  ^f^öttn  älxo  *in  Dreieck  r  echtw  inkli g  ist^  so  sind  die  Hecht- 
e^ke  unter  der  Hypothenuse  und  den  Abschnitten  des  Perpendikels 
aus  dem  rechten  tVinkel  auf  die  Hypothenuse^  den  Quadraten  dir 
Catheten  gleich,  nemlich  in  (Fig.  7Ö.  III.) 

VAS .  AB]  =  [AC .  AT}  und 
[SC.  JBC]  =  [C^.CT] 

oder  <  { 

lAB^]  =  [AC .  ATI  und 
[BC^iz=ilCA.CT} 
oder 

Quadrat  ^£r::  Rechteck  ^O  and 
Quadrat  CH=2vRechteck  Cg. 

'      123.  ^ 

Lehrsatz.     In  Jedem  Dreieck  ist 

1)  um  einen  spitzen  TFinkel  die  Summe  der  Quadrate 
der  Seiten ,  wenn  man  davon  die  Rechtecke  unter  den 
Seiten  und  den  abständen  der  Perpendikel  aus.  der,  S^' 
genüber  liegenden  Winkelspitze  von  der  Ecke ,  also  weil 
diese  Rechtecke  gleich  grofs  sind  (J.  i2i. ),  das  dop- 
pelte Rechteck  unter  einer  Seite  und  dem  Jtbstande  des 
Perpendikels  wegnimmt; 

2)  um  einen  stumpfen  Winkel   die   Summe  der  ()«ö- 
drate  der  Seiten  ^    wenn  man    denselben   die  nendicheiU 
Rechtecke  hinzufügt;  '  ' 

3)  um  einen  rechten  Wihkd  die  Summe  der  Quadrate 
der  Seiten  selbst, 

dem  Quadrate  der  dritten  Seite  gleich, 

,Z.  B.  in  Fig.  76.  I.)  ist 
[^»]  +  [BC»]—   IAB.BU2  —  [BC.ÄS]  =  {AC*]  od«r 
AB'2-i-LSC''l—2[,BC.BS]=:lAC*]  und 


In  (Flg.  76*  II.)  üt 
[^B»]  +  [BC*l  +  [^JB.fii;]  +  [BC.B5]=r^t7*l,  oder 
lAB^^  +  [BC»i  +  ^  [BCj.  BS]  =  [^C^]  ,  und     ' 
iAB^2+lBC^]  +  2[Bj.BU1sa[AC^J. 

In  (Fig.  76.  III.)  ist 

luiB^HlBC-Ji^lAC^l  ^ 

Beweis.    L  In  (Fiff.  76.  I.)  ist  nach  ($.  i2i.) 
Rechteck  ^0  =s  Rechteck  ^JR, 
Rechteck   C(>  ==  Rechteck  CP. 
Also,  da  Rechteck  AQ  +  Rechteck  C()  sr  t^C*]  ist, 

Rechteck  -riÜ  +  Rechteck  CP  =  t^C']. 
Aber  Rechteck  AR  s=  t^JB*]  —  Rechteck  BR^ 
,      Rechteck  CP  s=s  [  J5C*]  —  Rechteck  BPf 
ibo 
[.fB»]  —  Rechteck  BR  +  [BC*]  -^  Rechteck  BPä  [^C*]* 

Nun  ist  Rechteck  JBÄ  =  [BJB.BU^  =  [^B.1?17L. 
und  Rechte<^  BP  ss  [J3H.  J3S]  s  [£C.  £5]> 
slso  ist  * 

[wiB^]  +  [B(7»J  —  t^B.  BfTI  —  [ÄC.  BS]  =  [^C«] , 
oder  anch,  w«il  nach  ($.  i3i.)  [AB.ßirjs:  [BG.ßS}Ut, 
lAB'S  +  [BC»]  ~  fltBC.BS]  =s  [^C«],  odor 
CuiÄ»J  +  [BC']  —  a  [-rfB^Ü]  !=  [-iC»]. 

n.   In  (Fig;.  76.  IL)<  ist  nach  ($.  ist.) 

Rechteck  AQ  =s  Rechteck  AR, 
Rechteck  CQ  s  Rechfeck  CP- 
AIm),  d«  Rechteck  .^^O  +  Rechteck  CQ  rs  [^C*l  üt, 

Rechteck  ^B  «j*  Rechteck  CF  &s  [^(7']. 
Aber  Rechteck  AR  =£:  [^B*]  •{>  Rechteck  BRy 
■    Rechleck  CP  s  [B&'l  ^  Rechteck  BPt 
tlio  / 

[JB*-\  4-  Rechteck  BB  -f-  [B(7*]  f  Reckteck  BPsa  IAC*'\. 

Non  ist  Rechteck  BB  ss  [BB.BI71  ss  [>B.BCr|) 
und  Rechteck  BP  s:  [BH.BSJ  la  [BC.BS]! 
also  ist 

.    U^*]  +  [BC»]  .+{-^5  »51/3  +  tBjC .  BS\  «s  MC*] , 
oder  auch,  weil  nach  ($.  isi.J  lAB.BU}  ss  [BC.Bi], 
t^5»]  +  [BC*]  +  2[Bff.BS]  BS  [^C*],  oder 
£.^'3  +  [BC»]  isaiAB.BU}  s  [^C*]..' 

'     m.   In  (%.76.  III,)  i«.t  nach  ($.  iSa.) 

iAB'!}  SS  Rechteck  AOt 

[BC^]  im  Rechteek  CQt 
dra  Utf  weil  Rechteck  ^()  +  Rechteck  CQ  sb  t^C*], 

[^*]  +  tßC'J  s»  MC»J. 

Cr«Se*s  Geometrie«  7  '    T 
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C-^D»*!  =s  Ui»*I  +  [DP*]  und 

also,  wenn  man  für  (Fig.  I.)  das  Quadrat  der  ll^nern 
Linie  ^D  -von-  derii  Qdadrat'  der  grSrserni  ^B  absteht) 

iABn  -  iAB\*  =  t5P*]  -  [BP*^ , 
nndt  ttrenn-  man  für  (Fig;  II.)  das  Quadrat  d«r  kleidera 
Linie  AB  Ton  dem  Quadrat  der  erStser»  AD  abtitkt^' 

Nun  ist  der  Unterschied  sweier  -  Quadrate  'gleiefi 
dem  Rechteck  unter  iler  Somme  und  dem  Unterschied« 
ihrer  Seiten  ($.  119.  IV.).    Also  ist  in  (Fl?.  I.) 

UAB  +  ATf)  {AB  —  AD)2  »  [(^BP + BP)\BP-^DFß, 
jini  ib  (Fiff.  n.) 

i{AD +AB)  {AD—AB)y^  [(DP+  BF)  (DJ»— J?P)]. 

Es  ist  aber  in    (Fj^.  J.)  BP-\-t)Pt   oder 
CP^DP  z=iDC  und  BP—  DP  ss'BD;  und  iii  (Fig.  H.) 
DP  +  SP  SS  BD  und  DP  --BP,  oder  DP-'CPss  DC 
Also  ist 
i(AB  +  AD)(,AB''AD)]  =  [BD.Dq  itf  (Fig.  T.)  ton^ 
1{AD+AB){AD—AB)J  s:  [BD.DCJ  in  (Fig.  tt).      : 

^         ., .  \  128,    , 

Lehrsatz,    in  fedtm  Fieredk  ist  dr«  Summ<f  der 

Quaärate  über  den  vier  Seiten  gleich   der  S\tmme  der  Qua- 

'  drate  über  den  beiden  Diagonalen  und  def  yierfachtn  Quo^ 

drats  über   disr  ETafernimg  der  MUtel^Pmcte  der  Dtaff>4 

nalen  von  einander^  . 


*.'      .    •  A4 


Z,  B.  wenn  in  dem  beliebigen  Viereck  ABCD  (Fi;- 
80.)  AG  ssz  GD,  CF  ^  FB,  und  FG  eine  grade  Ux^i^ 
iit,  io  if t 

==  JiAD*y+  [SC*]  +  4[FG*].      /  ^ 

Beweis.  In  dem  Dreiecke  .^^C  balbirt.^ie  |[rad« 
Linie  AF  die  Grundlinie  JBC,  yreil  CJP.  =  fB  *(Byn  iottt 
also  iat  nach  ($.  i25.) 

i^iS*]  +  {<7^*],  =s  3  [^l?»]  +  s  [CF*]. 

Eben  so  halbirt  in  dem  Dreieok  ÜBC  die  grade  Li* 
nie  DF  die  Gnindlinie  CB;  al^o  ist 

Beides  sBsammengenommen  gi^bt 

iAB^^  +  [JBZP]  +  [DC^J  +  [C^] 
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Oder/weü  4[(7F*J  es  [CS*.],  indem  GB  ac  aCF  kL 

iJB^^  +  [BD«]  +  [D(7']   +  {GA*l  . 

=  a[wrfF']  +  a[F2>»]+{C4»].      •     , 

Nna  halbirt  di«  ^rade  Lioi»  FG  in  dem  .Drtfleek«- 
iCFZ)  die  Grondlini«  w^D,  «Uo  iet  nach  ($.  isfi.) 

[^F»]  +  [FD»]  s=  3[wiG»J  +  a[FG»], 
folglich  if  i 

.  t4B»J  +  [BD»3  +  [DC»3  +  [C^»} 
5=  4[^G']  +  4[i?G»]  +  [CB»], 
•ier,  «reÜ  4[^6'3  =:  ^D',  i^dem  jiD  =  a^dTG  JUt»     . 
[-<B«  +  BD*]  +  [DG*]  +  [<7^»]  ' 

=  C-<B»]+tBC']+4£FG»li.        . 
VW  b^nptet  msrde* 

12»; 
Zusätze.    Aus  {$^  i2Bi.)  folgt  h,\dqfs  ^  •mrm 
türallelogramme  die  S.umme  der-QuadraU  überldgm 
in«r  Seiten  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  über  den 
leiden  Diagonalen^ 

Deao,  -wenn  ABCD  (Fi{^.  Bo.)  ein  ParaUelogmmm 
iräre^  so  wurden  sich  aeine  Di^onalen  h^lbiren  ($•  &2« 
UI.)|  VDd  alsa  F  und  G  in  £  ftusammeBfalleii^  folglich 
W  deich  Noll,  mithin  blo»^ 

lAB^l  +  WD-]  +  PC»]  +  [C^*J 
=  [^i)*l  +  £BC*1 

n.  In  eiAerfiRfiomhoid  ist  die  Summe  der  OuadrcUe 
*^  den  Diagonalen  viermal  so  grofs^  als  das  Quadrat  ctä 
»<r  der  gleichen  Seiten^  '         , 

Denn  die  Seiten  des  Rhocnboides  tini  gleich'  lang. 

* 

m.  Ijb  einem  Quadrat  ist  das  Quadrat  über  der  Dia^ 
t^nad  doppelt  so  grefsf  als  das  Quadrat  über  der  Seiten 
^&  die  beiden  Diagonalen  sind  in  einem  Qaädrate  ein* 
inder  gleieb.  'Dieser  Sats  fol^t  andh- anmittelbar  ans 
^m  Pyihagorischen  Lehrsätze^  weil  ein  Onadfat  reebte 
Winkel  bat  mnd  seine  Seiten  einander  gleich  sind* 

130. 

Erklärung'.  Jfenn  die  Winket  eines  Dreiecks,  oder 
^  beliebigen  andern  Figur,  den,  Winkeln  einer  andern 
S^ch  und,  so  sollen  die  Seiten ,  xuelche  in  den  heid^n  Fi- 
iuren  zwischen  den  nemlichen  Winkeln  liegen,  ähnlich- 


loa    '    1. 7%9l/:  2.^ueh.  %j/hschnitt.     i^ui$9. 

liegeni^  oder  homolog  h^fsen»  Z/B»  wennn  in  (Fig. 
8i.)  die  Figuren  ABCDEFG  und  aßySeqfti  gleiche  Win" 
kel  haben,  so  da/s  A=sa,  B  = /9,  C  £=  /  etc.  ist,  so 
Sind  AB  "und  aß,  BC  und  ßy,  CO  und  r^  ähnlichlie- 
gende,  oder  homologe  Seiten*    . 

131. 

Erklärung.  DieSeiten  einer  Pigur,  wie  sUinhe- 
Uehiger  Richtunjg  auf  "einander  folgen,  sollen,  von  einer  fe- 
liebigen  Seite  anfangend,  Orste,  zweite,  dritte  etc. 
heifsen,    Fben  so  die  WinkeU, 

In  einem  Dreieck  kann  Jede  Seite  die  erste  ^eyn^ 
und  jede  andere  Seite  die  £  weite.  Die  l'ettte  Seite 
ist  dann  die  dritte«    Eben  so  die  Winkel,    s 

In  gleichwinkligen  Dreiecken  sind  der  erste^ 
sweite  nnd  dritte  Winkel,  gleich^  «tnd  die  erste^ 
»weite  und  dritte  Seite  sind.ähnlichliegende. 

132.  , 

:  Lehrsatz;.  L  In  zwei  gleichwinkligen  Dreiecken 
tind'die  Parallelogramme^  unter  einer  hetiehigen  Seäe 
des  einen^ünd  einer  beliebigen  Seite  des  andern,  und  die 
Parallelogramme,  unter  den  €hnUchliegenden  Seiten 
der  beiden  Dreiecke,  gleich  grofs,  wenn  die  Winkel  der 
Parallelogramme  den  Winkel/t  der  Dreiecks  ^Seiten,  unter 
welchen  sie  liegen  f  gleich  sind. 

Z.B.. es  seyXr  (Fig4i2.  I.  nnd  IL)  mit  jiC  pai^aliel, 
$0  dafs^JSCnndXBy  gleichwinklige  Dreiecke  sind. 
Ferner  sey  GYli  und  £CD  grade  nnd  mit  j^B  paritUsl« 
LXM  und  FjiE  grade  und  mit  BC  parallel,  und  IXYK 
und  FBD  grade  nnd  mit  CA  parallel»  so  dafs 

JBM  nnd  BG  Parallelogrammf  nnter  den  fibniichlie- 

Fnden  Seiten  BX,  BC  und  BY,  BA; 
nnd  AH  Parallelogramme  unter  den  ähnlidili^ 
genden  Seitetf  BX^  AC^XK  und  XY^  BI^  BA; 
Bl  und  BN  Parallelogramme  unter  den  äbnUchlie- 
genden  Seiten  BY,  ACz=iBFunA  XYs=:SL,BC 
sind;  so  sind  dieseParallelogramme  einander 
gleich;  nemlich: 


1.  IBX.BOs^  (BA.BY), 

2.  (BX.AC)  =i  (BA .  XY), 
5.    (BY.  AG)  =  \BC  .  XX).' 


Beweis,    a.  Das  Parallelogramm  BM=^(BX*SC) 
erhält  man,  wenn  man  von  dem  Dreieck  u^BC  das  Dreir 
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eck  AXN  wefniflBiint  Qnd  dagegen  Abb  DreiecjL  ZOfC 
«uetot;   also  ist 

ParaU.  -BJtf  ±5  A^BC  —  AAXN^^  ANCM. 
Dai Parallelogpramm  BG  =  (BJl.BY)  erhält  man,  w^nn 
man  \od  dem  Dreieck  ABC  dat  Dreieck  OYC  wegnimmt 
imd  das  Dreieck  AOG  zusetzt,  to  dafs 

ParaU.  BG  =  AABC ^-^  AOYC  +  AAOG. 
Nun  ist  das  Dreieck  OfÜ  dem  Dreieck  AXN  gleicb, 
deon  die  Seiten  de#  einen  sind  den  Seiten  des  atidern 
gidch,  nemlicb :  wegen  der  Parallelen  ist  OYzszAX,' 
YCszXN  uhd  NC=:XYzszAO,  also,  NO  abgesoffen, 
tDch  OCvajtNi.  Auf  diesdbe  Waise  ist  das  Dreieck 
406  dem  Dreieck  A^G9I«leieb  ?  denn  es  ist,  wievorliia, 
AO  sz  XYtez  NC,  AG  =  XY  -f-  2VP  =  YC  +  NP 
:s:PM-{-AP  =  iVM.iind  GOs=  GP  +  OP  =  AX+OP 
^YO+OP^YPssMC.    Also  ist 

AOYC  Ä  AAXN  and  A^OG  =  ANCMr 
folglich 

ParaU.  BM  =  Parall.  BG. 

ß.  Die  Dreiecke  ^JSG  und  DBC  sind  gleich,  denn 
I  18  ist  BC  s=:  BC,  und  wegen  der  Parallelen,  AB  sie  CD 
\  tmd  AC  =s  BD.  Ans  demselben  Grunde  sind  die  Drei- 
«eke  BXY  und  BHF  nnd  die  Dreiecke  YOG  tind  YKC 
^leicb*  Also  sind  die  Parallelogramme ^Y nnd  DK  gleich; 
<ieim  es  ist  Parall.  AX  ^  AABC  —  ABXY -^  AYOC 
lod  Parall.  DY  =  ADBC ^ABHY  —  AYKC.  Nun  ist 
das  Parallelogramm  BK  gleich  der  Summe  der  Paralle- 
Wramme  HX  und  DY^  und  das  Parallelogramm  AH 
deich  der  Summe  der  gleich  grofseu  Parallelogramme 
BX  und  AY.    Also  ist 

Parall.  BK  =:  Parall.  AH. 

Xr  Eben  wie  in  (/?.)  wird  bewiesen,  dafs  die  ParaU 
lelo^amme  BI  und  BN  gleich  ^rofs  sind;  denn  es  igt 
;  i^ABCzzzAABF,  ABLX^ABYXii.AAIX^AANX^ 
wegen  der  gleichen  Seiten  ^wischen  Parallelen.  Also 
Mt  Parall.  XP  ==  Parall.  XC,  und  folgUch  Parall.  Ly4- 
ParaU.  XP  gleich  Parall.  LY  ^  Parall.  XC,  das  hetfst: 

Parall.  B/=  Parall.  BN.,  ' 

n.    ^eim  m  zwei  Dreieöken  ein  Winkel  der  nemliche 

^1  ünd.das  Parallelogramm  mit  diesem  Winkel,  unter 

.  ^^^  den  Winkel  einschli^senden    Seite  in   einem  Dreieck 

ttnd  der  andern  einschlie/senden  Seite^-im  andern ,    ist  so 

^fSf  als  das  gleichwinklige  Parallelogj-amm  unter  der 

^dern  anliegenden  Seite  im  'ersten  und  der  ersten  anliegen-- 

L 


I 
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den  Seite  im  andern  Dreiecit;  so  sind  die  Br&ieche' gleieli' 
winklig  und  die  , Parallelogramme  unter' den  übrigen  oäjh 
Uch  liegenden  Seiten  sind  gle'iöh  grofs., 

Z.  Bt  wenn  ia  de^  Prei^cken.  ABC  un^L  DSE  (Fig. 

85.)  ^»-5  und  " 

{ßD.BC!)^{BA.EF) 

jUt>  so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  DEF  glelcl^winl^y 

daa  hieiT^ti  es.iit  auch 

Az=i  U  und  C  =  F- 

•  *  *      * 

Beweis.  Man  lege  EP  in  JSIT.  JW  sey  mit  AC 
parallel,  so  alnd  in  den  gleichwinkligen  Dr^ecken  ..^iBC 
und  XBY  nach  (I.)  die  Parallelogramme  {BX .  BC)  und 
iflA.BY)  gleich  grefa.  Nnn  wird  f1ir:den  nemlicbea 
Winkel  E  —  By  {ED.BC)s=k  {BA. EP)  xoraus^^ 
aetlit«  Desgleichen  wird  Toraa8gesetfttJ9ir±=£F,  socnlli 
(BX.BC)  sa  {BA'.'RY)  nnd  zugleich 
[ED.BC)  SS  {BA.EF)  s  {:ßA.BY) 
UXm    Derau«  falgr  .  .  i  ^ 

(BX.B60«  {ED.Sq, 
und  mithin  £D  :;=  £X,  weil  in  gle^ph  grofsen  Partlle- 
logrammen,  wie  {BX.BC)  und  (ßD.BG)^   mit  gleichen 
Winkeln  und  einer  gleichen  Seite  BCj  auch  die.  andere 
Seite  BX  gleich  grofs  ist  {$•  iis«)« 

Also  ist  in  den  Dreiecken  DJ?F  und  XST,  EP^Bf^ 
ED  s  BX  und  E^ß*  Folglich  sind  die  Dreiecke  gleich. 
Da  nun  die  Dreiecke  XBY  und  ABC  gleichwinklig  sini, 
indem  XY  mit  AC  parallel  war,  eo  eind  auch  die  Drei' 
ecke  D£F  und  ^BC  gleiQhwinkIis^;SKrie  behauptet  wnrds. 
Dann  aber  sind  auch  die  Parallelogramme  unter  iva 
übrigen,,  Sholichliegenden  Seiteni  uach  (I;),  gleich  grofs« 

133. 

LiehrsntZ,  I.  In  no$i  gleichwinkligen  Dreiecken  shtd 
die  Rechtecke  unter  einer  beliebigen  Seite  des  einen  und  einer 
beliebigen  Seite  des  smdcm  so  grofs^  alt  die. Rechne 9 kekuttter 
deri  andern  ähnlichliegenden  Seiten  der  Dreiecke^ 

Z.  B.  in  den  gleichwinkligen  Dreiecken  jiBC  und  ctfi/  (Fi^*  84« 
I* and II')  sind  folgende  Rechtecke  gleich  grofs: 

1.    IBC.ccyl^mlJCßri, 
a.    lCA.ßccTtz=z[Bji.rix], 

D«u^tf  ijk  Mi^  lege  a.  B.  die  Seite  uy  des  kleinem  Dreiecks  in 
die  S<^tc  BC  des  ^idfsern,  und  den  Punct  f  in  den  Punct  ^«.  '^ 
wird  die  andere  Seite  ßy^  an  dem  nemlicben  Winkel»  in  die  Seite  ^^C 
fallen»  veU  di^  Winkel  jr  upd  C  gleicb  seyn  scdlen«     . 
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NfiniiH  iiuni  ima  auf  dm  Seiten  AC  rsM  BC^  Ef^a  §tf  ishA  Df 
^^ßr,  Bo  ist  das  Dreieck  DyE  dem  kleinem  DreieuL  aßy  gleich,  w«U 
zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  in '  dem  einco  so  groik 
sind,'  als  Sn  dem  ander!)«'..  .    . 

Kan  ist  der  Winkel  JDE,  oder  S,  gleich  ^0^ß  und  darWa^ 
kel  BEDy  oder  ««gleich  ^^  —  et,  ireit  ^DC'und  BEC  grade  Linien 
«nd;  also  sind  in  den  Yieredc  ABED  die,Spmmcn  &t  gegenuher 
liegenden  Winkel  B  + d=:  B  + a^  — /?  und  ^+«=s^  + a^r-.«^ 
oder,  weil  Btsaß^  jtfscscviorfusgesetst  wird. 

Folglich  i|t  dif  Viereck  ABDE   centrisch  naah    den  E-cken 
(S..S6.  IIO^    Ist  also  71^, der  Mittel-Fanct  dieses  Ylerecks.  so  ist 

AMz=:BM:=:zDMd=LEM.       ;    ,  7 

Nan  i^t.iii  d«tm  gleichschenkligen  Dreiecke  TlfBE,  t&r  die  Linie 

XfC,  die  durch  den  dcheftelil^  geht,  nach  (ff.  127.),  das  Rechteck 

lUiter  Smnme'^Qnd  Unlerschied  der  Linien  TIlB  nndJlfC,  gleich  dem 

Rechtere kp  unter  den. Abschnitten  BC  und  EC,  das  heifst,  ^s  ist  * 

imC  +  mB^  [MC— MB]  =  [BC .  «q.    * 

Auf  dieselbe  Weise  ist  in  dem  gleichschenkligen  Dreiecke  MADy 
lior  die  nemlicbe  Linie  MC,  41%  durch  den  Scheitel  M  geht« 

[MC  +  MAllMC^MAl^lJa.ßCl. 
Es  ht  ather  MAz=:  MB.    Also  ist  •• 

[MC  +  MB^  [MC  -  MB]  =  \MC  +  MA]  [Me^MA]  ? 
folglich  ist  aoch'  lBC*uC]=:[AC,ßC],  oder 

Wie  hefaanptet  wtirde  (!.)•  .    .        ^      >  .i 

Eben  so  wird,  wenn  man  die  Winkel  cp  and  ui  in  einander  legt, 
bewiesen,  dafs 

\CA .  ßx]  =  [BA.  y^t], 
and  wenn  man  die  Winkel  ß  nnd  B  in  einaad^'Iegt,  dalt 

lAB.rß]:^[C».aß}  .  . 

ist,  wie  In  (2.)  nnd  (3.)  iiehau pjtet  *)*  ,  ^      . 

II.  JVenn  in  zwei  Drtiecken  ein  J^inkel  der  pemlichf  fsU 
und  das  Rechte  4} K  unter  einer,  den  TVinkel  eins chliejsenden  Seit» 
des  einen  M^d  der  andern  eins chtiejs enden  Seite  des  andern  ist  so 
$rofs,  als  das  Rechteek  unter  der  andern  einiQhUef senden  Seite  des 

*  ■■  -■  'I  I  ■   ■  ■■  .11  ■     I       l.l.l       I  «11  !■  .1  ^ 

•)  Diesen  Lehrsatz  pflegt  man  gcTVÖhnlich  d n  r  c  ti  Pr  o  p  o  r  t  i  o- 
nen^  das  heifst,  mit  Hdife  der  Zahlen  zu  beweisen.  Gras 6h 
hat  gezeigt,  dafs  der  Satz,  wie  hier  oben,  auch  ohne  Hülfe 
'der  Zahl,  durch  blofse  Anschanons  bewiesen  werden 
kann.  Man  sehe  in  den  Memoiren  der  Academie  der  Wissen- 
schaften zu  Berlin,  voJ^  den  Jahren  181 4  und  i5  die  Abbandiung 
Bfiter  dem  Titel  „Vereinfachung  und  Erweiterung  der  Euclidi- 
achen  Geometrie**  vom  Hrn.  Grdson.  Der  Satz  CiT*  i33.)  nebst 
dem  vorbereitenden  Satze  ($«^137.)  und  die  Beweise  der  folgen« 
den  Sätze,  die. daran f  beri^n,  sind  die  dortigen.  Es  können  da- 
darch,  wenn  n^an  nicht  sowohl  die  Gleichviel fachheit  ahn« 
üchliegender  Seiten  bey  ähnlichen  Figoren,  wovon  weiter  un- 
ten, sondern  nur  die  Gleichheit  der  Gröfse  der  Para,l* 
lelogramme^  oder  Rectan^el  unter  ähnlichliegen-^ 
den  Seiten  in  Betracbtang  ziehen  will»  auch  mehrere  S&tae 
von  der  Aehnlichkeit  der  Figuren  bewiesen  wcTden* 


\ 


-Wrst^m  und  iUr  Griten  0imehU0fs0nd4H  S4U0  d^s  andsm^^  4ind  di$ 
Ihwiecks  gleiokwinklißi  auch  sind  die  Rechtecke  tuiter  dem 
iU>r:gen  ähnliehliegenden  Seiten  gleich, 

Z.  B.  wenn  ip  (Fig.  84.  I.  und  IL.)  die  Winkel  ß  nmd  B  gkidi 
mki%  und, es  ist 

§0  sind  die  Dreied^Le  JBC  und  ctßy  gleichwinklig,  das  beiistr  et 
'ist  atrdh  A's^-a^' C  sz  y.    Desgleichen  ist 

[CJ.ßei]ss[jBJ.r»]  und 

[BC.»y]ms[JC.ß^]. 

Beweis.  Der  Beweis  ist.  dem  des  Satzes  ($#  i33.  IL)  Shnlidii 
wenn  man  biofs  Bechteck  statt  Parallelogramm  setat  und'den 
Beweis  auf  j^f*  i35.  L)  gründet.  • 

UL     ff^enn  in  iwei  Dreiecken  das  Rechteck  unter  einer  hc» 

liehigen  Seite  des  einen  und  einer  hcliehigen  Seite   des  andern  ^  SQ 

grofs  ist^  als  das  Rechtech  unter  einer  der  anstof senden  Seiten  im 

ersten  und  einer  der   anstof  senden  Seiten   im   andern  Dreieck  ^  te^ 

gleich  aber   "     '  *"•  >  rj      o„- 

ten   gesenül 

grofs  sind  ^  _ 

0eü  unter  den  übrigen  ahnliehliegettden  Seiten  sind  gleich  grqfs. 

Z.  B*  wemi  in  (Fig.  85.) 

iAB.ßy^sslBC.ccß], 
und  es  ist  JB  >  BC,  ctf>ßy  wfiA  Cz=zy,  so  sind  die  Dreiecke  JBC 
und   »ßy    gleichwinklig;    also   A  =z  »   und  B  =  /?/   deiglei^- 
chea  ist  ^ 

MC.«/?3=i[^B.«y]  und    . 
[BC.cty^^iAC.ßyl 

.  Beweis,  Es  scf  BYxzßy  und  der  Winkel  BYX  gleich  p 
also  gleich  C,  so  ist  XY  mit  JC  parallel;  folglich  sind  die  Drei- 
edie  ABr  und  ^BC  s  I  e  i  c  h  w  i  n  k  1  i e.    Mithin  ist  an  Folge  (1.) 

[SfB.Bris=[BC.B;^], 
Da  nun  BTzsßy  seyn  sollte,  so  ist  auch 

lAB.ßyl^zlBC.BX}. 
Es  wurde  aber  tJB .  ßi]:=:  [BC  .»ßj  vorausgesetzt'  Abo  ist  notk- 
wendig  IBC.BX]  xx  [BC.ccß^,  uncf  folglich 

BXzszetß  ($.  ii2.)- 

Daraus  foJgt,  dafsin  den  Dreiecken  .YBY  und  ccßy  die  Seilen  aß 
und  XB,  ßy  und  BY  und  die  den  gröfseren  gegenüber  liegenficn 
Winkel  y  und  1^  gleich  sind.  Also  sind  die  Dreiecke .' g  I  e  ic  h  (§• 
55.)  und  folglich  auch  gleichwinklig.  Da  nun  aber,  wie  vorhin 
bewiesen,  auch  die  breiecke  ^fiy'und  ARC  gleichwinklig  sind,  fO^ 
find  es  auch  die  Dreiecke  ecßy  und  ABC^  d.  h.  es  ist  auch  A^tt' 
und  B=ß.  Die  Gleichheit  der  Gröfse  der  Bechtecke  unlef  den 
labrigen  ähnlichliegenden  Seilen  folgt  pun  ans  (L). 

IV»  Pf^enn  in  zwei  Dreiecken  das  Rechteck  unter  der  ersten 
^Seite  des  einen  und  einer  zweiten  Seite  des, andern  so  grofs  ist, 
als  das  Rechteck  unter  der  zweiten  Seite  des  ersten  und  der  er" 
sten  Sei^e  des  andern^  desgleichen,  wenn  ein  zweites  Rechteck  z,  B* 
unter,  der  zweiten  Seite  des  ersten  und  der  dritten  Seite  des  andern 
so  grofs  istf  als  das  Rechteck  unier  der  dritten  Seite  des  ersten  und 
der  weiten  Seite  des  ahdem,  so  sind  die  Drei&cke  ete ichwink- 
ligt  imd  uuch  das  dritte  Rechteck  unter  der  dritten  Seite  des  ersten 
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Dreiecks  und  der  ersten  des  drtd^m  ist  so  grofs ,'  uts  das  Rechteck'    ' 
mtr  der  ersten.  Seite  der  ersten  und  der  dritten  Seite  des  mndem* 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  85.) 

[jiB.ßr]=:l»ß.BC\  und  [BC.yÄ]  =  ti^y.C^ 

kt,  so  iit 

wtfcs«,  Be=^,  Cssf  und  [CJ.aß"]  ==[/«. ^B]. 

Beweis.    Es  Sey  BYssßy  imd  XTmit  JC  parellel,  00  sind  dit 
Drdctfke  XBY  und  wlBCeTeicb winklig.    Alsdann  üt  su  Folge  (I.)  ' 

ÜB  VBY 1  s:  \BX  .  BC]  und  , 

[BC.Xr3  =  [Br.C^. 
Dl  mm  BYsafly  $ejn  soll,  «o  ist  auch 


El  wnrd«  aber 


T^B.  >y]  c5[BJr.BC]  nnd 

IBC.XYl^lßr  ^cjj: 

[JB  f  Pf}  =E  [ccß .  BC]  nnd 
t   ^  -        -   - 


lBC.Y(x\z:i\ßY.CAl 
voniugeteUt.    ATso^'isl  nothwendig 

SXszetß  and  XY=r»  ($•  >>»•)• 
Da  nun  «och  Br'ss«/  tcyn  a«Ute,  ao  sind  alle  drei  Seite.i^ 
da  Dreiecl^  ^£7*  so  girols,  als  die  drei  SeTlen  des  Dreiecks jo^y/ 
Iblglich  sind  diese  Dreiecke  gleich  ((,  52.).  Die  Dreiecke  XBY 
xaiJBC  sind  aber  gleichwinklig,  also  sind  es  anch  die  Dreiecke 
i^f  a«d  wiBC$  welches  4ias£rste  war.   ' 

Ferner  ist  in   den   gleichwinkligen  Drdeckcn  XBY  and 
iBC  auch 

[CA.BX-^^iXY.JB], 
0^,  weil  ßXssetß  nnd  XYcsy»  ww^ 

tC^.i^]Ä[y«,^B]i  ^       '       '- 

vdches  das  Zweite  war. 

134. 

Lehrßat^*  1.  in  uoei  gtei^toinkUeen  Dretetken  sind  die 
Parallelogramme  mit  beliebigem  gUichen  ff^inkelf  nntef 
einer  heutigen  Seite  des  einen  und  einer  beliebigen  Seite  des  an^ 
^  iem  BreUcKS  so  grofs ^  als  die  P arallelo g ramme  von  flei^ 
«&#»  Winkeln  unter  &hnlichliegende\n  Seiten  der  Dreteehe. 

Wenns.B.  JBb  niid  XBY  (Fig.  86.)  iwei  gteichwinklige  Drei- 
Kke  sind,  und  es  i^t  BK;=BJ^  BNssBX,  auch  KL  und  NP  mit 
^0,  undLY  und  PC  mit  BK  parallel,  so  dafs  BL  und  BP  Paral- 
^%ramme  mit  dem  beliebigen  Winkel  KBC  unter  BJ^  BY  unid 
BA;  BC  sind,  so  ist 

.      Pann.  BX  SS  Pandl.  BP. 

Beweis.    Nach  (J.  i33.  I.)  ist '  ■   ^ 

Rechteck  B£=  Rechteck  B/, 
tum  Biy^nBJ^  BBzsiBX,  und  DBC  ein  rechter  Winkel  igt. 

lYan  sind  BE  und  BI  sugleich  Rechtecke  unter  ähnlichlfegenden^ 
Meo  der  Dreiecke  KBC  und  NBYf  dennes  wird  Yoransge- 
•t^t  KBesJB^aDJi  nnd  NBssXBz^HB;  also  sind  diese  Drei- 
ecke KBC  nod  NBY,  nach  ($.  i33.110  gleichwinklig.  BJL  und 
^P  lind  aber  Parallelogramme  unter  Shnlicbliegenden  Seiten 
dieser  gl  eichwinkligen  Dreiecke ;  also  sind  sie  nach  (f.  lSs^  I.) 
f'cich  grofs. 


\    ^ 


V 


/  ^ 


..    AvffdieMllM  Art  irir4^beine$ei^,  i^-  di«  P^raUelograiDHM  sA 
beli^igem    gleichejd  Winkel  unter  den  andern    äftQlichlie§eBddb| 
Seiten  der  gleichwinkligeren  Dreiecke  JBC  und  XBY  ^eich  grolS 
,  «ind«  -M^enn  man  andere  Winkel  dieser  Dreiecke  in  einander  legi* 

135. 

Anmerkung»    Dieser  Snt%  (^«  a54*}^  hat  qknliche  GfgemBn» 
(§.  l33.)^    J^^n  findet  sie  und  ihre  Beweise  ^  loenu  man  ui)ir» 


...  •-< 

all  statt  Rechteck  oder  statt  Parallelogramm  mit  rechten  Pf^ 
kein,  Parallelogranün  mit  heliebigem  fVinkel  setzt* 


^  136. 

Anmerkung^    Der  Unterschied  ^er  -drei,  ersten # iLchrsItse  ia 

({«  i32.  i33.  i54.)  ist  folgender. 

Man  stelle  sich  EW(!i  gleichwinklige  Dreiecke  und  ein  ParaUelo- 


fib  ai^dem  Dreieckf  anstiofsend'en  Seiten  ror,  so  wird  bewiesen: 
:,  In  (f,  i32.I.)  dafs  diese  beiden  Parallelogramme  gleich  grofs  sMr 
^er)n  ihr  Winkel  demW^inkel  in  den  beiden  l)rei'eck^tk 

'    gleich  ist/ ontev  deren  Seiten  sie  liegen« 

In  ((.133.  L)  dafs  die  beiden  Parallelogramme  gleidb  grbfs  sind", 

•  intenn  ihr  vVinkel  ein  rechter  ist. 

In  (j(,  i34*  I.)  dafs  die  beiden  Parallelogramme  gleich  grols  iinlii 

i    wenn  auch  ihr  Winkel  beliebig  ist. 

Der  Satz  ((.  i34.I.\  «nthSlt  also  auch  die  Sätze  (g:  iSa.I.)'^ 
({•  133*  ^•)  einschliefslicn;  allein  sie  müssen  ihm  vorhergehen  |.  weil 
er  sich  auf  aie  gründet,  ^  ' 

137. 

Lehrsatz.  Das  Quadrat  der  Seke  eines 'tegt^tma/sl- 
gen  Fiinfedks  ist  so  ffrqfs'  als  die  Summe  der  Quadrate 
jder  Seiten  des  legelmajsigen  Sechsecks  und  des  regelma^ 
Jsigen  Zekne-cks^  von  dem  Jtenüicben  Halbmesser  der  Eckin» 

Wenn  «.  B.  AD  (Fig.  87.)  die  Seite  eines  rejclmäW- 
f^en  Fünfecks,  AC  die  Seite  eines  regelmäfsigen  Sechs- 
ecks und  jiB  die  Seite  eines  respelmäfsigen  Zehn- 
ecks,  sämmtlicb  von  gleichem  Halbmesser  der  £ckeOi 
ist;,  so  dafs  AMs:tBMszGM=:BM,  so  ist 

lAD^]  =  [^C^]  +  lAB^l 

Beweis,  Die  Seite  des  regelmäfsigen  Sechseck' 
ist  dem  Halbmesser  seiner  Ecken  gleich  (§.  110.)  5  ^^^ 
ist  JC  =  AM  =z  CM.  Es  sey  der  Winkel  FMA  dem 
Winkel  PAM  gleich,  so  ist  das  Dreieck  FAM  über  jm 
gleichschenklig.  Nnrt  ist  auch  das  Dreieck  DAM 
glBich^schenkii^,  über  DA,  und  der  Winkel  Z>>«^ 
ist  dem  Winkel  FAM  gleich;  also  sind  die  Dreiecke  F^fi» 


igy.   :V&gh  dvGrSfse^. Figur.  cikmii:'Zahl     leQ 

npd  DuiM  ffleicbjw^.inklig«  Aehnliclilie^endo 
Seiten  derselben  sind  «.^B.  -^iMT,  J*F  nnd  ^D,  AM. 
Also  ist  nach  (§.  i33.  L)  {AM. AM]  ^[AF,AÜ\^  oder, 

^€ÜAM;xACiB%  

'  1.     C^C*]  =  {AF.AD}.    ^ 

Nnn  iat  im  regulairea  Fünfeck    4er  Winkel    - 

:.£afD>=^,  aUo  jedef  .der  Winkel  1^4^  und  ^Dilf 

gleich  i- (ap-^)  «  ^  -^  =r  ^.     £•    soUt^  abei- 

der  Winkel  PMA  dem  Winkel  F^M  oderD^M  gleich 

seyn.     Also  ist  auch  der  Winkel  PMA:at-S.    Nnn  ist 

Sm   regolairen  Zeh  neck  der  Winkel  BMA's^BMO 

S3  iS  r=  ^,  also  ist  der  Winkel  BmE^VMA—BMA 
lo  0 

=  ^  _  ^  ~  £.    Folglich  ist,  we/1  BmB  =  ^  war, 

BME  =3  f  JBJHJD.  Mithin  halbirt  die  Linie  ME  den 
Winkel  BMD,  nnd  folglich  auch  in  dem  gleichschenk- 
ligen Dreieck  BMD  die  Grundlinie  BD  und  steht 
darauf -senkre^^ht  ($•  69*  !.)•  Also  sind  in  dem  recht- 
vinl£ligen  Dreiecke\B£F  die  beiden  Seiten  BE  und 
£P  udd  der  rechte 'Winkel  E\  so  gtofs  als  in  dem 
rechtwinkligjBn  Drejeck  DEF  die  beiden  Seiten  D^ 
Jküä  EP  und  der  rechte  Winkel  E.  Folglich  sind  die 
Dreiecke  gleich,  itnd  folflich  sind  die  Winkel  BDF 
und  DBF  einander  gleicl^.  Aber  auch  in  dem  gleich- 
seh  eil  kl  igen  Dreiecke  ABD  aind  die  Winkel  BDA 
\  nnd  BAD  gleich  grofs ,  weil  AB  s  BD  ist.  Also  sind 
die  Dreiecke  BDF  und  BAD,  weil  sie  den  Winkel  D 
gemein  haben,  gleichwinklig.  Aehnlichliegende Sei« 
ten  derselben  sind  z.B.  AB,  FD  und  AD,  BDz=zAB, 
Also  isf  nach  ($.  i55.  L) 

.     ü.    t^5*]  =  iFD.AD^. 
Oben  war  [udfC^]  c=  [AF.AD^  (1.).    Also  ist,  susam- 
nieii^endmtiien,  ' 

l  [(-^l?+FD).u<D]  =  [^C*]4r[uiiB*]  (118. L)# 

;  «Air«*  wül  AF4^PD  =t  AD  ist, 

wif  bekan{^i0t  ...  f      ..r  .1  . 
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138. 

Lehrsatz.  ^In  jeäsm  Trapez  sind  dU  Reeht&eka  unter  dsn 
zttfammerutcfs0nden  Th$iUn  der  DiagonaleUp  w^lch^  sie  von  ebuusf^ 
der  ahsehnelaen,  gleich  grofs»  ^  ' 

Z.  B.  wenn  in  (FJ^.  U.)  AB  mit  CD  panllel»  also  JBCD  ein 
Trapes  ist^  fo  itt       ' 

U^.PC\ssi[BJ?.PD\. 

Beweis.    Dh  Dreiecke  JPB  nnd  DPC  sind  gleichwinklig ;  denn 
die  Scheitelwinkel  bei  P  nnd  die  .Wechselwinkel  ABP 
PCD  und  B AP,  PDC,  zwischen  den  Parallelen,  sindgfoiob.  Aebnl  ich- 
liegende Seiten  sind    JP,  PD  und  BP,  PC;  alsa  ist  nach  (Ä.  i53.  L> 

[AP.PCl  =  iBP.PDl  ^  ^ 

wie  behauptet* 

139. 

Zusatz.     Also   sind  in  einem    Trapez  auch   die   von  den 
Diagonalen  und  den  nicht  'parallelen  Seiten  eingeschlossenen  Drei^ 
ecke  gleich  grofs.    Z.  B.  Dreieck  ^PC=:  Dreieck  PPD  (Fig.  88.). 
Denn  da  die  Rechtecke  nnter  JP^  PC  und  BP,  PD  gleich 

frofs  sind  ((«  i38-)»  so  sind  auch  die  Parallelogramme' unter 
lesen  Linien,  mit  dem  Winkel  ^PC  =  BPD,  gleich  grafs  und  ron 
diesen  Parallelogrammen  sind  die  Dreiecke  APC  und  BPD^  welciie' 
von  den  Diagonalen  und  den  nicht  parallelen  Seiten  eingeschlossen 
werden,  die  Hälften. 

140. 

LektsatZ,    In  jedem  nach  den  Ecken  tentrischmm 
Vierecke  sind  die  Rechtecke'  unter  den,  in  graden  Linien  liegen^ 
^dsn  Stücken,    welche   die  Diagonalen   von  einander    eihschneideum 
gleich  grojs»  . 

Z.  B.  wenn  das  Viereck  JBCD  (Fig.  53«)  nadi  den  Ecken  cen- 
trisch  ist»  so  ist  ~         : 

tirP,PD]Ä[CP,PB]. 

Beweis.  Die^Dreiecke  JPB  und  CPD  sind  gleibhWinklig:  denn 
^s  ist,  au  Folge  ($•  8%),  d:ss$,  hsafi.  -  Aebnlidiaegende  Seile»  ätnd 
JPt  CP  und  FB,  PD*    Also. ist,  nach  (f.  i53.  L), 

lJP.PD}=zigP:PBJi. 

141. 

In  Jedem  nach  den  Ecken  eentrischen  P^ie recke  sind 
die  Bschtecke  unter  den  Entfernungen  des  Durchschnitts^  Puncis  fe 
zweier  gegenüberliegender  ieiten  von  den  Ecken,  in  diesen  Seiten,    ' 
gleich  grofi.  ,       ,  ^.    - 

Z.  B.  wenn  das  Viereck  JBCD  (Fig.  53.)  nach  djBji  Bcken  ceo« 
triach,  und  E^kr  Duchschnitts  i*  Panct  der  Seifen  AB  xu^^D,  P 
dar  Dairduchnitts-der  Seiten  JC  und  BD  ist,  so  ist 

lEJ .  £B1  Ä  r£C .  ED]  und  < 

[J?^.PC]Ä[FB.Pi>3.  J^ 

-.Beweis,  Die  Summen  gegenäherltegeuder  Winkel  ies  oentri« 
acben  Vierecks  JBCD  sind  gfeich  swc|i  rechten  <§•  86.  1.)«  Also  ist 
ACD  +  ABDzsACD+AOE,  denn  auch  die  Summ«. der  JNtbaniyia- 
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\AJCD  und  4C^  betri^  swel  ttthit ;  also  ist  JBDssJCE»  Folg- 
Üdi  $vii  die  Dreiecke  £^C  nnd  EBD  gleicfawhD&liK,  denn  sie  haben 
laisenlem  den  Winkel  £  gemem.  Aehnlichliegenda  Seiten  dieser 
Dreiecke  sind  EJ,  ED  und  EC,  EB.    Also  ist 

lEJ.EB\salED.ECl  ($.  i33.  L), 

Eben  so  wird  bewiesen,  dafs  die  Dreiecke  FjiB  und  FCD  f  kiob* 
finkUg  sind,  und  da£i  also 

lFA.FC]smlFB.FD} 
iiti  wie  bdiaaptet. 

142. 

In  jedem  nach,  dßn  Ecken  centrisehen  Vierecke  hi 
ÜB  Summe  der  Rechtecke  unter  den  eegenüherliegenden  Seiten  den% 
hetkttk  unter  den  Diegenalen  gleich.  ^ 

Wenn  s.  B.  das  Viereck  JBCD  (Fig.  53.)  nach  den  Eck^  cen* 
Iriich  ist,  so  üt 

lJB.CD}  +  lJC.BD'\:=zlJD.BCl 
Dieser  Satz  beifsl  auch,  nach  seinem  Erfinder,  der  Ptolomiische. 

Beweis.  Es  sey  der  Winkel  KBD  dem  Winkel  h  gUkh.  so 
itnd  die  Dreiecke  JBC  und  KBD  gleichwinklia;  denn  aufser  KBli 
k6  ist  auch  azzzpt  ($.  87.)«  AehnlicUiegende  Seilen  dieser  Dreiecke 
liod  JC,  KD  und  BC,  BD.  \AUo  ist,  au  Folire  (f.  i33.  L), 

u    IJC.  BD]  SS  IKD .  BC]. 
Veraer  sind  die  Dreiecke  DBC  und  ABK  gleichwinklig;  denn  es 'ist 


dB,  BC  vtad  JK,  CD.    Also  ist,*ni  Folge  («.  t53.  I.}» 

9.    [AB.CD]^[JK.BC\.  ^ 
Zniammencenommen  also  ist»  aus  (1.  ft.)y 
{J^.CD\  +  rSc.BD]  =  \4K.BC\  +  [KB.BC\  =5  [{AK + KD) .  BCt 
K  weil  ^£  +  £D  c=  ^b  ist,  • 

[jrfB .  Ci>]  +  [^C .  BD]  =  [i^D .  BC]  j 
VM  kehaaplel» 

143. 
Lehrsatz»  I.  I^Fenn  eiite  ^ade  JLin?>  durcA  eine 
^Uehige  Winkel  -  5pitee  eines  beliebigen  Dreiecke  den  JFin^ 
^9  durch  dessen  Spitze  sie  geht^  halbirt^  so  ist  dgs 
^^eck  unter  einer  an  der  Kalbirenden  lAnie  hegendem^ 
&öe  und  dem  Abschnitt  an  der  andern  Seite  so  grq/s,  als 
^^  Rechteck  unter  dieser  andern  Seite  und  dem  andern 
Schnitt.  -  . 

•      •  * 

Z.B.  w0iin.in  (Fi;. 89.)  ß^s^y  üt«  sa  ist 
{jiB .  DCi  =ii  IdC .  BD}. 

Bettels.  Es  sey  C^JE  eine  grade  Linie  und  jiE 
^AB,  so  ist  esstp  {§.^.1.),  also  der  Äeifsefe  Winkel 
MC  des  Dreieck«  j;^5,  inreleber  s+tjp  i»t,  ($.53.  VL)# 
8Weh  3«;  mithin  ist  ^4-y  =sa*,  und,  weil  ßssy  i^y« 


-/ 
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ÄoU,  r  ==  «?  tolgllch  ist  EB  mit  AD  pmrrflltf  ($.  ö5. 1), 
und  folglich  fiind  die  Dreiecke  CAD  tind  C£B  gidchw 
•winklig.  Nun  sey  ^F  mit 'B(7  parallel,  so,  sind  auch 
die  Dreiecke  MFA  wd  ADG  gleiobwinkligf.     Also  ist, 

vermöge  (S-  ä35.-I0,  V  >^  .,  ^ 

lEA.DC]  =  [^(7.151^.  ,,. 

Ds  wird  aber  J?^  =s:BA  voraasgeset^t,  und  yermoge  der 

Parallelen  ist  FA  =  BD.  •  Also  ist 

[AB .  DC]  =  [^(7.  BD]; 

-wie  behauptet«  / 

. .  II.  tK^^nn  fin^  grade  tdnie^  durch  eine  heliehige  Win- 
kelspitze eines  beliebigen  Dreieeks  gehtj  und  das  RechUck 
unter  einer,  an  diese.  Linie  anßtojsen^en  Seifert  des  Dreiecks 
und  dem  Abschnitte  an  der  andern  Seite  ist  so  gro/Sy  ds 
das  Rechteck  unter  der  andern  Seite  und  dem  andern  Ab- 
schnitte ^  so  halhirt  die  Linie  den  TFinkel  des  Dreiecks^ 
^urcfi  dessen  ScAeitel  sie  geht,  '         , 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  89.) 

[AB.DCJzizlAC.BD]  ,         « 
ist,  SQ.  ist  /?s=y. 

Jßeweis.  Es  siJy  GD  mit  AC  parallel*,  so  daf»  die 
Winkel  GDB  und  ACD  gleich  sind,  auch  sey  GD:=^Bi 
Da  nun  i4B.DC]  =  [ACRD]  vorausgesetzt  wird,  so 
ist  {GD.  DC]  =t  [AC  .  BD].  Daraus  folgt,  vermöge 
($.  i33.  U.) ,  dafs  die  Dreiecke  ODB  und  ACD  glei<*; 
winklig  sfnd,  und  dafs  folglich  GB  mit  AD  parallc* 
ist.  Schneiden,  sich  nun  GB  und  AC  in  £,  so  sind, 
die  Winkel-  CEB  und  DGB  gleich,  weil  CE  und  DG  pa- 
rallel sind.  Also  ist  « c=  DGB  =  y.  Es  ist  aber  auch, 
wegen  der  Parallelen,  AEssGD,  und  da  GD=AB  wao 
AB  =  AB,  folglich  €=z<p  ($.44.  L);  und  da  wegea 
der  Parallelen  auch  die  Wechselswinkel  (p  und  ß  gleicb 
iind,  so  ist  auch  ess/?.  Mithin  ist»  weil  vorhin  ^^^ 
vrar^  /Vss^'fwie  behauptet.' 

144; 

Lehrsatz.  Wenn  eine  grade  Linie  durch  eine  Win^ 
9celspitze  eines  beliebigen  Dreiecks  den  Winket^  durch  des- 
sen Spitze  sie  geht,  halbirfy  so  ist  das  Rechteck  unter 
den  Seiten;  de0  Dreiecks,  die  den  .halbii:ten  TFiniel  einschue^ 
fsen^  so  grofs  xds  die  Sumn^e  des  Rechteck»  unter  ^f^/^ 
den  Abschnitten  auf  der  brüten  Seite  ^  und  des  0^^^' 
der  hidbirendeh  Linie.  ...  ,  2 
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Z.  B.  wenn  in  (Fi|^.  90.)  die  grade  Linie  JBD  den 
Dreieck^*»  Winkel  B  halbirt,  so  da&  a:=z  ß  ist.  ao  ist 
[AB  .BC]  =  [AD .  DC]  +  [BD*]. 

Beweis,  Es  sey  der  Winkel  b  uem  Winkel  a,  also 
anch  dem  Winkel  ^  gleich ,  so  sind  die  Dreiedc^e  DBC 
und  ADE  gleichwinklig;  denn  anfser  den  gleichen 
Scheitelwinkeln  bei  D  sind  die  Winkel  b  nnd  ß  gleich. 
Gleicbliegende  Seiten  dieser  Dreiecke  sihd  AD,  BD  und 
DE,  DCj  also  ist  m  Folge  ($.  i53.  L)  ^ 

>.  [^D.  DCy  =  [SD .  DJ?]. 
Aber  anch  die  Dreiecke  ABE  nnd  DBC  sind  gleich- 
mnklig;  denn  da  in  den. Dreiecken DB(7 und ^D£,  b^fl 
nnd  d^d  ist,  so  ist  auch  der  dritte  WinkeP  c  ss  y, 
folglich  ist  in  den  Dreiecken  ABE  and  DBCj  ^  =  7^9  und 
wie  YOrausgesetEty  az=zß.  Aebnlichliegende  Seiten  die- 
ser Dreiecke  sind  AB,  EB  und  BD,  CB.  Aldo  ist  za 
Folge  ($.  i33.  I.)  ^ 

2.     [AB.  CE]  c=  fBD.JFjß]. 
Nan  ist  i?iS  =  DE  4.  BD,  also  ist  ans  (2) 

[AB .  Cß]  =  [BD .  (DB+BD)]  =  [BD .  DE]  +  [BD^J , 
folgüch,  weil  vorhin  [BD.  DE]  =  [AD.  DG]  war  (i.), 

[^B.CB]  =  [^D.DC]  +  [BD»]j 
wie  behauptet. 

Gröjsere  nnd    kleinere  Figuren  von   gUiehßtm 

Üm/ange^ 

145.  , 

Erklärung •  Die  Summe  der  Seiten  einer  Figur  hei/st 
ümfaiig.  Figuren  von  gleichem  Umfange  und  vielleicht  ver» 
»ekiedener  Gestalt  und  Fläche  heifsen   ieoperimetris  ck, 

146. 

Lehrsa^tz.  unter  allen  Dreiecken  90n  gleichem  Umfang^ 
mnd' gleicher  Grundlinie  ist  das  gröfste  das  über  der  Grundlinie 
gleichschenklige. 

» 

Erster  Beweis.  Das  Dreieck  u^BC  (Fig..  91.)  sey  gleich* 
Bcbenklig  über  BC,  also  JBzsAC.  FJE  aey  mit  BC  parallel. 
BJD  sey  eine  grade  Linie  und  jiD=sAB,  Wegen  der  Parallelen 
lind  die  Neigungswinkel  DJE  und  jiBC  und  die  Wechsels winkel 
EAC  und  JOB  gleich.  Also  sind  auch  die  Winkel  DJE  und  EaC 
{leich ,  weil  die  vViakel  JBC  und  ACB  in  vdem  gleichschenkligen 
Ureiedte  JBC  gleich  sind.  Nun  ist  auch  JDszJC,  weil  JD  sszJB 
•cyn  soll,  und  JE  ist  sich  selbst  gleich.  .« Also  sind  in  dem  Dreiecks 
f  DJE  die  beiden  Seiten  ^D  und  JE,  nebst  dem  eingeschlossenen  Win- 
kel D^£»  so'grofs  als  in  dem  Dreiecke  i?^C  die  beiden  Seiten  JC  und 
JE,  mil  flem  eingeschlossenen  Winktl  EJC.  Also  sind  die  Drtüeckt 

CreUe*s' Geometrie.  •        .  8 
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DJ^  lind  EAC  ^leicb,  und  folglich  ist  DEarEC.    Nott  ist  DE+EB 
>BD  (j.  49.).    Also  ist  auch  EC  +  £B>BD,  oder  EC^  EB>JB 
4.  jiD;  und,  weil  ^Dz=:JC  isU 
^  BC  +  EB>JB+jiÜ.    I 

Di«  Dreiecke  MQ  und  £J3C  haben  ab«r  bleiche  GraDdlinie 
und  gleiche  Höhe  und  folglich  gleichen  Inhalt  Also  hat  jedes, 
nicht  gleiehsche.nklice  Dreieck  EBC  eiden  gröfsern  Um- 
fang, als  ein  glei  ch  ^rofses,  gleichschenkligesDreieckj^BC. 

Ein  höheres    oder  gröfseres,  nicht  gleichschenkliges  Dreieck, 
wie  z.  B.  jiGC,  kaün  ferner  keinen  kleinem  Umfang  haben  wie  ABCf 
über  derselben  Grundlinie.    Denn  es  ist  in  dem  Dreieck  BOHf 
BG+GH> BH  ( j.  49.),  und   folglich  BG+GC>BH  +  HC,  mit. 
hin,  W€il  wie  vorhin  bewiesen  BH  +  HC  >  Aß  +  AC.  um  so  mpbr, 

GB  +  GC  >  AB '{'AC. 

Also  haben  alle  nicht  gleichschenklige  Dreiecke,  die  eben  so 
hoch  oder  höher,  das  heiisf,  eben  so  grofs  oder  gröfser  sind,  afs 
ein  gleichschenkliges  Dreieck  über  di^rselben  Grundlinie,  eiofn 
gröfseren  Umfang.  Mithin  kann  ein  nicht  gleichscbejikliges  Drei- 
eck, welches  Jen  nemlichen  Upafang  hat,  wie  ein  gleichschenkli- 
ges über  derselben  Grandlinie,  nur  eine  geringere  Höhe  ond 
tolglich  nur  einen  geringeren  Inhalt  haben,  ndd  folglich  ist  untfr 
allen  Dreiecken  von  gleichem  Umfange  und  gleicher  Grundlinie  dsi 
gröf^te  das  über  der  Grundlinie  gleichschenklige. 

Zweiter  Beweis^    Man  setze ,   die  Dreiecke  ACB  und  JDB 
'(FifiT,  02.)  hätten  gleichen  Umfang,  so  dafs  also 
;  CA+CB  =  DA  +  DB 

i  ist.  ^   -- 

Es  s^Y  ACH  eine   grade  Linie.  CH=zCB  und  CE  auf  HB,  CI 

auf  AB  senkr/cht    Alsdann  sind  die  Winkel  HCE  ni|d  BCE,  wie 

BCl  önd   ACl,  gleich  (j:  Sq.  III.).    Also   ist  HCE^  ACl  —  BCl 

tB€Iz=ECI,  folglich  ist  EÖI  ein  rechter  Winkel,  dtnnHCE+ACi 
ECI  ist  gleich  zwei  rechten«  Da  also  i^  dem  Viereck  £/  drei 
Winkel  bei  /,  £  und  C  rechte  sind,  so  ist  auch  der  vierte  Winkel 
ABU  ein  rechter.  * 

Nun  sey  der  Winkel  DAB  in  dem  Dreieck  DAB,  welches  nacfi 
der  Voraussetzung  mit  CAB  gleichen  Umfang  haben  soll,  kleiner 
als  CAB^  so  ist  der  Winkel  DBÄ  nothwendig  gröfser  als  CBa. 
Denn  wäre  DBA  kleiner  als  CBA,  z.  B.  LBA,  so  wäre  LB  +  LA 
<  CB+CA  (J.  5o.),  und  wäre  DBA  gleich  CBA^MBA,  so  wir« 
MB^MA,  weil  MA<  CM  +  CA  ist  (J.  49.),  ebenfalls  kleiner  aW 
CB  +  Cji,  Beides'  ist  der  Voraussetzung  entgegen ,  weil  DA  +  ^? 
x=CA  +  CB  seyn  soll.  Folglich  kann  der  Winkel  DBA  weder  klei- 
ner als  CB^,  noch  ihm  gleich  seyn.  und  folelicfa  ist  noihittnä^ 
DBA  >  CBA ;  also  DBH<  CBH, 

Es  sey  DF  auf  HB  aenkrecht  und  GF=i  BF,  so  sind  die  Win- 
kel DGB  und  DBG  gleich.  Also  ist  auch  DGB  kleiner  ali  CBH. 
In  dem  Viereck  ADGB  ist  also  der  Winkel  DAB  kleiner  als  CBA 
und  der  Winkel  DGB  kleiner  als  CBH,  folglich  ist  die  Summe  df 
beiden  Winkel  DAB  und  DGB  kleiner  als  ABG,  oder  kleiner  ^J« 
ein  Fechter,  und  folglich,  da  der  dritte  Winkel  bei  H  ein  recK- 
ter  ist,  der  vierte  Winkel  ^JD^P^^nach  innen  wi^gröfser  al» 
K>yei  rechte,  und  folglich  der  äufsere  Winkel  u^DG  kl eiacr  al« 
cwei  rechte.  Folglich  ist -/DÖ  keine  grade  Linie,  sondern  ^^ 
+  DG>  AG,  oder^  weil  JfGs=Dn  ist,  DA  +  DB  >  AGl   Es.ifif^ 
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abfp  Toranflgesetzl,  dafs  DJ'^\DB=zCJ4'C^  fcyn  lolL  Also  Ut 
CJ  +  CB,  oder ,  weil  CB=:  CJLiü ,  CA^CH  oder  AH  >  AG.  Da 
nun  bei  B  ein  rechter  Winkel  i&iy  so  ist  sHB  >  GJ3  ($.  62.  II.).  Ntm 
in  CIz=iEB  =  iHB  und  i>X=  F-BrsJGJB.  Also  ist  £B>Fi5  oder 
CI>DK,  d«3  heifst:  das  gleichschenklige  Dreieck  ACB  ist 
b6her  und  folglich  gr&fser»  als  Jedes  nicht  gleichschenk- 
lige DrtieckAvB  von  gleichem  Umfange»  Üher  derselhen 

Grundlinie;  wie  behauptet  wird. 

« 

147. 

Lehrsatz.  Wenn  in  beliebig  verschiedenen  Dreiecken  zu  ei 
Siitut  in  'dem  einen  so  grofs  sind  als  in  dem  rnndem^  so  ist  da^'^ 
jfftige  das'  gröfste^  \n  u>elckem  die  beiden  unveränderlichen^  Seiten 
tuten  rechten  ff^inkel  einschliefsen. 

Beweism     In  (Fig.  93.}  sey  das  Dreieck  ABC  in  B  rechtwink- 
lig.  Beliebige  andere  Dreiecke  DAB,  EAB  etc.  sollen,    anfser  der 

Sfili  JBr  die  gleiche  Seite  D B  z=zEB =  CB  haben.  Alsdann  sind 

alle  diese  Dreiecke  kleiner  als  das  Dreieck  ABC;  denn,  wenn  JDF,  EG 
elf.  Perpendikel  sus  D,  E  etc.  9i\%t  AG  sind,  so  sind  diese  Perpen- 
dikel saiqmtlich  kürzer  als  die  schrägen  Linien  DB,  EB  ($63.  IV.V 
ond  folglich  säramtltch  kärzer  als  CB«  Nun  sind  DF,  EG  etc.  die 
Hüben  der  Dreiecke  DAB,  EAB  etc.  und  CB  ist  die  Höhe  des  Drei- 
ecks C^B,  sSnnntlich  über  gleicher  Grundlinie.  Afso  sind  alle  die  ' 
Dreiecke D./#B,  £^B  etc.  kleiner  als  das  rechtwinklige  DiTieck 
CaB  mit  eben  der  Grundlinie  AB  und  eben  der  einen  gleichen  Seite 
CBszDBzszEB  etc,  ' 

148. 

Lehrsatz.  Unter  allen  Vielecken  von  gleichem  umfange 
^R  das  gröfste  nur  gleiche  Seiten  haben. 

Beweis.  Gesetzt  das  Vieleck  4BCDEF  (Fig. 94.)  habe  nicht 
gleiche  Seiten  und  es  ^^V '•  B*  nicht  ABssBC,  so  ist,  wenn  auch 
die  übrige  Fignr  ACDEF  bleibt ,  schon  mit  der  Summe  der  Seiten 
JE  und  BC  ein  aber  AC  gleichschenkliges  Dreieck  AKC  van  glei-| 
diem  Umfange  möglich,  welches  gröfser  ist.als^BC  (S^  i460*  Enen 
M)  Terhalt  es  sich  mit  allen  andern  zusammenstofsenden  Seilen.  Al- 
M)  kann  eine  nngleicbseiltge  Figur  nie  äie  gröfste  unter  allen  von 
gleichem  Umfange  seyn,  und  die  gröfste  kann  also  nur  gleiche 
Seiten  haben. 

149. 

Lehrsatz.  Wenn  alle  Seiten  eines  Vieleeks^  bis  auf  eine^. 
Meben  sind,  so  kann  das  g  r  öfste  Vieleck,  welches  sich  damit  ein- 
miefsen  iHfst,  nur  centrisck  nach  den  Ecken  seyn  mtd  den  IVlit^ 
*efyunct*der  Ecken  iH  der  iVIine  4er  willkükr liehen  Seite  haben. 

Beweis.  Die  Seiten  AB^  BC,  CD,  DE,  EFnndFG  des  Viel« 
«d»  ABCDEFG  (Fig.  ^5^)  »ollen  die  gegebenen  sejrn,  AGdit 
tillköhrliche.  '  Schlief sen  nun  beliebige  zwei  Diagortalen  von 
jm  Enden  dieser  willkähr liehen  Seite  Dach  einer  Ecke,  z.B. 
dB  und  DG,'  in  p  nicht  einen  recfhten  Winkel  ein,  Vo  lüfst 
«cb,  wenn  man  die  Figuren  ABCD  tind  DEFG^  also  auch  die  DJ*«- 
Sooalen  AD  und  DG,  unverändert  beibehält,  mit  diesen  Diagona  «1 
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«in  erÖfseres  DreiecL^  ^Z)<r  eiaschliefsen  {g^  t47«>  und  folglich 
mit  dan  nemlicfaen  Seiten  ein  gröfseres  Vieleck  ABCDEFO.  So 
verhält  es  sich  mit  den  Didgoiialen  Dach  jeder  andern  Ec)ce.  Das 
gr/Vfsfe  Vieleck,  welches  sich  mit  den  ge^enen  Seiten  jiB,  BCy  CD^ 
DM^  ^^  °°<^  ^^  ehi schlief« en  läfst,  kann  also  nur  unt^r  den jen igen 
seyn,  in  wekhen  alle  die  Winkel  JBG,  ACQ,  JDG ,  jfEG  und 
AFG  rechte  sind.  Ein  solches  Vieleck  ist  centrisch  nach  den 
Ecken  and  hat  seinen  Mittel  -  Punct  der  Ecken  in  der 
Mitte  der  willkührliche  Seite  AG  (jf.  io6|.  II). 

Es  giebt  aber  nur  ein  solcher  Vieleck  $  denn  alle  dergleichen 
Vielecke  mit  den  nemlichen  gegebenen  und  einer  willkährürhen  Seife 
sind  gleich  ($.  to5.)*  Also. kann  das  gröfile  Vieleck  ABCDEFG 
mit  den  gegebenen  Seiten  AB^  BC,  CDi  DE,  EF  und  FG  nur  «las 
eine  seyn ,  welches  centrisch  nach  den  Ecken  ist  und  den  Mittel- 
Punct  der  Ecken  in  der  Mitte  der  willkiährlichen^  Seite  AG  hat. 


*i 


JLehrsatZ'     Das  grofstf,  unter  allen  Vielecken  mit  den  nein-  ' 
lichenSeiten,  also  von  gleichem  Umfange^  ist,  centris eh  nach 
den  Ecken* 

Beweis.  ABCDEF  (Fig.  96.  I.)  sey  ein  nach  den  Ecken  cen- 
irisches  Vieleck  mit  den  gegebenen  Seiten  AB,  BC^  CD,  DE,  EF 
un^FA^;  M  sey  der  Mittel  -  Punct  der  Ecken,  AMZ  eine  grade  Linie 
uadAMz^MZi  ccßydttp  (Eij^.96.  U.)  dagegen,  sey  ein  nicht  centrj- 
sches  Vieleck  mit  den  nemlichen  Seiten  ABr=:ccp,  BCsnßyy  CD-^zy^^ 
DE=^,ii,  £Fä«9  und  FA==(pcc.    Auch  seyDZ=:d£  und  Z£  =  Ce. 

Nun  ist  zu  Folge  ($.  i4g.)  das  centrische  Vieleck  ABC  DZ 

?r5fser  als  jedes  andere  Vieleck  mit  den  nemlichen  Seilen  AB^  BC^ 
D  und  DZ  und  einer  willkübrlichen  'Seite  AZ,  also  gröfser  als  daj 
nicht  centrische  Vieleck  ußydi.  Auf  dieselbe  W^isc  ist  das  Viel«  - 
eck  AFEZ  gröfser  als  das  Vieleck  et(pi^,  2iUsammengenemnM>n  aÜo 
ist  das  Vieleck yBC/}Z£F  gröfser  als  jedes  andere  Vieleck  aßr^l^^, 
mit  den  nemlichen  Seiten.  Die  Dreiecke  DZE  und  ^(t  sind  aber 
,. gleich,  weil  alle  drei  Seiten  in  dem  einen  so  grofs  sind  als  in  dem 
4  andern,  iolgfich  auch  gleich  grofä.  Zieht  man  daher  diese  glei- 
chen -Dreiecke  ab,  so  iis)^,  dals  auch  das  centrische  Vfeleck 
ABCDEF  gröfser  ist  als  jedes  andere  nicht  centrische  Vieleck 
§tßyde9,  mit  den  nemlichen  Seiten,  oder  von  gleichem  Umfafnge« 

151. 

Lehrs  atz*  Nach  d^n  Ecken  centrische  Vielecks^ 
mit  den  nemlichen  Seiten p  sind  auch  dann  noch  gleich  groj's^ 
wenn  ihre  Seiten  in  v  er  s  chi  edener  Ordnung  auj , einander  Jiolgsn. 

Beweis,    Zuerst  folgt,  dafs   die  Halbmesser  nach  den  Ecken 
.  centriacher  Vielecke,  wenn  sie  die<  nemlichen  Seilen  haben,  nicht  un- 

{leiah  sey^  können«  Denn  gesetzt,  der  Halbmesser  des  «inen  würe 
leii^er  als  der  Halbmesser  des  andern»  so  wären  alle  Winkel 'am 
Mittel -Pnncte,  über  gleichen  Seiten,  in  dem  ersten  gröfser. als 
ip  dem  andern»  welches  auf  die  Weise,  wie  in  (§.  io4.),  bewiesen 
■  wird,  folglich. wiren  die  Summen  der  Winkel  am  Mittel- Piin^ct 
verschieden,  was  nicht  seyn  kann»  da  sie  immer  vier  rechnen 
gleich  sind«.  Wäre  der  Halbmesser  in  dem  einen  Vieleck  gröfaer 
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lUiman^rD»  M>>irSrea  alle  Winkel  m  Mittel  •  Pancc  ittber  glei- 
chen Seiten»  in  den  ersten  kleiner  als  ii|  dem  ander^  ((.  }o4.), 
also  die  Sumipen  der  Winkel  am  Mittel -Pnnct  wtederam  ver- 
ichieden,  Alse  können  die- Halbmesser  der  beiden  Vielecke  nicht 
logicich  seyn,  sondern  mössen  gleich  scyn.  Dann  aber  sind  die 
Dreiecke  über  gleichen  Seiten  gleich  und  folglich  auch  gleich  £ro£i» 
MilHin  sind  auch  die  Summen  der  Hrefiecke  um  den  Mittel  «functi 
oder  die  Flächen  der  beiden  Vielecke»  gleich  groff«. 

152. 

Ijehraatz/  Unter  allen  Vielecken  von  gteietkehk  CTm- 
fgnge  und  gleieh  pislen  Seiten  Ut  dai  regelmafeige  das 
^Töfseste. 

Beweis.  Vach  ($.  s48.)  ist  unter  allen  Vielecken  ^on  glei- 
cl^m  Um£ange|  das  gleichseitigexind  nach  (f.  i5o.)  das  nach 
den  £cken.  centrische  das  gröfseste,  Aho  ist  unter  aliep 
Vielecken  von  alachem  Umfmge  und  gleich  vielen  Seiten  daa-eleicb« 
leitigty  welcnes  zugleich  centrisch  nach  den  Ecken  ist^  das' 
gröfste^  und  dieses  ist  das  regelnxäfsige  ((.  leS«  iL). 

B.     Verffleichun^   derGröfBe    der   ri^uren 
mit  Hülfe  der  Zahl,  oder  durch  Rechiiaag;. 

153, 

Erklärisn ff^  Grb/sen  hei/sen  gleiehartig^  wenn 
fit  äiarck  Vermehrung  und  Verminderung  ans  einander 
entstehen  können ,  ungleichartig,  im  entgegengesetzten 
faÜe.  In  der  Geometrie  sind  die  Längen  von  Linien^ 
Äe  Winkel^  die  Inhalte  begrenzter  F l eiche n,  die  Inr 
halte  van-  Korpern  gleichartige  Grö/sen;  deTin^ 
Mfenn  man  Ldnien^  oder  Winkel j  oder  Flächen  j  oder,KÖr^ 
ffr  aufeinander  setz^^  oder  von  einander  cd) schneidet ^  so 
mtstehen  wieder  Liinien^  Winkel ^  Flächen-  und  Körper^  Hin^ 
E^tn  lAnien  und  Winkel^  oder  Ldnien.und  Flächen ^^ oder  | 
Winkel  und  Körper  u.s.  Wi  sind  ungleichartig^«  Gräm 
farij  weil  nie  aus  Linien  Winkel  y  oder  aus  Linien  Flächen^ 
oder  aus  Winkel  Korper  u.s.jv.'  entstehen  können,  wie  man 
dergleichen  Grafsen  auch  an  einmnder  fiigen^  oder  von,  euu 
^dxr  wegnehmen  mag. 

154. 

Erklärung'.  Nur  gleichartige  Grofsen  kon- 
^n  mittelst  der  Zahl  verglichen  oder  durch  einander 
^^s gedrückt  oder  gemessene  werden,  weil  nur  solche 
flößen  durch  Aneinanderßlgen  und  Voneinanderwegneh- 
»»»  entstehen. 

-  Die  Bezeichnung  gleichartiger  Grofsen  durch  die  Zahl 
i^schißht  vertnittelst  irgend  ei/ier^ Grqfse  derselben  Art^ 


1|8         1.  TheiL    2.  Buch.     2J  jfbschnffL       -  *54« 

die  auch  eine  der  V^ergJJichenen  leihst  seyn  kän/t^  Und  'wet^ 
che  Eiaheit  heijst  und  immer  durch  i  ^bezeichhet  toird. 

Man  nimmt  eine  solche  Einheit,  die  dann  für  alle 
zn  vergleichenden  Gröfsen  derselben  Art-  die  nemliche 
bleibt,  wiUkührlich  an,  und  drückt  durch  Zahlen  aus,^ 
Vfie  oft  di,e  ^Einheit,  oder  irgend  ein  iTheil  derselben, 
aneinander  gefügt  oder  \on  einer  anderp  GrciFse  dersel- 
ben Art  hin  weggenommen  werden  mdfs,  um  die  ku  ine8-> 
\Bende  Güöfse  genliQ  •der  ^n  äherangfweis  e  «u  be- 
iLommea.  Nähert  maa  sich  blos  derausjKudrückenden 
Gröfse,  so  kann  auch,  blos  dieOperation»  durch  wel-< 
che  die  Näherung  geschieht,  dnrc|i  irgend'  ein  Z  e  i  c  h  en 
angedeutet  werden. 

I.  Ist  eine  GröTsejgrade  ein  Vielfaches  der  Ein* 
heit,  so  wird  dieselbe  aurcli eine  ein  z e'l  n  e  Z  a  h  1,  oder 
durch  eine  sogenannte  ganze  Zahl  ausgedrückt;  denn 
die  ganze  Zahl  ist  das  Zeichen  des  geschehenen  An- 
einanderfü?ens  mehrerer  gleichartiger  Gröfsen.  Wird 
s.B.  2Üm  Messen  der  Längen  von  beliebigen  Linien 
die  Länge  der  gra'den  Linie  ^B  (Fig.  97.  I.)  als  Ein- 
heit angenommen^  und  also  durch  das  Zeichen  i  beseicb- 
net,  und  mufs  dann  diese  Länge  grade  dreimal  an 
einander  gefügt  werden ,  um  eine  andere  Linie  ^C  x,n 
bekommen,  so  wird  die  Linie  u^C  durch  die  gan7.eZahl 
drei,  und  also  durch  das  Zeichen  5  bezeichnet.  Ist  der 
Winkel^£C(Fig*g7.II.)  das  angenommene  Maafs  oder 
die  Einheit  beliebiger  Winkel,  welches  wiederum  durch 
1  beKeicbnet  wirdt  und  der  Winkel  DjB^  entsteht  durch 
'füiifmaliges  Aaeinandersetsen  des  Winkels  ABC,,  so 
wird  der  Winkel  ABD  durch  die  ganne  Zahl  fünf> 
und  folglich  durch  das  Zeichen  5  ausgedrückt.  Ist  das 
Quadrat  AG  (i^ig*  97.  HI.)  das  angenommene  Maaf« 
oder  die  Einheit  beliebiger  Flächen,  welches  dann  wie- 

^  derum  durch  \  bezeichnet  wird,  und  die  Fläche  AF  ent-- 
steht  durch  zwölf  maliges  Aneinandersetzen  des  Qua- 
drats ^C,  so  wird  ^F  durch  die  ganze  Zahl  zwölf« 
uud  folglich  durch  das  Zeichen  12  ausgedrückt  u.  b.  w. 

II.  Ist  umgekehrt  die  angenommene  Einheit  eii\ft 
Gröfse  grade^ein  Vielfaches  der  zu  messenden 
Grafs  e,  so  wird  letztere  durch  einen  Bruch,  dessen  Zäh- 
ler i  und  dessen  Nenner  die  Zahl  des  Vielfachen  ist,  aus- 
gedrückt>  und  ist  ein  aufgehender  TA ei2  der  Einheit. 
\Mati  sehe  den  ersten  Band^  fiechenkunst,  zweiter  Ab«, 
schnitt)    Ist  z.B.  io  (Fig.g?.  I.)>'wie  Torhin,  AB  =^  h 
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and  die  Linie  Ati  moft  grade  Tier  mal  ao  einen  derre* 
•etst  -werden,  um  AB  tn  gebeut  m>  wird«^i>  durch  den 
Brucli  ^  ausgedrückt.  Ist  io  (Fig.  97.  II.)  >  wie  vorhin, 
der  Winkel  ABC  =  1  und  der  Winkel  ABE  mufa  grade 
dreimal  an  einander  geselM  werden,  um  ABÖ  sa  ge- 
ben, so  wird  ABE  durch  \  ausgedrückt.  Ist  10  (J^g* 
97»  III.) 9  wie  vorhin,  das  Quadrat  ^C  s=^  1 ,  und  die 
Fläche  ^/ muTs  grade  sechsmal  an  einander  ^selst  . 
werden ,  um  AC  zxk  geben ,  so  wird  AI  durch  ^  ausge- 
drückt n.  s.  w.  ' 

III.  Ist  die  KU  messende  und  zu  vergleichende  Gröfse 
grade  ein  Vielfaches  eines  aufgehenden  Theils 
der  Einheit,  so  wird  iie  durch  einen  Brucji  ausge- 
drückt, dessen  Nenner  die  Zahl  der  Theile  in 
der  Einheit  und  dessen  Zähler  die  Zahl  sol- 
cher Theile  in  der  tvt  mesasenden  Gröfe  be- 
seichneU  (Rechenkunst,  zweiter  Abschnitt.)  Ist  £.  B« 
in  (Fig.  97*  L) 9  wie  vorbin,  AB:==^f  und  der  fünfte 
Theil  von  AB  mufsdreisehnpial  an  einander  gesetzt 
werden,  um  AE  ko  geben,  so  wird  AE  durch  den  Bruch  ^ 
X  ausgedrückt.  Ist  in  (  Fig.  97.  II. ) ,  wie  vorhin ,  4,er 
Winkel  ABC^^^  und  der  dritte  Theil  dieses  Win- 
kels  mufs  achtmal  .an  einander  gesetzt  werden»  um  den 
Winkel  ABF  zu  geben ,"  so  wird  ABF  durch  ^  aujBge«-  . 
drückt.  Ist  in  (Fig.  97.  IIL) ,  wie  vorhin,  das  C)uadrat 
^C=siy  und  die  H.älfte  davon  mufs  eilfmäl  an  ein- 
ander gesell  t  werden ,  um  die  Figur  AL  zu. geben,  so 
wird  die  Fläche  AL  durch  V  ausgedrückt  u.  s.  w. 

IV.  Ist  endlich  die  zu  messende  Gröfse  weder  ein 
Vielfaches  der  Einheit,  Hoch  ein  Vielfaches  ir- 
gend einesTJieils  dtfrse/&e7i,sondernfallt zwischen  ^ 
Ewei  auf  einander  folgende  Vielfachen  irgend  eines  Tbeils 
der  Einheit,  so  klein  auch  der  Theil  seyo  mag,  so  ist  sie  in^ 
commensurabel:  im  Gegensatz  von  den  GröFsen  in 
den  vorigen  Fällen,  welche  commensurabel  ßini-  Man 
kann  sich  einer  solchen  Gröfse  nur  durch  Zusammen- 
setzen commensurabler Gröfsen  nach  Belieben  nähern. 
Die  Gröfse  wird  aber  genau  ausgedrückt,  wenn  man 
iieOperation  bezeichnet^  durch  welche  man  der  Gröfse 
ohne  Ende  näher  kommen  kann.  Gesetzt ,  die  Länge 
der  Liinie  AE,  oder  die  Gröfse  des  Winkels  ABGy  oder 
der  Inh|lt  der  Figur  AN  (Fig.  97.^  L  II.  IIL)  wäre  von 
der  Art,  dafs  die  Zahl,  welche  ausdrückt »  wie  Vielfa- 
ches diese  Gröfsen  von  ihrer  Einheit  sind^  diejenige  ist. 
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trelche  mit  sich  selbst  multiplicirt  6  giabt,  so 
kann  die  Vielfiachheit  der  benannten  Gr^^fsen  gegen  die 
Einheit  darch  ke^ne  ganee  Zahl  und  durch  keine-n 
Bruch  ausgedrückt  werden,  weil  es  keine  ganze  Zahl  und 
keinen  Bruch  giebt,  die,  mit  sich  selbst  multiplicirt^  die 
ganze  Zahl  6  gäben ,  indem  5  nicht  die  eweite  Poteatät 
ieinep  ganzen  Zahl  ist.  Man  kann  sich  also  alsdann 
dem  Ausdruck  der  Vi^lfachheit  der  Gröfse ,  welche  ge- 
messen werden  soll,Knur  durch  Reihen,  durch  Ket«« 
tjenbrüche,  od^r  durch  andere  Mittel,  nach  Belieben 
nähern,  öleichwohl  wird  die  zu  messende  Gröfse  ge- 
nau ausgedrückti  wenn  ma^  die  Operation  anzeigt, 
durch  welche  die  Näherung  geschieht,  also  in  dem  obi' 
l^ea  Beispiele,  wenn  ^an  die  zu  messende  Gröfse  durch 
y6  oder  durch  5^  bezeichnete   u.  s.w. 

So  läfst  sich  jede  Baum  -  Gröfse,  sie  sey  Linie,  Wio^ 
kely  Fläche  oder  Körper,  durch  eine  Einheit  ihrer  Art, 
mit  Hülfe  der  Zahl,  ausdrücken,  und  man  ki^nn, 
wen^  man  Raum.^Gröfsen,  die  verglichen  werden 
sollen,  durch  Buchstaben,  «.  B.  Linien,  Winkel,  Flas- 
chen und  Körper  durch  a,  &,  c  ....  <r,  p. .  ..a,  /?...• 
und  wie  man  sonst  will,  bezeichnet  hat,  unter  diesen 
Buchstaben  ohne  Weiteres  blos  Zahlen  verstehen, 
das  heifst;  Zahlen  im  allgemeinen  Sinne  des 
Wortes  (Rechenkunst,  dritter  Abschnitt)  niqht  ganze 
Zahlen  allein,  sondern  eben  so  wohl  Brüche  und  in«- 
commensurable,  blos  durch  Operations -Zeichen  an-* 
gedeutete  Zablengröfsen ,  wie  die  Umstände  sie  er- 
fordern. 

155. 

Erklärung^  So  wie  der  Ausdruck  irgend  einer 
JRaumgriifse,  durch  eine  Einheit  ihrer  Art ,  vermittelst  der 
Zahl  ffeschiehtj  was  nichts  anderes  ist  als  die  VergleichuTig 
der  zu  messenden  Gröfse  mit  einer  xindem^  zurEijiheit  an-- 
genommenen ^  ihrer  Art^  so  geschieht  auch  die  gegen- 
seitige Ve  rgleichung  beliebieger,  auf  diese  Weise  aus^ 
gedrückter  gleichartiger  Grbfsen  durch  die  Zahl 
allein.  Sowie  s.  B.  eine  Linie,  oder  ein  Winkel,  oder 
eine  fläche,  oder  Körper  a,  das  afache  der, Einheit  von 
Linie,  Winkel,  Fläche  oder  Körper  nnd  eine  derglei- 
chen Gröfse  h  das  frfache  der  nemlicben  £inbe||^  ist:  so 

et ' 

ist  die  erste  Gröfse  Ol  das  v- fache  der  sweiten   und  die 

o 
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h  ' 

nveite  Grofse  b  das  —fache  der  ersten  1  denn  nimmt 

a 

a 
man  das  -^faehe  d^r  Grübe  ft/das  hei£st,  mnltipliw 

cirt  man  h  mit  -^ ,  so  erhält  man  a,  nnd  ninm^  man 

0 

h  '     '' 

das  .—  fache  der  Grofsie'  a,/  das  heiüst,  multipiicirt  man  a 

h  '    ■         •  ■ 

mit  — ,  60  erhält  man  6.   Yergleieht  man  zwei  {gleich- 

artige  Gröfsen,  so  ist  der  Quotient  der  Zahlen,  wel- 
che sie  atisdrf&ckea,  nicht  mehr  eine 'Grofse  eben  der 
ikrt,  sondern  eine  blöfse  Zahl,  "welche  ansei^,  wel» 
ches  Vielfache  die  eine  Grofse  Yon  der  andern  ist# 
Wären  a,  b,  c  nnd  d  yier  verschiedene  Linien  >  oder 
Winkel,  oder  Flächen,  oder  Körper,  dnrch.  ihre  Einhei* 

o.  c 

ten  in  Zahlen  ansgedrttckt,  nnd  man  fände,  dafs  v-  =  -p  ^ 

ist,  90  n>üfste  man  sagen,  dafs   a  und  o  von  b  nnd 

d   Glcich'Vielfach9  sind« 

Wie  sich  in  der  Folge  seilen  wird,  können  die  Zah- 
len der  Flächen  -  Einheiten  in  einer  beliebigen  Fläche 
allemal  als  das  Product  zweier  Zahlen  von  Linien- 
Xinheiten  in  swei  Linien,  und  die  Zahlen  der  .Körper- 
Einheiten  in  einem  beliebigen  Kök*per  a}s  das  Product 
dreier  Zahlen  von  Linien  •Einheiten  in  drei  Lilaien, 
oder  auch  als  das  Product  zweier  Zahlen ,  die  eine  von 
Linien  -  Einheiten  in  eiber  Linie,  die  andere  von  Flächen* 
Kaheiten  in  einer  Fläche  betrachtet  werden,  was. sieh 
schon  daraus  schliefsen  lärst,dars  die  Flächen  allemal  nwei 
Abmessungen,  Länge  und  Breite,  und  die  Körper  drei  Ab- 
messungen, Länge,  Breite  nnd  Höhe,  h^ben  ($•  4.).  Das 
Product  zweierund  dreier  Zahlen,  wenn  sie  Linie^ 
bezeichnen,  bat  also  allemal  eine  geometrische  Bedeu- 
tung. Ersteres  bedeutet  eine  Fläche,  letzteres  einen  Kör- 
per. Das  Product  von  vier,  fünf  und  mehreren 
Zahlen  dagegen,  welche  Linien  be/^eichnen,  oder  auch 
nur  von  ewei  Zahlen,  welche  Flächen  oder  Körper  be» 
zeichnen,  hat  keine  geometrische  Bedeutung.  Gleich* 
wohl  hindert  nichts^  da£s  bei  den  Vergleichunge'n 
xtAi  Räumen,  Prodncte  Von  mehr  als  drei  Zahlen,  die 
Linien  oder  Flächen  eic.  bezeichnen,  vorkommen ;  denn 
dtirch  Division,  oder  durch  fernere  Multiplicarien,  lassen 
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gich  dergleichen  Prodacte  allemal  auf  weniger  ala  drei 
Abmessungen  zurückbringen.  Gesetot  'e.  B«  a,  h,  c,  d 
und  py  9,  r, '5  bezeichneten  Linien »  and  man  habe  bei 
irgend  einer  Vergieichung^  ge&inden^  .dals 

iflty  fio-iiabea  swar -die  beiden  Producte  a.b. cd  and 
p,q.r.s  an  sich  keine  geometrische  Bedentang.  Allein 
nmltiplicirt  man  die  Zahlen  a,  .&,  c,  d  und  p,  g,  r,  s  ferner, 

£•  B.  mit  -7,    oder,  was  dasselbe  ist,   dividlrt  man  sie 

durch  d,  so  erhält  man 

und  dieses  drückt  aus,  dafs  der  darch  abc  bezeichnete 

S  T 

Körper  ilas  ~  fache  des  Körpers  pqr   odei^  das  -^  fache 

des  Körpers  pqs  ist,  u.  s.w.;  denn  '^f  '^  ^tc.  sind,  wie 

Irorhin  bemerkt,  nicht  mehr  Linien,  sondern  hlofse 
Zahlen.  Divii^irt  man  abcd  =:  pqrs  durch  bdj  so  er- 
hält man 

pars  rs  gs 

welches  ausdrückt,  dafs  die  darch  ac  bezeichnete  Fläche 

7*  5  OS 

das  7-;  fache  der  Fläche  pq  oder  das  f-,  fache  der  Flache 
bd     '  *  od 

pr  ist,  u.  s.  w.     Denn  z.  B.  ti  oder  —•t  "t  das  Pro- 

duct  von  zwei  blofsen  Zahlen,  und  also  ebenfalls  eine 
Zahl  n.  s.  w. 

Es  hindert  also  nichts,  die  Zahlen,  welche 'Linie^, 
Winkel,  Flächen«,  Körper  ausdrücken,  durch  so  \iele 
Multiplicationen  und  Divisionen,  als  man  will,  zusam*. 
menzusetsen,  imd  damit,  wie  überall,  mit  blofsen  Zah- 
len zu  ^rechnen,  worin  eben  der  Vortheil  der 
Anw.endung  der  Zahl,  oder  der  Reebenkunst 
auf  die^  Geometrie  besteht,  dessen  man  ent- 
behrt, wenn  man  bei  der  blofsen  Anschauung 
bleibt^  denn  bei  dieser  ist  man  auf  die  drei 
Abmessungen  des  Raumes  beschränkt,  und 
kann  Sätze^  bei  welchen  ^s  auf  die  Producte 
To'n  mehr  als   drei  Zahlen.ankommt,  nur  mit 
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Mühe  and  darcfafremdartige  Vor8telluiig;en. 
anschaulich  machen»  getrachtet  man  dage« 
^en  Raamgröfsen  ala  Zahlen  ihrer  Eiftheit en^ 
ao  kann  man  mit.  diesen  Zahlen,  ohne  wei- 
tere Rücksicht  auf  die  Ein  hei t,  an  iSesch  rankt 
rechnen,  das  heifst,  sie  allen  den. Verwand- 
luogeb  an te/werfen,  die  aus  den  Verbindun- 
gen, in  welche  sie  durch  die  Natur  der  Auf- 
'  eabe  gesetst  sind,  für  blofse  Zahlen  folgen. 
Will  man  dem  Resultate  wieder  seine  geometrische  Be-* 
debtung  geben,  so  darf  man  dasselbe  nur  auf  i,  2  oder 
S  Abmessungen  bringen.  Ausdrücke  mit  einer  Abmes* 
aung  können  dann  Linien  oitor  Winkel,'  Aasdrficke  mit 
« w ei  AbtnessuYigen  Flächen,  und  mit  drei  Abmessungen 
Körper  bedeuten.  Ausdrücke  mit  weniger  als  einer,  oder 
mit  mehr  als  drei  Abmessungen  sind  aber  allemal  blofse 
Zahlen,  die  keine  unmittelbare  geometrische  Bedeutung 
haben. 

'  156. 

Erkläru  n^.  Wenn  Raum  -  Gröfsen  einerlei  jtrt  mn 
einander  gefugt  werden,  so  werden  sie  offenbar  grbfser^ 
nimmt  man  sie  von  einander  hinweg,  kleiner.  Nun  kann 
man  schon  eine  einzelne  Grofse  als  durch  Hinzufugung  zu 
Null  entstanden  ansehen:  es  folgt  alsOy  dafs,  wenn  z.  B. 
eine  Linie  zu  einer  andern  hinzugefiigt  wird,  dieses  Hin^ 
zufügen  nur  in  derselben  Richtung y  oder  die  Linie 
fo rtsetzejiä^  geschehen  kann ,  und  wenn  eine  Linie  von 
einer  andern  hinweggenommen  wird^  dafs  es  in  entge- 
gengefetzterRichtung,  oder  umkehrend^  geschehen 
mufs.  Wenn  also  s.  B.  die  Linie  BC=:b  ('Fig.  98.)  zu 
der  Linie  JlB  =:  a  hinzugefügt  werden  soll ,  und  man 
nimmt  an,  dafs  die  Linie  von  ^  ab  nach  B,  nicht  etwa  ^ 
^on  JB  ab  nach^,  gröfser  wird,  also  in  A  der  Null- 
punct  ist,  so  mufs  nothweridig  BC,  wie  in  der  Figur,  an 
^  j^B-  angesetzt  werden ,  und  die  Linie  AC  wird  dann 
durch  wi^b  ausgedrückt.  Soll  hingegen  die  Linie  JBC=a 
hinweggenommen  werden,  so  wird  AB  um  ebeA  so  ^iel 
kleiner,  und  folglich  mufs  JBC  von  B  nach  A  rückwärts 
genommen  werden,  so  dafs,  wenn  £D  =  £(7=&  ist^  nur 
noch  AD  übrig  bleibt.  Dieses  AD  wird  alsdann  durch 
o  —  h  ausgedrückt.  In  derThat  ist  ADzsa  —  b  nichts 
anders  aU  diejenige  Linie,  Welche,  wenn  man  zu  der- 
selbea  bssiDB  hinzuthtit,  wiederum  AB^^^ä  giebt,  wie 
es  in  dem  Sinne  des  Zeichens  —  liegt  (Rechenkunst, 
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$.107.).  Ist  h  grofser  als  a,  so  fallt  der  Eodpunct  der  - 
Linie  a  —  h  über  A  hibaos,  aaf  die  entgegengesetEte  Seite 
von^.  Wäre.«.  B.  b=:EBy  so  -wäre  a  —  S=^JB  nad 
negativ,  ivährend  alle  Linien  auf  der  andern  Seite 
von  A  nach  C  sa  positiv  sind.  Das  Negative  ist 
also  bei  Linien  dem  Positiven,  der  Richtung  nach 
entgegengesetzt:  es  liegt  auf  verschiedenen  Sei-- 
ten  des  Nullpunctes,  Betrachtet  man  beliebige  Lau- 
gen auf  der  Linie  AC^  rechterhand  des  Pünctes 
Ay  als  positiv,  so  sind  alle  Längen  linker  band  von 
Ay  negativ. 

Giebt  man  hierauf  überall  Acht,  so  findet  sich  der 
Ausdruck  der  Linien  blos  nach  den  Regeln,  denen  die  * 
durch  Addition  und  Subtraction  ftusammengesetsten  Zah* 
len  überhaupt  unterworfen  sind.  Gesetzt  man  wolle 
die  Linie  DB  durch  die  Linien  AB  und  AD  auadrücken. 
Der  NuU-Punct  mag  in  Ay  die  beiden  Linien  ^^  und 
AD  also  mögen  positiv  seyn ,  und  £War  sey  AB  =  a, 
ADzsi  c.  Alsdann  ist  offenbar  jD£  =  a  —  c;  denn,  wenn 
AD  SS  BP,  80  ist -*4F  =±:  a  —  c  ==  DB,  Nun  «ey  c  ne- 
gativ, also  etwa  gleich  AEy  so  ist  nach  derselben  Regel 
EB^ssza  —  ( — e)::=ia^c,  und  in  der  That  ist,  wenn 
».  B.  BC  =  AE  ist,  EB  =  AC=^a  +  c. 

Bei  Winkeln  verhält  es  sich  eben  so.  Wenn  man 
die  Winkel  (Fig.  99.)  von^C  ab  nachD  eu  rech- 
net, so  sind  die  Winkel  ACB,  ACD,  ACF,  der  äufsere 
Winkel  ACG  und  selbst  grofsere  Winkel,  als  4^,  8^ 
«tc,  alle  positiv,  weil  dergleichen  immer  grofsere 
Winkel  durch  Hinsufügung  immer  neuer  Winkel 
entstehen.  Hingegen  Winkel,  wie  ACE,  ACK  etc., 
auf  der  andern  Seite  von  AC^  die  ^ebenfalls  grp- 
Xser-als  4(>,  8p  etc.  seyn  können,  sind  alle  negativ«! 
weil  sie  c^qtstehen»  wenn  man  von  einem  positiven  Wia« « 
kel  einen  Winkel  Ciurückrechnet,  der  gröfser  ist  als  er. 


157. 

An merknng.  Wenn  also  z.  B.  RP und  QS  fFig.  loo.)  C o or- 
dinaten-Axen  sind  ({.  64.)»  und  die  Abcissen  von  A  nach  S 
EU,  und  die  Ordinaten  von  A  nach  P  c«,  sind  positiv,  so  sind 
die  AbsGisseo  vok  ji  aach  Q  an  and  die  Ordinaten  VfVi  J  nach  IL  zu, 
in  den  entgegengesetzten  Richtungen,  neeativ,  und  von 
allen  Punc len ,  wir  M,  die  in  dem  Winkel  PJS  liegen,  sind  die 
Ahscissen  und  die  Ordinaten  positiv;  von  a^Ien  Pancten,   wie  N^ 
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fdie  in  dem  Wlnkfl  P-^^Q  liegen«  »od  die  AbWssen  negativ,  die 
Ordinalen  positiv;  tüo  aflen  Pancten ,  wie  t7,  in  dem  Winkel 
SAR ,  sind  die  Abscissen  positiv,  die  Ordinalen  negativ  und 
^on  allen  Puncten ,  wie  T,  in  dem  Winkel  QJR » 'aind  die  Abscis- 
sen and  Ordinalen  negativ. 

JDie  Ordinatrn  ans  einem  Pancte  j4M,  JN,  AT^  Aü  §\nd  alle 
posiiiv,  nnrder  Ordinalen* Winkel  kann  ne^livseyn:  z.B.  wenn 
die  Winkel,  wie  SAM,  SAN  ttc.>  positiv  ganommen  werden,  so 
sind  die  W^inkel  in  der  entgegengesetzten  fticbtung,  wie  SAU,  SAT 
«tc,  negativ« 

* 

158. 
Erklärung.  JFenn  ungleichartige  Grofsen, 
2.  B.  Linien  und  Winkel^  Linien  und  Flächen^  Winkel  und 
Körper  etc.  die  auf  irgend  eine  Weise  von  einander  ab^' 
hängen,  die  Eigenschaft  haben y  dajs,  so  lange  die  eine 
wächst  oder  abnimmt ,  die  andere  ebenfalls  immer  wächst, 
oder  immer  abnimmt^  oder  umgekehrt,  nie  die  zweite  vom 
Wachsen  zum  Abnehmen  übergeht  ^  so  lange  es  nicht  die 
erste  auch  thut,  so  sollen  die  Grojsen  sasammengehö« 
rig,  und  zwar,  wenn  sie  beide  zugleich  immerfort  wachsen 
oder  immerfort  abnehmen^  gleichförmig  susammen. 
g^hötig,  wenn  die  eine  abnimmt  indem  die  andere  wächst^ 
entgegengesetzt  xusammengehdrig  heißen. 


159. 
ijehrsatZ.  Wenn  von  zwei  ungleichartigen^ 
aber  gleichförmig  Kusammengehörig^en ,  von 
einander  abhängigen  Grofsen  A  und  B  bewiesen  werden  kann^ 
dafij  wenn  A  in  das  mfache  A  oder^  in  m  A  =  P  übergeht^ 
aus  B  ebenfalls  grade-  das  mfache  B,  oder  mB  =  O  wird^ 
wo  m  e?we  ganze  Zahl  oder  einen  Bruch  bedeutet, 
so  dafs  alsoPundQcommenßXkTahle  Glelcb-Yiel- 
fache  von  A  und  B  sind  ($.  i55.)^  so  gilt  das  NemJiche 
auch,  wenn  m  A  mit  * A  ine o.m mensurab el,  oder  wenn 
m  eine  irrationale  Zahl  ist,  das  heißt,  auch  dann  ge- 
hört grade  mB  zu  mA,  und  P  und  Q  sind  also  immer 
Gleich-Vielfachevon  A  und  JB,  m  mag  ratio-* 
nal  oder  irrational  seyn^  mithin  für  j e d e  Beliebige 
Zahl  m. 

Beweis.  ^  Ginge ,  im  Fall  m  irrational  ist>  B 
nicht  grade  in  mB  =  Q  über,  wenn  Al  in  nui  ilbergeht, 
00  ginge  es  in  eine  gröfsere  oder  kleinere  Gröfse 
Bis  mB  über,  z.B.  in  die  gröfsere  (m  +  e)  B,  wo  e 


/ 
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irgend  eine  Za^I  isU  Es  lassen  sich  aber  Zahlen,  na^ 
mentlich  BrücKe,  so  nahe  bei  einander  annehmen  ,  als 
man  will,  also  z«  B.  zwei  Zahlen,  p  nnd  q,  die  um  i^e* 
niger  als  e  verschieden  sind,  \faB  anch  e  seyti  ma^. 
.JNun  können  swiscben  den  beiden  Zahlen  p  nnd  q  nicht 
swei  andere ^f.ugleich  liefen,  deren  Unterschied. grdXser 
ist,  als  der  ITuterscliied  von  p  und  9,  also  lassen  sich 
firüche  p  und  q  annehmen ,  zwischen  welchen  m.  tind 
Tn'\'  9  nicht  KUjpleich  liegten  können.  Ist  also  p  !klei- 
n.er  und  q  gröfser  als  m,  so  lieg;t  j7  nothwendig  K'wi* 
sehen  mund  m-f-^9  und  folglich  ist  qB  grö£ser  als  ttiB 
und  kleiner  als  (m-f  0-^»  desjfleichen  ist  q^  grufaer 
als  m^t  f  ■ 

Nun  nehme  man  an,  j4  nndB  wachsen  und^g^he 
euerst  in  q/i  über,  so  mufs  nothwendig,  weil  nach  d  e  r  ^ 
Voraussetung  bewiesen  werd^  kann,  dafs  für  alle 
ganze    Za^hlen     und    Brüche^  i  wie   q,    B  in    das 
Gleichvielfache  übergeht,  ^.S  aus .S  werdeuf.  Ginge 
nun    weiter  A  von  qA  in  mA  über,   so   müfste   qB  in 
[m'\'e)  B  übergehen,  weil  nach  der  Voraussetzung,  wenn 
mA  aus  A  wird ,  B  in  {m+  e)  B  übergeht.     Aber  qA  ist 
gröfser  als 7/1^9  hingegen  9^ ist  kleiner  als(m-f«)J9y 
also    würde   die   eine  Gröfse  A  von  qA  nach  mA  ab- 
nehmen,  während   die  andere  von  qB  nach  (m-J-e)^ 
wächst.    Dieses  ist  der  Voraussetzung  entgegen,  weil 
die    Gröfsen    gleichförmig    zusammengehören, 
also  immer  nur  zugleich  wachsen  und  abnahmen  soU 
ken,  nie  abwechselnd.     Also  ist  es  unmöglich,   daXs 
B  in   etwas  Gröfseres   als  ttiB  übergeht,   während 
A  voix'A  nach  mA  kommt. 

Ganz  auf  dieselbe  Art  wird  bewiesen,  dafs  aus  S 
nichts  Kleineres  als  mB  werden  kann,  wenn  ans 
Aj  mA  wird.  Also  mufs  nothwendig  immer  J?  in  thB  =  Q 
übergehen,  wenn  7n^  =  P  aus  A  wird^  auch  wenn 
m  irrational  ist,  dafs  heifst:  auch  dann  sind  P  nnd 
Q  Gleichvielfache'  von  A  und  B*  Folglich  gilt  eine 
Gleicbvielfachheit,  die  für  gleichförmig  zusam«. 
mengehörige  commensurable  Gröfsen  bewiesen  wird, 
auqh  ohne  Ausnahme  für  gleichförmig  zusammengehö- 
rige incommensurable  Gröfsen*). 

*)   Man  j)flegt  gewöhnlich  diesen  Satz  bei  jedem  einzelnen  Falle,  , 
wo  er  vorkommt,  besondera  zu  beweisen.    Da  aber  der  Beweis  im^ 
mer  der  nemliche  ist,  und  also  nur  wiederholt  werden  ^nufs,   übrir 
gens  aber  der  Satz  häufig  vorkommt^  so  scheint  es  besser«  iIisl,  yr\t 
hier,  '^a  für  allemal  aufzustellen.  .  '  ^  " 
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LtehrsatZ.  Trenn,  tvie  vorhin^  A  undÜ  gleichfor-- 
9t  £g  zusamme n gehör  ig e  Grofsen  sindy  die  nachnrgend 
einem  Gesetz  von  einander  abhängen^  undV  ist  der  letzt  ^^ 
äuj^'ser  ste  Werth  vdn  h^  Aen  A  nicht  überschreiten  kann^ 
also  eine  G  r  6  n  &  e  für  A,  der  zu  dem  Werth  P  von  A  ße^ 
hörige  Werth  von  B  aber  w/ Q,  so  ist  auch  0  eine  Grenzte 
für  ßy'das  heifst:  wenn  A  und  B  zugleich  wachsen  und 
P  ist  das  grbfste  A,^  so  ist  der  zu  diesem  Werth  P  von 
II gehörige  Werth  Q,.  von  Bauch  das  grbfste  B,  und  iverin 
A  und  B  zugleich  abnehmen  und  P  ist  das  kleinst e  A^ 
so  ist  der  zu  P  gehörige  Werth  Q  von  B  auch  das  klein-- 
ste  £. 

Beweis.  Im  ersten  Falle  wächst  u4  immerfort, 
bis'  saP,  nndB  mit^.  Wäre  nun  der  2a  dem  gröfi«- 
len  Werth  P  von  j4  gehörige  Werth  Q  von  B  nicht  - 
das  grö£steBf  so  müfste  j5  irgendwo  abgenommen 
haben,  welches  der  Voranssetznng  entgegen  ist,  weil  jdf 
und  B  nur  zugleich  wachsen  sollen.  Also  ist^  Q  das 
gröTste  von  al^en  B* 

Im  zweiten  Falle  nimmt  ^immerfort  ab  bis  tnP 
und  BmitJi.  Wäre  nnn  der  sn  dem  kleinsten  WertheP 
von  ji  gehörige  Werth  Q  von  B  nicht  das  kleinste  * 
Bj  so  müfste  B  irgendwo  angenommen  haben,  wel- 
ches der  Voraussetsnng  entgegen  ist,  weil  ji  nnd  B  nor 
jsogleich  abnehmen  sollen.  Also  ist  0  das  kleinste 
von  alleo  B» 

161. 
Lehrsatz.  Wenn  a  und  b  die  Zahlen  Ausdriicke 
zweier  zusammenstof senden  Seiten  eines  Parallelo^ 
grantms  von  beliebigem  Winkel,  also  die  Zahlen  der 
willkührlich  angenommenen  Linien  -  Einheit 
in  den  beiden  Seiten  sind^  so  ist  das  Product  a.b 
der  Zahlen-^ Ausdruck  des  Flächen-Inhalts  das  ParaU 
lelogramjns^  nemlich  die  Zahl  der  Pia  chen^ Einheiten 
in  der  Fläche  desseU^en^  welche  Einheit  ein  Rhomboid 
mit  den  Seiten  1  und  dem  tVinUel  des  ParaUelogranms  ist. 

Beweis.  Die  willkührlich  angenomii>ene Iinien-£in* 
beit  sey  AE^=2AG:=:z  i  ^ig.  101.)  und  ÄF  ein  Parallelo« 
gramm,  also  ein  Rhomboid,  so  ist  dieses  Rhomboid  die 
Flä  ch  e  n;.  £  i  n  h  e  i  t .  Ist  nun  EP  mit urfC parallel,  so  ge- 
hören eu  beliebigen  gleichen  Theilen  der  Linie  AC^ 
me  AG ^=  GM  elc.  öder  änch  AQ s=:  QS  etc.  y  gleiche 
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Parallelogr^Anme  AF^  GN,etc.  oder  AR,  QT  etc.; 
denn  die  ^citeo  nod  Winkel  dieser  ParaIlelog;ramme  aind 
gleich ($. 83.).    Ißt  also  6  einoffanze  Zahl  oder  ein  Bruch^ 
80  'Wird  durch  eben  diese  zTa hl  h  auch  die  Fläche  dea 
Parallelogramkns  AP  ausg^edrückt^  weil  2u  jeder  Li. 
Dien  -  Einheit  AG    eine  Flächen  -  Einheit  AF  ^ehott. 
Aber  diie  Fläche  AP  wächst  mit  der  Linie  h  zugleich. 
.^Also   sind   die  Fläche  AP  tind  die  Linie  AC  gleich- 
förmig'   zusammengehörige    Gröfsen.       Folglich 
*wird,  weil  für  jedes  beliebi^^e  common surabele  b^ 
die  Fläche  .AP  =  i   mit  AG  ==  i   ungleich  in  AP  =  h 
und  AC  =  b  übergeht,  die  Fläche  AP  auch   dann    noch 
durch  h  ausgedrückt,    wenn    h   incommensura  bei 
ist  ($.  log.)-     Geht  nun  ferner  ^jB=i  in  AB=^a  über, 
so  gebt  die  Flächis  APssby  in  so  fern  a  commensu- 
-räbel  ist,  in  AD^na.b  über,  weil  eu  jeder  Einheit 
'''AE^=sEH  etd.'der  Linie  AB  ein  gleiches  Parallalo« 
tgramm   AP^^^JEIssHLi  Sic   von   b  Flächen  •  Einheiten 
^gehört  ($.  83.).     Nun    wächst  die  Fläche  AD  mit   der 
•Linie  AB  ^=s  a  immer   zugleich.      Also   sind  wieder 
die  Fläche  Und  die  Linie  gleichförmig  susammen* 
gehö^^rige  Gröfsen.    Folglich  wird^  weil  für  jedes  be* 
;uebige  commensurable  a  die  Fläche  AP^=^b^  mit  AE=^\ 
'zugleich,  in  das  afache  übergeht»  die  Fläche  AD  auch 
dann  noch  durch  a . b  ausgedruckt,  wenn  aincommen- 
^urabel  ist.     Die  Zahl  der  Flächen  -  Einheiten  AF  in 
dem   Parallelogramme  AD  ist  also  in   allen  Fälle  n, 
die  Zahlen   a  un4  b  der  Linien  -  Einheiten  in   den  Sei- 
ten AB  VLiiAAC  mögen  ganze  Zahlen»  oder  Brüche, 
oder   incommensurabel  seyn^  dem    Producte    a.b 
der  Zahlen  a  und  b  gleich,  und  nian  findet  sie,  wenn 
man  diese  Zahlen  mit  einander  multiplicirt. 

Wenn  z.  B.  AB  =  6 AE=^ 5  nnd  ACazSAGssS 

ist,  ßo  ist  das  Parallelogramm  AD:=:6.5AF=^  i5AF:=:  i5« 

Wenn  AB=:  ^.AEz=zi^,   AC=^.AO^^   ist. 

so  ist  das  Vax^aüelosrammAD=rz^.^AF=^AF:==z^AP 

=  -3-. 

Wenn  ^J?==i5*.^£  =  x5t,  AC=s  toi.  AG  :=;pioi 
ist,'  ^o  ist  das   Parallelogramm  AD  =z  x^i  •  xo^AF 
sss  iSi .  10*  u.  s.  w.        ' 

i62.     » 

Zusätze     L    TFenn    das   Parallelogramm    recht* 
Winklig  ist,   so  ist   die  zugehörige  Flächen  ^Einheit  AF 

•        (Fig. 


r 
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(Fig,  101.)  ein  Quadrat.     Also  ßndet  man  die  Zahl  der 
Quadrat-^Einkeiten  in  einem  Rechteck,  wenn  man 
dieZahlen    der   Linien  ^  Einheiten    in   den    bei^ 
den  Seiten  mit  einander  multiplicirtj  die  iahlen    ,. 
-mögen   ganz,  .oder  gebrochen^   oder  incommensura^s 
hei   seyn.  , 

II.  Die  Zahl  der  Quadrat^Einheiten  in  einem 
Quadrat  also ßndet  mAn,  wenn  man  die  Zahl  der  jLa/t- 
gen^ Einheiten  in  den  Seiten  mit  sich  selbst  multiplicirtj 
die  Zahl  mag  ganz^  oder  gebrochen,  oder  incommen- 
suruSel  seyn.         ' 

III.  Die  Zahl  der  Quadrat  -  Einheiten  in  einem 
Parallelogramm  ßndet  man,  wenn  man  die  Zghl  der 
Unien^ Einheiten  in  Grundlinie  und  Hohe  mit  einan- 
der  multiplicirty  die  Zahlen  mögen  ganz,  oder  gebrochen, 
oder  incommensurabel  seyti,    ■ 

Denn  das  Parallelogramm  ist  so  ^rofs  als  ein  Recht- 
eck von  gleicher  GruDdlinie  ond  Hohe  ($.  ii5.  L). 

IV.  Die  Zahl  der  Quadrat-Einheiten  in  einem 
Dreieck  ßndet  man,  wenn  man  die  Zahlen  der  Linien- 
Einheiten  in  Grundlinie  und  Hohe  mit  einander  multi^  , 

^pJicirt  und  davon  die  Half  te  nimmt,  oder  auch,  wenn  ^ 
man  die  Zahl  der  Linien  -Einheiten  in  der  halben  Grund- 
linie mit  denen  in  der  ganzen  Hohe,  oder  die  Zahl 
der  Linien -Einheiten  in  der  ganzen  Grundlinie  mit 
denen  in  der  halb  eh  Hohe  multipUcirt^  die  Zahlen  mö- 
^CTi  ganZj  oder  gehrochen,  oder  incommensura* 
bei  seyn. 

Denn  das  Dreieck  ist  halb  so  gröfsi  als  ein  Rechteck 
Ton  gleicher  Gmndlinie  nnd  Hbht  ($>ti7.  I.). 

!  163.  ^ 

I  Anmerkung.  Der  Kürze  wegen  -pflegt  man  die 
Zahl  der  Quadrat  ^Einheiten  ik  einer  Flüche  hlos 
Fläche  oder  Inhalt,  und  di4  Zahl  der  Linien -Einheiten 
in  einer  Linie  hlos  Linie  zu  nennen^  und  sagt  also  z^ B. 
der  Inhak  eines  Rechtecks  werde  gefunden,  w^nn  man  seine' 
Seiten  Trat  einander  multiplicirt ,  ^worunter  die  Zählen 
der  Flächen- und  Linien^' 'Einheiten  ver-st anö- 
den werden:  denn  Linien   kann   man   nicht  mit 

_l    I     •  X  ' 

^einander  multipliciren,  sondern  nur'  Ztaalen. 
CwDe'f  Geometrie.  ^  -         -      »    .     0 


* 
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Lehrsatz,  Die  Flächen  zweier  Parallelogramme^ 
eder  zweier  Rechtecke^  oder  zweier  Dreiecke  und  ihre  Grün  d- 
linien  sind  von  einander  Gleichvielfache ^  wenn  die 
Figuren  gleiche  Hohe  haben^  und^hahen.  sie  gleiche 
Grundlinien^  so  sind  ihre  Flächen  und  ihre  Hohen 
von  einander  Gleichvielfache» 

Beweis.  Denn  die  gleiche  Höhe  zweier  Par* 
allelogrammd,  oder  Rechteclie,  oder  Dreiecke  sey  b^  die 
Grundlinie  des  ersten  sey  a,  des  «weiten  c,  so  siod 
die  Inhalte  der  Parallelogramme  oder  Rechtecke  gleich 
ab  nnd  cby  und  die  Inhalte  der  Dreiecke  gleich  ^ab  und 
'icb  ($.  162.)'    Nnn  ist 

cb  '^    c  icb  c  ' 

also  sind  dielnhalte  und  die  Grundlinien  Gleich*. 
vielfache«  Auf  dieselbe  Weise  wird  der  Satr«  bewie- 
sen, wenn  die  Grundlinien  gleich  und  die  Höhe^o 
verschieden  sind« 

.    165. 

Lehrsatz.  Sianmen  und  Unterschiede  voH  Pcnxd'- 
lelogrammen  oder  Dreiecken  von  beliebigen  gleichen  oder  wn- 
gleichen  Winkeln  und  Grundlinien^  aber  gleichen  Hb- 
hen^  sind  so  gro/s  als  ein  Parallelogramm  oder  Dreieck 
von  eben  der  Höhe ,  dessen  Grundlinie  so  grofs  ist 
als  Summe  und  Unterschied  der  Grundlinien  der  einzelnen  ' 
Parallelogramme  oder  Dreiecke.  Eben  so  verhält  es  sich  mit 
Parallelogrammen  oder  Dreiecken  von  gleichen  Grund- 
limien  und   verschiedenen  Höhen. 

Bewei  s.  D^e  gleipbcHöbe  der  Parallelogramme 
oder  Dreiecke  sey  h^  ihre  Grundlinien  sollen  a,  b,  e . 
etc.  seyn»  so  sind  die  Inhalte  der  eineeinen  Parallelo- 
gramme ah,  bh,  ch  etc.  y  und  die  Inhalte  der  Dreiecke 
|aA,  ibh^  ich»...  ($.  162.).  Der  Inhalt  eines  Parallelo- 
gramms von  gleicher  Höbe,  dessen  Grundlinie^  Summe 
oder  Unterschied  der  eioselnen  Grundlinien  ist,  ist  aber 
gleich  (a:f  &«j-c«...)^  und  {a^b)h.  Der  Inhalt  eines 
solchen  Dreiecks  ist  i{a+b+o....)h  nnd  i{a — b)h.  Dieee 
Inhalte  sind  der  Summe  oder  dem  Unterschiede  der 
ejncelnen  Parallelogramme  und  Dreiecke  gleieh^ 
denn  es  ist 

(a-f^'f  c....)^  =  de/k4'M'f  cft*  •  •  •  vad 
(€i—b)h  =  ah  —  bh, 
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Der  Beweis  füräenFall  gleicher  Grün  dlinien  nnd 
verschiedener  Höhen   ist  dem  Yorig;eA  gleich. 

166. 
Anmerkung.     Die  SäUe  {§.  119.  IL  III.  IV.)  findet  1. 
man  hier,  wie  nachstehend: 

I.  D(is  Quadrat  über  der  Summe  zweier  heliehU 
gen  graden  Ldnien  ist  so  grofs  als  die  Summe  der  Qua- 
drcde  der  einzelnen  Linien  und  des  ztviefachen  Rechtecks 
unter  den  nemlichen  Linien  ;  ^  und  umgekehrt: 

Denn  "wenn  die  beiden  Linien  a  und  b  sind,  ßo  ist 
ihre  Summe  a  +  fe-  Ein  Quadrat  aber,  dessen  Seile  a  +  fc 
ist,  ist  gleich  {a  +  b)(a+'b)  =  a^ +  b^  +  sab;  welches  der 
Satz  ist. 

Umgekehrt  ^ist  auch  a*  +  &*  +  2  a5  =2  (a  +  £)», 

IL  Das  Quadrat  über  dem  Unterschiede  zweier 
beliebigen  Linien  ist  so  grofs  als  die  Summe  der  Quadrate 
der  einzelnen  Linien^  weniger  dem  zwiefachen  Rechteck  un- 
ter den  nemlichen  Linien;  und  umgekehrt. 

Denn    wenn   die  beiden  Linien  a  und  b  sind,  so  ist 

ihr  Unterschied  a  —  b.     Ein  Quadrat  mit  der  Seite  a b  k 

aber  ist  gleich  {a  —  b){a  —  b)z=za^'\'b^  —  2ab;  welches? 
der  Satz  ist. 

Umgeli ehrt  ist  auch  a* -f- i*  —  2  ab  =  (a — 6)*. 

IIL  Bin  Rechteck,  dessen  eine  Seite'  die  Summe 
und  dessen  andere  der  Unterschied  zweier  Linien  ist, 
ist  so  grofs  als  der  Unterschied  der  Quadrate  der  bei- 
den Linien;  und  umgekehrt.  ' 

D^nn   wenn   die  beiden  Linien  a  und* &. sind,  so  ist 
ihre  Sumitie  a  +  b  nnd  ihr  Unterschied  a  —  b.    Der  In- 
halt eines  Rechtecks  aber,  dessen  Saiten  a-f^b  und  a-^b' 
sind,  iBt>(a  +  b){a  —  h)  ä3  a*  —  b^;  welches  der  Satz  ist 

ttngekehrt  ist  auch  a*  —  **  =ä  (a  +  6)j[a  —  5). 
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Zusatz»  Den  Inhalt  eines  Trapezes  findet  man, 
M)enn  man  4^  Summe  der  parallelen  Seiten  mit  der  Höhe 
multiplicirt^  und  davon  die  Hälfte  nimmt^  oder  puch ,  wenn 
man,  sehen,  vor  der  Mukiplicationj  von  einem-  der  Factoren 
die  Hfilfte  nimmt  u^  diese  Hälfte  mit  dem  andern  Factor 
mvüipUdrt^^ 

9« 


iSa         1.  Theil     2.  Buch.     2.  Abschnitt.        i68* 

■ 

Denn  die  Fläclie  eines  Trapeeet  ABCD  (Fi^.  1.02.) 
ist  gleich  der  Summe  der  Flächen  sweier  Dreiecke  utBD 
und  ACD  Y4in  gleicher  Höhe,,  deren  Inhalte  also  Kuaam« 
m^n  der  Hälfte  des  Producta  der.  Summe  ihrer  Grund- 
linien jiB  und  CD  in  ihre  gemeinschaftliche  Höhe  (das 
Perpendikel  syrischen  den  Parallelen][  gleich  sind. 

■ 

168, 

Anmerkung.     fFenn  beide  Seiten    eines  ParaHelO'» 

grcmtmSy  z,  B,  eines  Rechtecks,  positiv  sind ^    so  ist  auch 

^er  Inhalt  positiv^     Ist  eine  Seite  negativ,    so  ist 

der  Inhalt  negativ;  sind  aber  beide  Seiten  negativ^ 

so  ist  der  Inhalt  weder  positiv. 

Dieses  folgt  aus  den  Hegeln  der  Multiplication  von 
Zahlen  (Rechenkunst  §.  ii7.J.  Denn,  wenn  die  beiden 
Sexten  des  Rechtecks  -f  a  und  +  ^  sind ,  so  ist  der  In- 
halt («1- a) .  («|- 2»)  gleich  +  ab.  Sind  die  Seiten  +a  and 
—  &,  oder  — a  und  +6,  so  ist  der  Inhalt  (+a).( — b) 
gleich  — aby  oder  ( —  a) ,  (+  b)  ebenfalls  gleich  — ab.  Sind 
hingegen  die  Seiten  —  a  und  — 6,  so  ist  der  Inhalt* 
( — a).( — b)  gleich  -fat  (Rechenkunst  §.  »i?«)- 

An  der  ^igur  lassen  sich  diese  Resultate,  wie  folgt, 
sehen.  Es  sey  A  (Fig.  io3.)  der  Anfan  gs- Punct 
der  Seiten  des  Rechtecks.  Nach  d^r  rechten 
Hand  und  nach  oben  sollen  die  positiven  Seiten *ge* 
rechnet  werden  j  so  mufs  no,thwendig  auch  der  posi* 
tive  Inhalt  innerhalb  £^D  liegen,  und  es  ist  also  £-B. 
das  Rechteck  AC  nothwendig  positiv. 

Soll  nun  ein  anderes  Rechteck  e«  B*  dieselbe  Höhe> 
aber  eine  negative  Grundlinie  haben,  so  mufs  man,  nach 
dem  Sinne  des  Negativen,  etwas  Gröfseres,  als  sie  seibat 
ist,  in  der  Richtung  des  Positiven,  £u  ihr  binEuthun  müs- 
sen ,  um  eine,  positive  Grundlinie  zu  bekommen.  Eine 
solche  Grundlinie  also  würde  z.  B.  AF  seyn  ^  denn  zu 
dieser  mu£s  man,  von  F  an^  nach  der  Rephten  zu,  et- 
was Gröfseres  als^F,  e.  B.  FD  hinsuthun,  um  eine  po- 
sitive Grundlinie  AD  zw  bekommen.  Das  zu  der  Grund- 
linie ^F  gehörige  Rechteck  ist  AE.  Dieses  Rechteck 
Ist  aber  nothwendig  negativ,  weil  man  auch  au  ihm 
ein  Gröfseres ,  als  es  selbst  ist ,  namentlich  das  Recht- 
9ck  FC,  nach  der  Rechten  eu  binsnthun  mufs,  um  daa 
zu  der  positiven  Grundliniew^D  gehörige  RucKteck  AC 
SU  bekommen.  Also  ist  ein  Reeht^ck  unter  einer  ne^ 
gativen  Grundlinie  und  einer  positiven  Höbe  negatir* 
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\ 
£ben  «o  verhall  es  sich,  "VfenD  die  Rechtecke  gleiche 
Grandlinieo,  aber  verschiedeoe  Höheo  haben  sollen, 
Soll  ein  Rechteck  AI  mit  der  nemlichen  Gmndlinie  ^D 
die  n  egati  ve  Höbe  AH  haben,  so  ist  es  noth wendig 
negativ,  denn  man  mnfs,  nach  oben  zn,  das  grö£iere 
Rechteck  HC 'hinzuthnn,  um  das  zn  der  positiven  Höhe 
AB  gehörige  positive  Rechteck  AC  za  bekommen  • 

Anders  aber  verhält  es  sich,  wenn  Grandlioien  nnd 
Höheo,  also  beide  Seiten  zugleich  negativ  seyn  sol- 
len ,  und  wenii  also  z.  B.  von  dem  Rechteck  AG  die 
Rede  ist.  Thut  man  zu  der  negativen  Höhe  AH  die- 
ses Rechtecks  die  positive  Linie  HB  hinzu,  so  b^ommt 
man  die  positive  Höhe  AB,  und  das  zu  dieser  positiven 
Höhe  und  der  negativen  Grundlinie  ^F  gehörige  Recht» 
eck  u£B  ist  negativ«  Eben  so  ist  das  zn  der  positiven 
HöheJBH  und  negativen  Grundlinie  ^F  gehöriges  Recht- 
eck H£,  wie  vorhin  bewiesen 9  negativ.  Ware  nun 
dae  Rechteck  ^G  negativ,  so  würde  man,  wenn  man  zu 
demselben  das  negative  Rechteck  HB  hinznthäte,  nicht 
das  n^alive  Rechteck  ^F  allein,  wie  es  seyn  soll,  son- 
dern aufser  demselben  noch  das  negative  Rechteck  AGf 
doppelt  bekommen.  Eben  so  verhält  es  sich,  wenn  man 
zu  der  negativen  Grundlinie  AF  die  positive  Linie  FD 
nnd  zu  dem  Rechteck  AG  das  negative  Rechteck  GD 
hiozuthSte.  Also  kann  das  Rechteck  AG  nicht  negativ 
seyuy  sondern  es  ist  vielmehr'  positiv» 


169. 

Lehrsatz,  l.  I^e  Seiten  eines  heUebigen  brnecks 
sind  von  den  ähnlichliegenden  Seiten  eines  beliebigen  andern 
gleichwinkligen  Dreiecks  Gleichvielfache.  Des^ 
gleichen  sind  ahnlichliegende  Seiten  .gleii^hwinkliger  Dreiecke 
von    einander  Gleichvielfache, 

Z.  B.  wenn^JSG  (Fig.  io4.I.  undlt)  und  DFF  (Fig. 
iu4.  UL  und  IV.)  gleichwinklige  Dreiecke  sind,  so  iai 

rf        T         /  T        T'    c         /*    a'^d' 

Beweis.    Ittan  lege  z.B.  die  Seit^  ED  —  d  in  BG, 
so  fallt  BF=  ^  inFH,  weil  die  Winkel  B  und  £  gleich, 
sind,  und   die  Dreiecke  GBH  und  DEF  sind  gleich^ 
denn  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel  sind 
in  dem  einen  so  grofs,  als  in   dem  andern.    Also  isind 


^  l 
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die  Winkel  GUB  \xi\^ACB  gleich;  denii,  weil  «Jie  Örei- 
ecke  GEH  und  DBF  gleich  sind,  so  sind  die  Winkel 
GHB  ttndDFJE  gleich,  und  nach  derVorausseteung  sol- 
len die  Winkel  BFE  und  AGB  gleich  seyn:  folglich  ist 
GH  mit  AC  parallel.  Nun  haben  die  Preiecke^GH 
und.  CGH  gleiche  Grundlinie  GH  und  gleiche 
Ilöl^en  zwischen  den  Parallelen  AC  und  GH^ 
also  tipd  sie  gleich  grofs  ($•  117.  III.),  folglich  sind  auch, 
wenn  man  zn  beiden  das  Dreick  GBH  hinzuthut^  die 
Dreiecke  ABH  und  GBC  gleich  s^rofs. 

'  Aber  die  Dreiecke  ABH  und  GBH  habeu  über  den 
Grundlinien  AB  und  GB  einerlei  Höhe,  dena  sie  ha* 
ben  einen  gemeinschaftlichen  Scheitel  H.  Also  sind  ihre 
Inhalte  und  ihre  Grandlinien  Yon  einander  Gleichviel- 
fache ($.  x64.),  das  heifst,  es  ist 

AABH  _AB  ^AB  _  a 

AGBH~  GB~EÜ~  d' 
Eben  so  haben  die  Dreiecke  CBG  und  HBQ,  ü^ber  dea 
Grundlinien  CB  und  HB,  einerlei  Höhe,  denn  sie  haben 
einen  gemeinschafllichen  Scheitel  G»  Also  sind  ihre  la- 
.  halte  und  ihre  Grundlinien  ebenfalls  Gleichvielfache 
($,i64.),   d.  h.  es  ist 

ACBG  _   h_ 

AHBG  ~  e  ' 
Nun  aber  sind  die  Dreiecke  ABH  und  CBG,  wie  vor- 
bin bewiesen,   gleich   grofs,   und  das  Dreieck  GBH 
oder  HBG  ist  sich  selbst  gleich.     Also  ist    . 

AABH  _  ACBG 

AGBH  ~  AHBG ' 
folgKch'ist  auch 

a  b 

d.  h,  die  gleichliegenden  Seiten  a,  d  und  &,  e  sind  von 
einander  Gleichvielfaohe. 

Auf  dieselbe  Weise  wird,  wenn  man  die-  andern 
/Winkel  in  einander  legt,  bewiesen ,  dafs  au<jh  die^  an- 
dern gleichliegenden  Seiten 2 von  einander  Gleichviel- 
fache  sind.     Also  ist 

a  b       h  c        c  a 

T~T'  T~y  y~'d' 

oder,  zusammengenommen^ 

a     '     b  c 

welches  da«  Erste  war. 
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An»  die*ch  Gieichuiig«a  folgt  weiter  dat  Zweite^ 
Aemlich^ 

^— .^^—.^       ^         f 

IT.  Wtnn  ein  JFinkel  eines  Dreiecks  so  gro/s  ist ,  als 
ein  Winkel  eines  andern  und  die  beiden  Seiten,  die  ihn  ein'* 
schliefseny  in  dem  einen  Dreiecke  sind  von  denen  im  an« 
dem,  oder  auch  beide  Seiten^Paare  von  einander 
Cleichvielfache,  sosinddie  Dreiecke  gleichwinklig 
und  auch  die  cmdem  Seiten  sind  von  einander  Gleich-* 
vielfache^ 

Z.  B.  wenn  in  (1%.  io4.)  EzsB  nod  —  =  — ,  oder^ 

was  da«  nemliche  ist,  -r-  ss  —  ist.  so  find  die  Dreiecke 

6  e 

ABC  und  DEF  gleichwinUigj  auch  ist  -J  =  -^  =  -^. 

Beweis.  Man  lege  die  Seite  ED  =zd  in  BG,  »6 
fällt  die  Seite  £F  =x  «  in  die  Seite  BC,  weil  d|e  Win- 
kel  B  nnd  E  gleich  seyn  sollen.  Fiele  nun  der  Panct 
F  nicht  in  H,  sondern  vielleicht  in  den  Punct/C,  so  dafs 
BK=ze  und  KG  nicht  mit  ^C  parallel  wäre,   sondern 

GH  wäre  niit^C  parallel,  40  konnte  auch  nieht  -^ss-^ 

seyn^   denn   wie  in  (I.)  bewiesen,   ist  "T'^'BrT*     A'*^ 

kann  F  nur  in  H  fallen  und  GH  mufs  aiit  AG  par- 
allel seyn.  Dann  aber  sind,  vermöge  der  Parallelen« 
die  Winkel  bei  G  nnd  H  den  Winkeln  bei  A  und  G 
gleich.  Nun  sind  die  Dreiecke  GBH  und  DEF  gleich, 
weil  ftwei  Seiten  und  der  Winkel,  den  sie  ein^chliefsen, 
in  dem  einen  so  grofs  sind,  als  in  dem  andern.  Also 
sind  auch  die  Winkel  C  und  A  Ben  Winkeln  F  und  D 
gleich,   und   folglich   sind   die  Dreiecke  ABC  und  DEF 

^m  #*  ^% 

gleichwinklig;  'worau  aueb^veriiKSge  (L),  -r  =  —  ^^f 

folgt. 

III,  Wenn  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  von  zweiSei-^ 
ten  eines  andern^  oder  auch  beide  von  einander  Glsich» 
vielfache  sind ,  und  der  der  groj'sern  von  den  beiden  Seiten 
gegenüberliegende  Winkel  ist  in  dem  einen  Dreieck  so  grofs 
als  in  dem  andern^  so  sind  die  Dreiecke  gleichwinklig 


/ 
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und  auch   die  übrigen  Seiten  ßind  von  einander   Gleich^ 
.  vielfache.      . 

Z.B.  wenn  in  (Fij.  io4. )  a>2>,  d>e,  C  =  F  und 
a  }/ 

^  =  —  ist,  so  sind  die  Dreiecke  .^^^Cand  -PJBjF  gleich- 

IPirinklig,  und  es  ist 

a         h  c 

Beweis.    Es   ^ey  BH  z=z  EF  und  HG  mit  ^<7  par- 
allel ,   80   sind  die  Dreiecke  GBH  und-  ^£C  gleich- 

yinkligj   also  ist  eu  Folge  (I.)   £e  =  ;g^    Es  war 
aber  BH=EF=e.    Also  ist  -^  =  — .   Nun  soll  nach  * 

i        jDir  e    j 

der.  Voraussetung  -^  ==  —  seyn.   Also  ist  jBG=d=£D, 

In  den  Dreiecken  GBH  und  DEF  sind  also  die  Seiten 
BG  gleich  d,  J3JEf  gleich  e^  und  der  der  gröfsern  von 
ihnen  gegenüber  liegende  Winkel  H  ist  dem  Winkel  F 
gleich^  weil  wegen  der  Parallelen  H=zC  war  und  C 
nach  der.Voraussets^ung  gleich  F  seyn  soll.  Also  sind 
'  die  Dreiecke  QBH  und  DEF  gleich  (§.  63.}.  Nun  sind« 
die  Dreiecke  6J?if  und  u^TßC  gleichwinklig.-  Also  sind 
es  auch  die  Dreiecke  DEF  und  ABC,   und  folglich  isl 

auch  2u  folge  (I.)  -J  =  -^  =  ^ . 

IV.    W^eÄÄ   die   drei  Seiten   eines  DreiecJcs  von    den 

drei  Seiteneinea  andern^  od^r  auch  von   einander 

Gleichvielfache  sind,   so   sind   die  Dreiecke  gleich^ 
Winklig. 

ahn 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  io4.)  —  =  —  =  —  ist,  so  sind 
die  Dreiecke  ABC  und  DEF  gleichwinklig. 

Beweis.  Es  sey  BH  =  EF  und  GH  mit  AC  par- 
allel»  so  sind  die  Drei^ke  GBH  und  ^BC  gleichwink- 
lig, also  ist  zu  Folge  (I.)  ^  =  ^  =  ^.     «g   war 

aber  BH=  EF  =  e.    Also  ist  -^  =  —  ==  ;4r  •     Nun 
soll  nach  der  Vo^ussetzung  -—-,?=  —  =  —  sevn.   Also 

d  e  f     < 

ist  £G  sc  rf » JFD  und  'GH3ä/=  DF.     In  den  Dreiecken' 


« 
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• 

GBH  ond  DiSF  sind  also  alle  drei  Seiten  in  dem  einem 
BO  grofs  als  in  dem  andern ,  nemlich  BH  s=  EF  =s  e, 
BG=iED=zd  nnd  GH=zDFz=zß  Also  sind  die  Drei- 
ecke  GBH  jind  DEF  gleich  ($.  52.).  Nun  sind  die  Drei- 
ecke  GBH  ond  ^BC  gleichwinklig.  Also  sind  es  amob 
die  Dreiecke  DFF  und  ^BC. 

170. 

Erklärung.  Es  sollen  hinfort  Winkel,  wo  es  be^ 
qiiefn  ist  y  auch  durch  Nebeneinandersetzen  der  Zeichen 
dp"  Ijänge  der  Linien^  welche  sie  einschliejsenj  in  Klammem 
gestellt^' bezeichnet  werben,  und  zwar  sowohl,  wenn  die  Li- 
^nien  an  den  Enden  ihrer  bestimmten  Länge  zuSammenstO" 
fsen,  als  wenn  sicy  erst  genugsam  verlängert^  sidi  begegnen. 

Z«  B.  der  Winkel  zwischen  swei  gradpn  Linien^  de- 
ren Länge  a  nnd  b  istf  soll  durch  {ah)  der  Winkel  ^wi- 
schen den  Linien  e  nnd  q  ^dnrch  {eq)  zwischen  x  unA  y 
dnrch  (a^)  n.s.w.  bezeichnet  werden. 

In  dem  Dreiecke  ABC  (Fig.  io4.  L)  2.  B.  würde  also 
der  W^inkel  A  durch  {ac) ,  der  Winkel  B  durch  (6a), 
der  Winkel 'C  durch  {cb)  bezeichnet  werden. 

In  dem  Viekck  (Fig.  io5. )  würden  z.  B.  {ab)  ond' 
{ag)  die  WinkeM£(7  und  BAG,  hingegen,  wenn  QBABP, 
DCP,  DEO,  FGR  und  jBBS'  grade  Linien  sind,  {ac)  den 
Winkel  APD,  {ad)  den  Winkel  BQD,  {^e)  den  Winkel 
BSE  nnd  (af)  den  Winkel  BRF  bezeichnen ,  u.  s«  w- 
Sind  nicht  znsammenstofsende Seiten  eines  Vielecks  par- 
allel, so  sind  die  Winkel,  welche  sie  einscbliefsen,  nnd 
welche  immer  auf  dieselbe  Weise  bezeichnet  werden,  Null. 

171. 
Zusätze^  I.  Bedient^man  sich  der  Bezeichnung  der 
Winkel  {ijo^)  in  den  Lehrsätzen  (169.)  von  den  Dreiecken,, 
und  nimmt  xwei  Dreiecke  mit  den  Seiten  a^  ,  bx ,  Cj  uHd 
^ay  ^29  C3  caii  so  kann  man  die  Sätie  (169.)  auch  wie 
folgt  ausdrücken. 

1.  ?r«in  (a,  &,)  =  (a^ba),    (b,  c,)  =  (ba  aj .  wicf 
(da,)  =  (caCa)  ist,  so  ist 

2.  fTeTtn  (a,bi)  =  (aaba)  und  —  =  r-^  ist,  so  ist 

Äa  Da 

(biC,>c=(baCa),   (c,a,)  =  (Ca«2)   ^^»d  -i-  =  --^=:ri 
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$0  ist 

(«,b,)s=s(aaba),jcta,)e:(caa0  imd  Ji  =  J^  =  ^ 

Ca         «a         •'» 

($.  169.  m.). 

4.     JTewi  ^ssp-=t^ist,  so  ist 
a^        Da       Ca 

(axb,)  =  (aaba),  (b,c,)=(ba  Ca)  und  (c,ax)  =  (caaO 

{$.  169.  IV.). 

IL  Will  man  dit  den  Seiten  aj,  bx^  Cj  und  a,»  b^^ 
Ca  gegenüberliegenden  Winkel  durch  «^  /?,  ^x  und  «a  A  y» 
ieseicATfen,  so  sind  die  Sätze  ($•  169.)  folgende. 

!•     i^(?im  «x  es  a^,  /?,  sss  /?»  und  y^  =  /a  M^  *<>  "* 

iL  — ^  — £i(§.  x69,  L). 

aa         ba         Ca   "^^         ^      ' 

2.  Wenn  y^  =ya  "''^d  —  =  r-^  wf,  50  irt  , 

Ba        Da 

a«s=aa ,  ßizzzß^  und  -^  =:  -?■  =i=  ~-  ($.  169.  II.)- 

*  Ca        a»        ba 

a  b 

3.  fFiewi  —  ==  r^ ,  a,  s=:  a^  imd  bx  ^^  a ,'  ist^  so  ist 

*a         Da 

/?.=/?«,  n =ya  und  ^  =  ?i  =  ^  ($.  169. III.). 

Ca  "-a         D^ 

4.  Wenn  ^  z=zp^  =1^  ist,  M  ist 

^2  Da  Ca 

«1=«*,  ßi—ßx  und  Yi  —  rx   ($-i69-  IV.> 
III.    5e/zf   mxmy   um  die    Gleichviel/achheit  der 

Längen  von  lAnien  -  Paaren  auszudrücken ,   z.  B.  —  =  m, 

aa 

also   ax  =  inaa9    wo  m  eine  ganse^  gebrochene  oder 

irrationale  gegebene  Zahl  seyn  kann,  so  ist,  tvenn  z^  B. 

—  =  r-^  und  a,  ^maa  ist,  auch  b,  =inba^    Bedient  man 

aa         "a 

sich  dieser  Bezeichnung,  so  sind  die  Sätze  ($.  i6g,)  folgende  : 

L    W^e/i/i  «x  =  »a  >  /^x  =  A  "'*^  /x  ==^^2  f  desgl^hen 
ax=rinaa  ist,   so  ist  auqh  ^ 

bx  :^mba  und  Cj  =mca  (§•  169. 1.). 

2.  J^Te/in  ^1  =  /j, ,  a,  =  maa  und  bx  =  iiiba  ist,  so  ist 
ajssa^y  ß^z=z  ßj^  und  c,  =  «»c^   {^^  »69.  IL)- 


'    I 
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3.  Wenn  a^  =  ma^ ,  bx  ^  mb^ »  «z  ^^  <*a  <<'><'  bz  ^  aj 
ist,  50  £.st 

A  =  /'a  >  /i  =  y>  ttn<?  c,  =i  mca  (J.  169.  IIL). 

4.  Wenn  azssma^y  bz  =  mba  y  Cz  =  mc^  ist,  so  ist 
«I  =  »a  ,  A  ==  Ä  ««^  /i  =  /a    (5-  ißg«  IV.). 

172. 

I  Anmerkung*     Die  Sätse  von  Dreiecken  ($•  i69,\ 

ia  -welchen  von  der  Zahl  Gebranch  ^emaeht  wird,  tre- 

f  ten  an  die  Stelle  der  Sätee  ($•  i330>  veelche  anf  die  An«* 
acbannnj^  allein  gegründet  aiody  ncd  ihre  Reioltata 
stimmen  mit  jenen  wie  gehörig  übereio. 

1.  Der  Satz  (J.  16g.  I.)  nendich  giebtfz.B»y  Tide  (J,  171, 
L)  ausgedruckt^  Folgendes: 

JP'enn  (a,  b»)  =  (a^  ba; ,  (bj  Cz)  =  (b»  Cj)  und  (c,  a,) 
5=:(c2aa)  isty  so  ist 

a^-ba S^da -b^y  bz*Ca^=ba*%z  ^'^^  Cz*aa ssaj.i^a ^ 
rfie  Producte  aj.ba»  a^.bx  ^^c.  drücken  aber  die  Flächen 
der  Rechtecke  unter  den  Seiten  a^  und  ba,  eirund 
&x  ^^<J«  ff"*-  J^lso  giebt  der  Satz  "($.  16^.  I.)  das  Nemliche 
tote  -der  Satz  ($•  i53.  I*)»  ^^^  folglich  stimmen  die  bei-»> 
den  Sätze  überein» 

2.  Her  Satz  (§•  169.  II.)  giebt  ^  me  (J.  171.  I.)  ausge» 
drücJity  Folgendes :  * 

Wenn  (azbx)==(aaba)  und  ax.ba  =  aa.bx  ist^  so  ist  ' 

(bxCx)  =  (baCa),    (cxax)  =  (oaaa)    Und 
»x  *Cx  ""^  Da  »Ca  ^    C  j  »ax      ■  Ca»aa  • 

Das  Nemliche  giebt  der  Satz  ($•  i33.  II.)  j  also  stimmen  die 
beiden  ^ätze  überein. 

3.  Der  Satz  ($•  169.  III.)  giebt,  wie  ($*,iji»  I.)  axisge-* 
druckt.  Folgendes: 

/F^Tin  ai.ba  =  aa.bx,   (b,  Cx)  =  (baCa)   und  bz>at 
istf  so  ist  ^ 

(kxbx)  =  (aiba),    (Cz8i)2=:(caaa)   und 
bz*CA  =  ba-Cx    und  Cz.aa^ax.c^- 
Das  Nemüche  giebt  der  Satz  (§.  i35.  III.).     jilso  stimmen 
die  beiden  Sätze  überein» 

4.  Der. Satz  ($.  169.  IV.)  giebt,  %üie,{$.  171. 1.)  ausge- 
druckt^  Folgendes:  *       ^ 

Wenn  az*ba  =  aa.bz>  bz^Ca^^^b^.Cz  und  CfB^'ssc^A^ 
ist^  so  ist ,  -  ,  - 

(a,bx)  =  (aaba),   (b,  c,)  =  (baCa),   (cjta,)i={otaa> 


/ ' 


\ 
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Das  Nemliche  gUtt  dei^  Satz  (§.  .i53*IV0-    ^^o  summen 
die  beiden  Sätze  überein.  • 

Man  kann  also  auch  nia%w,ehr  die  obigeh  Sitze  ($.  iS^ 
bis  1 44.^^   in  welchen  Dreiecke  vorkommen  y  von  deren  Sei— ,^ 
ten  und  Winkeln  das  Nemliche  vorausgesetzt  tvirdy  wie 
einem  der   vier  Sätze  (J.  i53.)>    und  loelche   also   auf 
Sätzen  ($.  i33.)  bendien,   auf  die  Sätze  ($.  169^)  gründen 
und  folglich    dieselben    nunmehr    auch    mit  Hülfe    der 
jfahl  beweisen.     Diese  Art   des  Beweises  ist  die^  welche 
man  gewöhnlich  durch  geometrische  Proportionem 
Trennt;    aUein-  sie    ist  nichts  amders  als    die  Beweis -jirt 
durch   die  Yahl,    denn   die  geometrischen  Proportionem 
drücken   die  Gleichvielfachheit   aus   und  die  Gleich^ 
vieifächheit  wird  von  der  Zahl  ausgedrückt* 

173. 

Anmerkung.  Unter  den  vielen  Betreuen  des  p]^ 
thagoriseben  Lebrsat&es  is%  no^h  folgender,  der 
jeUt  auf  Zahlen  beroht»  zu  bemerken. 

•  Das  Dreieck  ABC  (Fig.  106.)  sey  in  A  rechtwink- 
lig und  AD  auf  BC  senkrecht»  so  sind  die  rechtwinklig 
gen  Dreiecke  ADB  und  BAC^  weil  auTser  dem  rechten 
Winkel  der  Winkel  B  in  dem  einen  so  grofs  ist  als 
'  in  dem  andern,  gleichwinklig.  Aus  demselber^  Grunde 
sind  die  Dreiecke  ADC  und  BAC  gleichwinklig. 
Aehnlichliegende  Seiten  sind  in  den  beiden  erstem  c,  a 
und  a,q,  und  in  den  beiden  andern  c^h  und  b|S.  Abo 
ist  vermöge  (J.  171.) 

cqz=ia*  und  cszsi^b^y 
die  Summe  hiervon  ist 

Es  ist  aber  q^^s^sic.    Also  ist 

«*  =  a»  +  ft*;       ' 
welches  der  pythagorische  Lehrsais  ist;  denn,  die 
Gleichung  drückt  aus,  dafs  das  Quadrat   der  Hypothe- 
nuse  gleich  ist  der  Summe  der  Quadrate  der  Catheten. 
\        Es  folgt  darauB  "^ 

a»  =  c'  — 6*  und  fc*  =  c^—a*. 
Die  Seiten  selbst  durch  einander   ausgedrückt  sind  fol- 
gende : 

174. 

Lehrsatz.      Wenn   die   drei  Seiten    eines  beliebigen 
Drerecks  A,  b  %tnd  c  sind,  so  ist  der  Inhcdt  des  Dreiecks:  ' 
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1.     A'=s|y((«+b+«)(«+b~c)(a-b+c)(b+o-a))  •), 

oder  auch 

oder  auch 
5.     A  =  J^[fia*Ji»  +  2a»  c»  +  52b»  c»  —  a-»  ~b*  —  c*]. 

Beweis.    Das   Perpendlbel  jiD  in  dem  Dreiecke v 
>^C  (Fig«  107.)  sey  p,,  so  ist  eu  Folge  ($.  17SO 

BD  =  /(c»— pj)  and  DC=y(6»^pr), 
also,  da  BD  +  DCz=zBC:=:a  ist, 

4,     a=y^(c»-pJ)  +  /(5»-pJ). 
Daraas  folgt  er — i^(c*  — pj)  s=s  /(5* — pj),  and  wenn  man 
diese  Aasdrücke  su  beiden  Seiten  mit  sich  selbst  mnl* 
tiplicirt, 

a»— Äa/(c*-p;)+e»^pJ=5»  — pj,  oder 
6.     a*  +  c»  — 6»  =  2ay(c*— pj). 

Bfaltiplicirt  man  wieder  aaf  beiden  Seiten  mit  sich 
selbst^  so  findet  man 

(a*  +  c*-^»)»  =3  4a«  £?»  — 4a»pJ  ,,oder 
6,    4a» pj  =s  4a»  c»  —  (a»  +  c»  —  I»»)» ,  oder 
4a»pJ  =  (2ac  —  a^—c''^ fr») (2ac J^a^^c^^ &») ,  oder 

4a»pJ  =  (4»— (a— c)»)((a  +  i?»)— ft*),  oder 
4a»p;=(6— a+c)(&  +  a— c)(a  +  c  — fe)(a  +  c  +  6),  oder 

7.  Aap,  =y^((a  +  fe  +  c)(a+ft  —  c)(a..-.fc-f  c)(& +c  —  a)). 
Non  ist  der  Inhalt  4es  Dreiecks  gleich  ^BCj^Dss lapi» 
also  ist  derselbe  gleich 

8.  A  =  |y[(a  +  &+c)(a  +  &-c)(a— &  +  c)(&  +  c-a>]j 
welehes  der  erste  Ausdruck  des  JLehfsatftes  ist.  Der* 
selbe  ist  sar  Berechnung  darch  Logarithmeni 
beq^aem,  da^er  die WurzeLeine«  bl^fsen  Pro* 
dactr  von  Factoren  ist. 

'      Da  ferner  4a»  c»  so  viel  isb  als  , 

9.     (a»+c»)»  — (a»-c»)», 
welches  nemlicb  a*  +  2a»c» +c*  — a*  +  aa»c»>^e*s=4a^c» 
aosmacht,  so  ist  das  obige  4a»pJ=r4a»c» — (a»+&»— c^»)* 
se  viel  als  , 

10.    4a^p*  =  (a«  +  c»)»  — Ca»— c»)»  — (a»  +  d»  — 5»)»i 
woraus  fär  den  Inhalt  fop^. 

10,     A=r|>^[(a»  +  c»)»  —  (a»  —  0*  — («"*+<?*— ^TI 
folgt.     Dieses  ist  der  sweite  Ausdruck  des  Lehrsatzes. 
Derselbe  ist  j&ur  Berechnung  dann  bequemy  w^nn 

*  —       ■  : 

/ 

T)  Dieser  6atz  wird  g^^iröbnlich  dem  Tartaleä  ingeschriebeo. 
£r  ist  aber  vielleicht  «chbir  iia  achten  JahAagd« ^  n»  Her» 
^m.  Jän^^aro  ^fundn.   w  ., .  \.  '•  "  "  i 


/' 
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inan  Tafeln  der  zweiten  PoftestSten  der  na- 
türlichen Zahlen  hat*  Man  kann  alsdann ,  weil 
der  Ansdrnek  blos  ans  zweiten  Poteatäten  sasammen- 
gesetzt  ist»  den  Inhalt  blos  durch  die  Tafeln,  ohne  wei- 
tere Rechnung  finden. 

Endlich  falgt  aus  der  obigen  Gleichung  (6.)  4a' p^ 
oder 

A*=4a!*€*— (a*+c^+&^+2a»c*— öa»^— 26*c*),  oder 
A*  =  2a* c*  +  üa^h^  +  26* c»  —a^^^c^  —  6%  oder 
16.  A  =  Jy^taa»^»  +  2a*  c-  +  2&*  c*  — ä-*  — 6*  —  c*];] 
iv^r^lches  der  dritte  Aufdruck  des  Lehrsatzes  ist. 

175. 

LehrsatZk     Wenn  die   drei  Seiten   eines  beliebigen 
Dreiecks,   löie  vorhiny  durch  a,    &,    c,  die  Halbmesser  der 
Seiten  und  Ecken   aber  durch  q  und  r  bezeichnet  werden^ 
so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks 

Aabc  -     j     . 
= und 

4r 

Q.     Atz=§(a  +  b  +  c)q. 

Beweis.  M  (Pig,  107.)  sey  der  Mittejpunct  der 
Ecken  des  Dreiecks,  so  das  also  ^M=£M=CMcsr 
ist,  EMC  sey  eine  grade  Linie  und  EM=:MC^  $0  tat 
M  auch  der  Mittelpnnct  der  Ecken  des  Dreiecks  AEC^ 
denn  es  ist  AM^CM=EM.  Also  sind  ^le  WtnJkel 
E  und  B  beide  die  Hälften  des  Winkels  AMC  ($.  6ö.), 
und  folglich  sind  sie  einander  gleich.  Ferner  ist  der 
Winkel  EAC  ein  rechter  ($•  69.  L)  und  in  dem  Drei« 
eck.  ,ABD  ist  der  Winkel  D  ein  rechter.  Abo  sind  in 
dem  Dreieck  AEC  zwei  Winkel  so  grofs  als  in  dem 
Breieck  ABD.  Folglich  sind  diese  Dreiecke  gleich- 
winklig.   Aehnlichli<;gende  Seiten   sind  EC,  AB  and 

AC,  AD.    Also  ist  ~  ="4^,  das  heifst^  =  £2^,    Da- 
'  EC       AC  2r        b 

•  bc 

raua  folgt  pj  =  — .     Nun    ist  der  Inhalt  des  preiecks 
gleich  A  =  |flp,,  also  ist  Assja .  --,  oder 

A      obc 

welches  das  Erite  war. 

■ 

Wean  ferner  N  der  MUieJ  •  Punct  der  Seiten   des 
Dreiecks  ABC  ist  und  NF^   NG  «nd  NH  sind  Perpen- 


r 


f  • 
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dikel  «US  N  mf  dl«  Seiten^  des  Dreiecks ,  so  ist  NF 
=:liGssNH=q.  Also  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  BCN 
(^l«ich  iaqy  der  Inhalt  des  Dreiecks  CNA  {gleich  ^bq 
und  der  Inhalt  des 'Dreiecks  A^N^B  gleich  |cg.  Diese 
drei  Dreiecke  sasammen  machen  das  Dreieck  jiBC  aas  $ 
also  ist  der  Inhalt  des  gegebenen  Dreiecks  Assfaf 
+  ibq  +  icq  oder 

welches  das  Zweite  war. 


176. 
Zusätze.     I.     Wenn  die  drei  Seiten   eines  hdiebi- 
gen  Dreiecks  wie  vorhin   durch  a,  bt  c  bezeichnet  werden^ 
so    ist   der  Halbmesser    der  Ecken    des  Dreiecks  zu  Folge 

abc 
($•  175.  ].)  >*  =  Xa>  uncf  wenn  man  statt  A  den  Ausdruck 

des  Inhalts  durch  die  Seiten  ($•  174.  si.)  setzt^ 

__^ abc         

^~y((a  +  b  +  c)(a  +  b  — c)(ä  — b  +  c)(b+c  — a))' 
welches   der  Ausdruck   des   Halbmessers   der  Ecken 
eines  beliebigen  Dreiecks  durch  die  drei  Seiten  ist. 

IL'  Für  q  ßndet  man  aus  (§•  17a.  S.)  q=s:-»  , 

also,    wenn   mun  tvieder  den  Ausdruck  von  A  durch  a,  b 
und  c  aus  (§.  174,   1)  setzt^ 

_iy((a4-h  +  c)(a-fb  — c)(a  — b  +  c)(b+c— a))      - 

' a  +  b  +  c  ' 

oder  > 

__  , .,//(a  +  b- cHa -  b  -f  c)  (b  +  c- a)\  . 

q  -»  J'  V a  +  b-i-c  ) ' 

welches   der  Ausdruck   des  Halbmessers   der  Seiten 
eines  beliebigen  Dreiecks  durch  die  drei  Seiten  ist* 

177 

Zusatz.  Der  Inhalt  Binsf  heliehig^n  Dr^ieekr  tafst  sieh 
Muek  leicht  durch  die  drei  Perpendikel  aus  deii  Eeken  auf 
die  gegenüber  liegenden  Seiten  und. durch  die  drei  gra^ 
den  Linien  durch  die  Ecken  und  die  Mitten  der  ge- 
genüber liegenden  Seiten  ausdrücken. 

Bezeichnet  man  nemlich  die  Perpendikel  ADj,  BD,»  BD»  (Fif^ 
107.)  durch  p|9  pt»  Pa,  so  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  ABC 


4.     A  = 


pjpjp? 


|/J<PlPa-fPlPl+PfPl)(PiP3+PtPi— P«P9^,,i 
^  i  (PiPi— P  iPi+PaP«)  (piPa+PaPs-^PiPfc^J ' 
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Bnekhn4i  mmt  die  gradßn  Linien  AKj,  BKjf  CE,  dui^  die 

Lilken  und  die  Mitten  jder  gegenüberliegenden  Seiten   durch  k,,  k«^ 
k«,  so  ist  der  Inhalt 
,  2.     A=J/[(kj+ka+k,)(k,+k,^3)(k,-k,+k5)(ka+ki-kO]. 

Den  ersten  Ausdruck  findet  man  weil  sA  z=:apiz:^bp^ssep^ 

1    «  2A     ,       sA  aA  .  ^      «  -.         ,      , 

and  aUo  a  =z  — ^ ,  b  =  — ,  czs  —  ut«     Setzt  nun  /  diests  in  dea 

Pr  P»  P3  f 

Ausdruck  des  Inhalts  A=J/((a+b+c)(a+b— c)(a— b+c)(b+c— a)) 

(i.  $•  174.)«  so  «rhält  man 

A=il/rrii^  +  2^+^)r— +  — -— V— -^  +  — ) 

/2A      aA      aA\1 

^öder 

A=A.|/r(^+-L+i)(-L+i.^±)(i.-±+±) 

•^  «-Vi       P«      Ps^  ^Pi  -  Pt       Pa^  Vi       P»      Pi^ 

oder  wenn  man  mtt  p^  p\  p^  multiplicirt  und  mit  A .  dividirt 

pj  v\pI^^^  /[(PaPi+PiP3+PiP2)(P2Ps+PiP8— PiPa) 

,^(P«Pj-7PiP3+P2Pi)  (P1P3+P1P»— PsPa)] 
woraus  der  Ausdruck  (1.)  loi§t. 

Den  zweiten  Ausdruck  findet  man  mit  Hälfe  des  Satzes  ((.  uS,}. 
Vermöge  dieses  Satzes  ist  z.'  B.  in  dem  Driueck  ABK^ 

JB^  =  BK^  +  JK^  +2BK.  DK^ 

und  in  dem  Dreieck  JCKr^  , 

öder  weil  BK^z:zCK^  ist,  indem  X^  in  der  Mitte  der  Seite  BC 
liefen  soll, 

JB^  =  BX«  +  ^Ä  J  +  BX,  DXx  und 

Die  Summe  dieser  beiden  Ausdrücke  ist 

JB^  +  AC^  =2ßXa  4. 2^A'*  ,  oder 

c2+Zr2  =  a.ifl2  +  adt*=:ia*  +  afc*,  oder    ' 

Auf  dieselbe  Weise  findet  man  fär  die  anderen  beiden  Linien  k^ 
and  kgt  * 

4.  ikl  =  ac»  +  aa*  —  Ä«  und 

5.  4itJ  =  a««  +  ai»  -  c» . 

'    Daraus  folgt 

6:8kJ+gitJ-4it5=45»+4c»-.aa»+4c«+4a»— aÄ*-aa*-^»fc«+f*=9«* 
un'd  auf  dieselbe  Weise 

.     "..8.    8fcJ  +  8fcJ  -  4itJ  =  9i»,  .    , 

Nun  ist  zu  Fol^    der  Gleicbung   (6.)    im  BeVeise    des  SiUes 
r$.  174A  4a* p\  =  4-Ä^c*  — (a'  +  c«  — i».)»,  und  weil  ittp,  =  A  ist, 

16  A?  =:  4a»  c«  ^  (a«  +  «*  -  V)* .     v       ' 

oder 


%• 


I 
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oder,  wenn  nan  mit  9'  OKiItipKciH, 

9.    16.81  A*  =  4.9a». 9c»  —  (9«* +  9^-9**)'.       , 
Setzt  man  bieria  die  Ausdrücke  von  9  a',  9*6*  und  9«*  auf  (7* 
8.  tind  6.)>  fi^>  findet  man 

i6-8iA'=4(8Äa+8Aj-4Äx)(8Äj+8/cJ-4Äl) 

-(8fcJ  +  8^J-4fcJ  +  8^!  +  8Ä2-4fcJ— 8fcJ— 8lfeJ+Uj)\ 
oder 

i6.8iA»=4(8^*  +  8Äi-4Aj)(8^J  +  8^J-4^J)-(2«^J— 4^i-4^])! 
oder,  wenn  man  mit  16  dividirt, 

das  Leifst,  „  « 

8iAax=  x^k\k\  +  i6At      —  «fc'^J  +  i6fcj  ^3  +  ißjkj  Jti"  -  8^{ 

+  10  ^1 4, '+  10  fc,  fc j  —  a  ^i  /^s 

oder  / 

.9  A *  =a  )tj  fc'  +  2  k\  A J  +  fl/cj  fcj  —  Jt?  —  itj --  it J ,  oder 

9.    .A=:4/^2^]fc2+2fcl/tJ  +  2AjÄj  — /:J  — äJ  — /tj^. 

Die  Gröfsc  rechferhand  bezeichnet  nach  (5.  f.  174.}  f  von  dem  In* 
halt  eines  Drorcclcs,  dessen  Seiten  k^t  k^,  kf  sind.  Der  Inhalt  eines 
solchen  Dreiecks  aber  ist  auch  zu  Folge  des  ersten  Ausdrucks  ($.174.) 

gleich  i  VKK  +  *,  +  *.)  (fc, + k»  - ki)  (fei  ■-''.  -Hfc.)(fc, + *.-*!)]  J 

also  ist  auch  , 

,0.  A  =  i/[(fc,+Ä:,+fc.)  (fc,+^,-^,J  (fc,-*a+^.)(^,+A:,-fcx)]; 
welches  der  obige  aweitc  Ausdruck  Yon  A  ist. 

178. 

IsehrsatZm.  JVenn  man  dU  vier  Seiten   eines  nach  den 
Ecken  centris chen  Vie recke  durch  a, -h,  c,  d,  den  Inhalt  des 
Vierecks  durch  F  und  den  Halbmesser  der  Ecken  durch  T  heteich» 
net^  so  ist 
1.    F=  J /[(a  +^  +  c  —  «i)(a+i--  c+d) {a-^lJ^c+d) ( J+c+i— ä)] 

lTalcd({a-^l-+c-+d-)  +  «ic^(i  +  ^  +  ^  +  3j))l 

ju     '■=  «^  L(a+&+r— J)  (a+Ä— c+<f).{a— Ä+ü-t^i/)  (Ä+f+J— fl)4 

/i^   Jai   Viereck    cent tisch  nach    den  Ecken   und  ;tugUich  C#ilr 
triseh  nach  den  Seiten,  so  ist  sein  Inhalt 

5,     FjÄ/[a*crf]. 

Beiveis.  I.  Das  Viereck  JBCD  (Fig.  108.)  scy  centrisch 
nach  den  Ecken  und  BE  auf  AD^,  BF  auf  DC  senkrecht,  so  ist  nach 
(f.  ia3.}  in  den»  Dreieck  ^I?D, 

4.  BI>»  =  «»  +  a»+2^£.^, 
und  in  dem  Dreieck  CBD^ 

5.  jBD»  c=  c*  +  J»  —  a  CF.  c.  ^ 
Also  ist 

6.    a*  +  d?+±d.JE  =  h*  +c^^2c.CF. 

Nun  ist   die   Summe    gegenüber] iegender  Winkel  der  Viereokf, 
,«.  B.  die  Summe  -^  +  C,  gleich  awei  rechten^  weil  das  Viereck^cien. 

CrellaV  Geometrie.  10 
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trjsch  nach  den  Ecken  seyn  toll;  alt«  iat  der  Winkel  BAE  dem 
V^inkel  C  fildcb.  Fol^^Hch  sind  die  recht  winkligen  Dreieck* 
fi><£andfiCF  gleichwinklig,  und  folglich  ift  nach  (f •  169. 1.) 

7.    -XF=3  —  f  «bo   ^£  =  -r-  CF. 

Setzt  man  dieses  in  (6.),  sq  findet  man 

.«  4.  a»  +  ai.y ;  CF  BSC»  +  «  —  lt.  CF, 

woraus 

8-    CF=si6. -qjj; 

folgt. 

Nnn  ist  BF=/{t«  —  CF»),  elso 

uqd  weil  die  rechtwinkligen  Dreiecke  BAE  und  BCF  gleichwinkkg 
sind,  *g7=^  —  •  >l>o  D£=:*^.  J3F,  folglich  aus  (9.) 

...'bh=.,/[.-,(^^±5^^)']- 

Der  Inhalt  des  Vierecks  ABCD  ist  aber  dem  Inhalt  der  heiden 
Dreiecke  CBD  und  ABD  gleich»  also  gleich  {  c  •  BF -)^  }  <f .  B£,  folg- 
lich ist  aus  (9*  und  loO 

r=,,,+^,/[.-,(±t51^^)-]...- 

II.    F=J|/[4(&c  +  «J)«  — (ja  +  c«—^*  — <i2)«],  oder 
F«a  J/[(25c  +  2a<i  +  5«+  c*—  a»—  ci^)  (»^^  +  3«^  -fca— c» + ««+ J*)]. 

oder  FrsJV'KCJ  +  oa  — («  —  <')*)((« +  ^)*  —  (^— <?)')]»  oder 
•F==  J /[(i  +  e+a^d)(h  +c— fl+J) (fl+</+6— c)(a+ J— t+c)],  oder 
18.    F  c=  i  /[(a+Ä+c-d)  (Ä+i-^t+d)  (a—i+^+a;  (6+c+d— «)] ; 
welches  der  Ausdruck  (1.)  im  Lehrsatce  ist. 

IL  Setzt  man  den  Ausdmck  von  CF  aus  (8.)  in  (5.),  so  er- 
hült  man      v 

j  j.  -  ('*  +  *')  ^"^+  ^'>  -  ^  ('"  +  *')  +  J"  («'  +  <i')    „^ 

Nun  ist  der  Halbmesser  der  Ecken  des  Vierecks  r  zugleich  der 

Halbmesser  der  Ecken  der  Dreiecke  ABD  und  CBD  $  also  Ulat  aidb 

der  Inhalt  dieser  Dreiecke  nach  ($.  17^.  !•)  auch  durch 

,      ad. BD        ,  bc.BD 
i4.    — und  — 

•  .   .      4r  4r 

•nsdrdckcm  Die  Summe  dieser  Flächen  ist  der  Inhalt  dei  TicredEi 
F.    Also  ist 


vnd  folglich. 


,5.  F=(f£±M^. 

4r 

- iad  +  bc)BD 

10.    r_ -p , 


I 

•    .       .>  ■   • 

t 
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5elBt  oun  hierin  den  AiudruA  von  BD  «os  (i3.)»  so  ^deC  nan 
r=y«^  '  JJ  ' 

IS.     r=|^l: i p; ^  ^': 

Setzt  man  hierin  noch  den  Ausdruck  von  iFius  (i,),  to  fin- 
det man  den  Ausdnick  (a.)  des  Lehrsätze«. 

HL  Ist  das  Viereck  zugleich  centrisch  nach,  den  Sei- 
ten, so  sind  die  Summen  <;egenöherh>gender  Seiten  gleich  ((.88^  !.)• 
Also  ist  alsdann  g  +  cssi-)-^*  Setzt  man  nun  in  den  Ausdruck 
des  Inhalts  (i.)  h-^d  statt  a-^-c  und  a^e  statt  ^  +  il»  so  er» 
hÄlt  man 

F  =^  J/KÄ+J+J-J)  (g+a-c+c)  (i-i+d+di  («+H-^-s4)l 
oder  F  =  } /[^^ .aa,^d. 2c],  oder 

ig.     F=/[g&cif]; 
welches 'der  Ausdruck  (30  des  Lehrsatzes  ist. 

r 

179. 

Lehrsatz. ,  tVenn  mm  die  vier  Seiten  eines  Trapezes 
durch  a,  h,  c,  d  und  den  Inhalt  dureh  F  "bezeichnet ,  und  a  und  c 
sind  die  parallelen  Seiten,  so  iit 

F  =  {  ?^  /[(a+h+d— c)  (h+c+d— a)  (a-h-c+d)  (a+h— c-d)]. 

s^— '  c 

Beweis.    Df^s  Viereck  JBCD  (Fig.  loo.)  sey  ein  Trapez  und 
BC  sey  mit  JD  parallel,  BE  und  CF  aul  JD  senkrecht  und  gleich 
V,  go  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  jiBE  und  VCF, 
■  JE—^Ci^^p^)  und  DFz=f^{d'^p^). 

Es  ist  ahcr  ^£  +  JBC+  Z)F=  gj  also  ist 
g=e  +  /(&*— p*)  +  /(r2*— ;?2)^  oder  g— r— •(J*—;^2)c=/(d»— p«), 

MuUiplicirt  man  diesen  Ausdruck  zu  heiden  Seiten  mit  sicli 
seihst,  so  findet  man 

(a-«c)*  — 3(a  — c)/(&'  — p*)  +  i«  — pa  =  da  — ;>«,  oder 
(«  —  A»  +  *»  -  d»  =  2  (g - c}^(b*  -p*). 

MiiJtiplicirt  man  ^hermal^  mit,  sieh  seihst,  so  rcrhält  man 

((g  ^  ey  +  J*  -  a»)^ = 4  (Vr  —  c)*  (i« — ;>«),  oder  ' 

4fg  — c)»p*c=4(g— c)«i*  — ((g— c)*  +2'*— W^)*»  o«'» 
A{a^cyp^^(a(a^e)h+(a^ey+h^'-d*)iü(a^c)h^a^)^^h^+d*)^ 


oder  4C«  — O^T^^ÄCr«— e+i)»  — d*)(da  — (g~if— i)*),  oder     . 

4(g— 0*F*  =  («— f+&+^)  («-«+*—«)  (<^+fl— ff— W  (<'— «+c+^)t 
also 

^•[(^4'^4'd>-c)  (6+c+d— fl)  (g— i^-c+d)  (g+t— c^d)] 

^  a(a — <?) 

Nun  ist  ^er  Inhalt  des  Trapezes  gleich  iitfZ?.'  Jtbo  iKt 

Fc5  J  f^  /[(a+i+d-0  (i+c+d-g)  (|i-fc— c+d)  (g+J-^d)]j 

vie  im  X^ehr^atze., 

10» 


/  I 
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180.       * 

Lehrsatß.  I.  Wenn  in  einem  rechtwinkligen 
JDreiecke  ABC  (Fig.  iio.l.)  einer  der  spitzen  fFinkel  z.B. 
C,  mmalso  grojs  ist,  als  der  Winkel  F  in  einem  andern 
rechtwifikligenDreieckeT>EF  (Fig.  iio.IL),  die  Hypo^ 
tkenuse  AC  ^er  in  dem  ersten  Dreiecke  eben  so  grq/s  ist^ 
als  die  Hypotkenuse  DF  in  dem  anderny  so  ist  die  dem 
spitzen  Winkel  C  gegenüberliegende  Cathete  AB  in  dem  ersten 
Dreiecke  weniger  als  mmal  soßrojs  als  die  Cathete  DE,  dem 
Winkel  F  gegenüber  im  anderen  Dreiecke^  m  kann  Jede  helie-' 
hige  ganzej  gebrochene  oder  irrationale  Zähl  seyn. 

Beweis.    I.     a)  In  (Fig.  iio.  IIL)  sey  AMB  ein  be* 
liebiger  Winkel.    Die  Winkel  BMC,  CMD,  DME,  E3IP, 
FMG  etc.   sollen   ihm   gleich  seyn.    Desgleichen   isollen 
alle  die  Linien  A3I,  BM,  CM,  DM  etc.  einander  gleich 
seyn.    Alsdann  sind  alle  die  gleichschenkligen  Dreiecke 
AMB,  BMC,  CMD,  DME  etc.   einander  gleich.     Folg. 
lieh  ist  AB=zBC=CD=DEszEF=FG  etc.,  und  alle 
Winkel  dieser  Dreiecke  au  der  Grundlinie,  vrie  MAB, 
.  MBA,  MBC  etc.  sind  kleiner  als  rechte  ($.45.  L> 
Nun  sollen  J5B^ ,  CC, ,  DD^  etc.  Perpendikel  aus  B,  C,  D  etc# 
hx\i  AM  seyn.     Alsdann  ist  BBj^  kleiner  als  BA^   weil 
das  Perpendikel   BBj_  kürzer   istals   die  schräge 
Linie  BA  ($.  65.  IV. )•     Es   sollen  ferner  B6, ,    Cc^, 
Dd^  etc.    Parallelen   mit  AM  seyn.     Alsdann   sind   die 
Wechselswinker  MJ5&,    und  BMA,  MCc^  und    CMA^ 
*  MDd^  und  DMA  etc.   zwischen  den  Parallelen   gleich. 
Folglich  ist  z.B.  der  Winkel  MCc^  zweimal   so    gro£i 
als  der  Winkel  MBb,  oder  BMA,  der  Winkel  iHD<£,  ist 
dreimal  §o  grofs  als  BMA,  der  Winkel  MEe^  yier- 
iti  a  1  so  grofs ',  u.  s.  w«    Folglich  nehmen  die  Winkel 
MBb^,  MCc^,  MDd^,  MEe^  etc.  imn^erfort   zu,  und 
mithin ,  weil  die  Winkel  CBM,  DCM,  EDM,  FEM  etc. 
alle  gleich  grofs  sind,  die  Winkel  CBb^,DCc^,EDd^,PEe^ 
etc.  immerfort  ab«    Also  nehmen  die  Linien  BB^, 
^19  ^xi  ^^ly  P^r  immerfort  ab  ($.46.  II.)ydenn   ^ 
alle  die  Linien  AB,  BC,  CD  etc.  sind  einander  gleich. 
Mithin   ist   Cb^   kleiner  als  JSJ^z  $  Dc^  ist  kleiner 
als  die  Hälfte  von  CC^,  denn Dc^  ist  kleiner  alsC&s 
und  noch  mehr  kleiner  als  BB^^  Ed^  ist  kleiner  als 
ein  Drittheil  voa  DDj^,  denn  es  ist  kleiner  als  Dct^ 
noch  mehr  kleiner  als  Cb^  und  noch  mehr  kleiner  «Ii 
BBj  u.  a.  w*  ' 


* 
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Wenn  also  m  eine  beliebige  ^an  «e  Zahl  ist,  so, ist 
in  zwei  rechtwinklig^en  Dreiecken  GMG^  ;aiid  ßMBi 
(Flg.  III.),  oder  AGB  nnd  DFB  (Fi».  LH.)  von  glei- 
chen Hypothenusen  GM=^BM  oder  AC=DP^ 
ia  %^elchen  der  Winkel  GMG^  ein  beliebiges  Viblfa-' 
che^  £•  B.  das  mfache  des  Winkels  BMB^  ist,  die  Ca- 
thete  G6j,  jenem  Winkel  im  ersten  ^Dreieck  gegenüber, 
kleiner  als  das  71t  fa  ehe  der  Catnete  ££2,  dem  Win- 
kel im  andenr  Dreieck  gegenüber. 

/?.  Es  sey  ferner  in  (Fig.  IjEL)  der  Winkel  GMA 
=zp,BMA  wo  P  eine  beliebige  ganze  Zahl  ist,  so  ist 
wie  vorhin  bewiesen  Gf^  kleiner  als  der  p  -^  iste  Theil 

Ton  FF,,  und  folgUch  CG,  <FF,  +  .^<;£^=^^J^  FF» 

<-— ^—  FFj.    Eben  eo  ist  FP^  <  ^=^  FF,   aUo  um 

•omehr  66x<—£-.£^=l^  FF,, oder  GG,<-£- FF,. 

'     p — ip — 2        '  .    ^^p  — a 

Ans  demselben  Gmnde  ist  nm  so  mehr  GGj  ^--^DVxi 

p— 5 

n«  a«  w«  Gebt  man  so  fort,  bis  sn  einer  beliebigen  gan- 
zen Zahl  p — n  und  setzt  dieselbe  gleich  g,  das  zuge- 
hörige Perpendikel  aber  z*  B.  gleich  CC^ ,  so  folgt,  dafs  ^ 

q  ^ 

oder, wenn  man  den  Bruch  — ,in  welchem  Zähler  und 

Nenner  beliebige  gan'EO  Zahlen  sind,  durch  7n.be« 

aeichnet,  / 

GGj  -^mCCx 
iHy  WO  nun  GM;<=:m.CM^. 

Weifn  also  m  ein  beliebiger  Bru4ik  ist,  so  ist 
in  Bwei  rechtwinkligen  Dreiecken  wie  GMG^  und  CMC^^ 
(Fig.  IIL)  oder'u^CF  und  DPE  (Fig.  I.  und  IL),  deren  Hy- 
pothenusen GM,  CMy  oder  AC,  DF^  gleich  grofs  sind, 
in  welchen  aber  der  Winkel  GMG^  gleich  m .  CMC^  ^ 
oder  der  Winkel  C  =  m.F  ist,  wo  m  einen  belle bi<* 
gen  Bruch  bedeutet,  die  Cathete  GG^  (Fig.  IIL),  dem  ' 
Winkel  gegenüber,  kleiner  als  m.CC^j  oder  AB  (Fig. 
U.)  kleiner  als  m .  DE  (Fig.  I;).  ' 

y.  Es  sey  endlieh  m  eine  irrationale  Zahly  so  ist 
dennoch^^F  kleiner  als  M.DE  (Fig. I.  und  IL)f  wenn 


N' 
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CesmP  and  ACssDF  ist.  Denn  man  seUe,  4Am  sej 
der  Winkel  AjCBj  irf^eodein  Vielfaches  von 
DFE,  oder  irg'end  ein  Vielfache«  eine^s  Theils 
des  Winkels  DFE,  so  itt|  wenn  man  A^CB^zsz ijl.DFE 
setety  wo  ju  irgend  eine  ganse  Zahl  oder  einen 
Bruch  bedeutet^  wie  vorhin  bewiesen,  -^xE^  kleiner 
als  (i^^E. 

Man  setze  JixBx  gleich  fi.DE  —  hDE,  wo  x  yon 
dem  Winkel  F  abhängen  wird.  Man  setse  ferner  ^ 
wssm-^-k,  wo  k  nur  von  dem  Winkel  ACAj  abhängt, 
und"  folglich  will klihr lieb  istf  weil  man  Aj^G  so 
nahe  kuAC  legen  kann,  als  man  will»  so  wäre  AjB^ 
stmDE  +  kDE—xDE  s=  (m+  k—x) .  DE.  Es  kann  also, 
wenn  man  k  klein  genug,  das  heifst,  A^C  nahe  ge- 
nug an  AC  annimmt,  A^Bj^  auch  gleich  mDE  und 
klein'er  als  mDE  seyn,  ersteres  wenn  man  A;  s=  », 
let&teres 'wenn  man  k^x  setzt  Daraus  folgt,  dafs^£ 
nie  gleich  oder  gröfser  als  m.DE  seyn  kann,, 
^as  auch  m  seyn  mag.  Denn  da  in  dem  rechtwinkli- 
gen Dreieck  AGB  der  Winkel  AGB  kleiner  als  in  dem 
Dreiecke \^xßBr  der  Winkel  AiGB^  seyn  soll,  die  Hy- 
pOtbenusen  AC  und  A^G  aber  gleich  sind^  so  ist  noth- 
wendig -^B  I m m e r  kleiner  als  A^B^  (§,48.  IL).  Also 
kann  AB  nicht  gleich  oder  gröfser  äis.m.DE  seyn, 
weil  Ax  B^  auch  gleich  m, DE  und  kleiner  slIs 
m.DE  seyn  kann.  Folglich  kann  AB  nur  kleiner 
seyn  als  7n,DE, 

Mitbin  ist  in  allen  Fällen  AB^m.DE  (Fig.  L 
utidlL),  sobald  G^zmF  und  AG^szDF  ist,  m  mag  eine 
ganze  Zahl  oder  ein  Bruch  oder  irration  ai  seyn. 

Ilt  Wenn  in  einem  rechtwinkligen  Dreiecke  ABC  {Fig* 
HO.  I.)  eintr  der  spitzen  Winkel y  z.  B.  C,  mmal  so  grojfs 
ist,  als  in  einem,  andern  rechtwinJdigen  Dreiecke  DEF  (Fig. 
IL)  der  Winkel  F,  die  Gathete  BC  aber  in  dem  ersten  J^rei-- 
eck  ist  so  grqfs^  als  die  Gathete  EF  in  dem  andern  f  so  ist 
die  dem  benannten  spitzen  Winkel  gegenüber  hegende  an-- 
dere^  Gathete  AB  in  dem  ersten  Dreiecke  mehr  aU  mmal  so 
,grofSy  als  die  Gathete  DE  in  demandern,  m  kann  jede  belie^ 
Inge  ganze,  gebrochene,  oder  irrationale  Zahl  seyn» 

Beweis.  In  (Fig.  iio.  IV.)  sey  AMB  ein  beliebi- 
ger Winkel.  Alle  die  Winkel  BMC,  GMD,  DME  etc. 
sollen  dem  V^^kel  AMB  gleich  seyn«  Desgleichen  soll 
BxM  ^=^  AM^  und  MAE  und  MBxE^  sollen  rechte 
Winkel  fteyn.  ^  Alsdann  ist  das  D^eck  G^MB^  dem 
Dreieck  BMA  gleicb^  weil  swei  Winkel  und  eine  Seite 


lax.  Vergl.d.Oräl**d,tiguv.dunh4.Zutä.    i6l 

in  dem  einen  so  grofi  sind,  als  in  dem  andern.  Alao 
ist  JBzCx  :ss^B.  Eb  «ey  Bc  mit  B^Ct  nnd  CjCt  mit 
JBJH  parallel,  so  ist  Bc,  sszB^C^,  also  Bcy^BjCjy-AB 
und  weü  jBcC  ein  stumpfer  Winkel  ist^  BC^Bg^ 
alao  um  so  mehr  BC^AB.  Ferner  sind  die  Dreiecke 
..^stZHC  nnd  B^MDj  einander  gleich,  weil  die  Winkel^ 
und  B^ ,  AMC  nnd  BjMD^  nnd  di^  Seiten  utfM  nnd 
B^M  gleich  sind.  Also  ist  B^D,  tsbAC  nnd  weil  jB^Cx 
=  ALB  war,  C1D2  ss  BC.  £s  sey  (7<2  mit  CjD^  und 
cl,D,  mit  CM  parallel,  so  ist  Cd^c:iCtD^^  also.  Cd 
>  CZ>2  >£(7,  und  weil  CdD  ein  stumpfer  Winkel  ist, 
CD  >  Cd,  also  um  so  mehr  CD  >  B6  n.  s.  w.  £a 
iat  also  ^  / 

BC>AB,  CDy>BC,  DEp>  CD  tt,c. 
ffieraus  folgt  snnächsti  dafs,  wenn  in  einem  recbtwiok^ , 
ligen  Dreieck  AME  (Fig.  lY.)  eine  Cathete  AM  so 
groDs  ist,  als  in  einem  andern  jiMB^  der  Wiiikel  AME 
aber  ein  beliebiges  Vielfache  von  AMB  ist»  da£s 
dann  die  andere  Cathete  AE  gröüser  ist  ala  das  nenv- 
liehe  Vielfache  Ton  AB.  Aber  es  folgt  auch,  auf 
ähnliche  Art  wie  oben,  dafs,  wenn  AME^p.AMfi  isi^ 

AE>AD  +  ^^  >  CZIill  AD  >  -2-  AD,  desgleichen 

p—i       p—k  p—% 

jljy^cll^  j[Q  al^o  um  30  mehr  -<rfjB>— ^.^^^  AC 
'^—^—ACiBt  u«s.w.;  überhaupt,  dafs,  wenn  m  einen  ^ 

beliebigen  Bruch  ^   bedeute  und  in  (Fig.  L  nnd 

IL)  C=smFf  BCsrsEFist,  dafs  dann  AB>mDE  ist. 
Auf  ähnliche  Weise  wie  in  (I.)  wird  bewiesen,  dafs  der  ' 
Sat£  auch  gilt,  wenn  m  eine  irrationale  Zahl  ist.  ^ 

Also  ist  in  allen  Fällen  ABy^m.DE,  sobald  C 
issmF  und  BC=zEF  ist,  m  mag- eine  ganae  Zahl» 
oder  ein  Bruch,  oder  irrational  seyn. 

Es  ist  fibrigens  £U  bemerken,  dtafs  in  beiden  Lehrsätrtn 
(Lu«n.)  nur  Yon  einem  rechtwinkligen  Dreiecke, 
also  nur  von  dem  Falle  die  Rede  ist,  wenn  die  Winkel 
C  und  f  (Fig*  !•  und  !!•)  kleiner  als  rechte  sind. 

181. 
Lehrsatz.    I.    TFenn  zwei  regelmä/sige  Viel- 
€$ke   gleiche  Halbmesser  der  Ecken    haben,  so  ist 


\ 
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der  Umfang  desjenigen   der  grö/serej  welhhes  die  meU 
9t en  Seiten  hat,  •  ' 

'  beweis.  Es  «ey  in  (Fig.65.)  AMB  eines  der  Drei- 
ecke am  Mittelpnnct  eines  re^elmäfsigen  Vielecks  von 
p  Seitej»!  und  AMB^  eines  der  Dreiecke  atn  Mitltel- 
Panc^e  eines  re^elmäfsi^en  Vielecks^'  von  q  Seiten,  wo 
g>p  seyn  wird,  wenn  der  Winkel  AMB  gröfser  ist 
als  der  Winkel  AMB^.  Es  sey  ferner  MB  auf  AB 
und  MPj:  aaf  ABx  senkrecht,  so  sind  die  rechtwinkli- 
gen  Dreiecke  AMP^  SMP  und  AMP,,BjMjP^  gleich, 
weil  £wei  Winket  und  eine  Seite  in  dem  einen  so  grofs 
sind  als  in  dem  andern,  nemlich  MAP=:31BP.  APM 
^BPM=Q  und  AM=BM,  desgleichen  MAP^  =:MBjPr, 
MPjA—MPjBj=:q  und  ABl  s:2B,M.  Also  sind  A3IP 
und  AMP^  die  Hälften  der  Winkel  AMB  und  AMB^, 

folglich  ü.t,  weil  AMBzsz^  und  AMB^  ==  i£(J.iogO» 
AMP:=z  22  und  ^MPx  =  — •     Daraus  folgt 

P 
Nun  sind  in  den  Dreiecken  AMP  und  AMP^   die 

Hypotheausen  AM  gleich  grofs.     Also  ist  nacli   ($.  i8o. 

L)  uiP<-^  ^Px,   folglich   ist   auch,   well  AB=z2AP 
i 

und  AB,  =  zAP^\  AB  ^-3-  AB.     Nun  hat  das   Viel- 

"   P 
eck  y    dessen  Seiten  udtB  sind ,  p  solcher  Seiten ;  also    ist 

sein   umfang  p .  AB.     Das   Vieleck   dessen  Seiten  AB^ 

.  sipd  hat  q  solcher  Seiten ;  also  ist  sein  Umfang  q.ABx.  ^ 

Es  war  aber  AB'^-^AB^f  also  ist p. AB <Cp.'^ABii 

P  P 

oäer  p»AB^q, AB j,  oder  q.ABj'^p.AB.     Dasheifst:. 

der  Umfang   des-  regelmäfsigen   Vielecks   mit  der  grö- 

fseTu  Zahl    Seiten   ist  gröfser   als   der   Umfang  des 

regelmäfsigen   Vielecks,   von   gleichem   Halbmesser   der 

Ecken,  mit  der  kleine^n  Seiten -Zahl« 

IL  Wenn  zwei  regelmäfsige  Vielecke  gleiche  Halh- 
tnesser  der  Seiten  haben,  so  ist  der  Umfang  desjenigen 
der  "kleinere^  welches  die  Tneisten  Seiten  hat. 

\  Beweis.  Es  sey  in  (Fig.  650  AMB  eines  der  Drei- 
ecke am  Mittel -Puncte  eines  cegelqiäfsigen  Vielecks 
von  p  Seiten,  und  A^MB^  eines  der  Dreiecke  am  Mit- 
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tel^Paactr  eines  reTOlmäfsigen  Vielecks  von  q  Seiten^ 
wo  5>p  seyn  wird,  w^nn  der  \yinkel  AMB  g^röfaer 
als  der  Winkel  A^3IB^  ist.  JHP  sey  dei*  Halbmesser 
beider  Vielecke;  so  sind  die  Dreiecke  MPA^  MBB 
und  MPA^,  MPBj.  einander  gleich,  weil  die  Dreiecke 
AMB  and  A^MB^  gleichschenklig^  und  MP  Perpendikel 
aaf  die  Grondiinien  sind.  Also  sind  AMP  and  AJdP 
die  Hälften,  der  Winkel  AMB  and  A^MB^^  folglich 

ist,  weil  AmB^=^  und  AJAB^is:^^  ($.  109.),. 

AMP  =    ?2  ^nd  4zM2=i^.    Daraus  folgt 
P  2  ' 

AMP  =  JE^  ^a-^P- 

'  p 

Nnn  sind  in  den  Dreiecken  AMP  und  AJäP  diö 
Catheten  MP  gleich  grofs.     Also  ist  nach  ($.180.  II.) 

AP>^  A^P^  folgUch  ist  aa^h,  weU  AB=l2AP  und 

^a-Ba  =  2-^a^^ 

ABy>^A^B^. 

p 

Nan  hat  das  Vieleckt  dessen  Selten  AB  sind,  p  sol- 
cher Seiten f  also  jst  sein  Vmfang  p.  AB,  Das  Vieleck, 
dessen  Seiten  AiBz  sind,  hat  q  solcher  Seiten;, also  ist 

sein   Umfang  q.AxB.,    Es    war  aber  AB^  ^A^B^^ 

also  ist  p ,  AB  ^  q .  d^B^y  oder  g .  ^a-ßj  <  p  .^5.  Das 
heifst^  der  Umfang  d^  fegelmafsigen  Vielecks  mit  mehr 
Seiten  |st  kleiner,  als  der  Umfang  des  regelmäfsige^ 
Vielecks  Ton  gleichem  Halbmesser  der  Seiten,  mit  we^ 
ni^er  Seiten. 

182.  < 

Lehrsatz.  Wenn zweiregelmc^fsigeVielecke gleich 
viele  Seiten  haben ^  so  ist  dasjenige  das  gröfsere^  wel^ 
ches  den  grofsten  Halbmesser  der  Ecken  oder  den  grofS' 
ten  HcUbntesser  der  ^Seiten  hat;  und  umgekehrt,:  wenn  das 
€ine  grUfser  ist^  so  hat  es  einen  grbfs er n  Halbmesser 
der  Ecken  und  einen  grofserr^  Halbmesser  der  Seitkn^  als 
das  andere*  .  ,      > 

JSeweis.  Wenn  ein  reffelmafsiges  Vieleck  (Fig.  66.) 
n  Seiten  hat,  tfo  ist  der  Inhalt  jedes  Dreiecks  über  ei^ 
ner  einselaen  Seite,  wie  ^.  B.  AMB*  der  nte  Tfaeil  der 
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FliSche  desVielecb;  dena  alle  die  Dreiecke  .liMB,  BJfC; 
CMD  etc.  siad  einander  {gleich. 

Hat  nun  Jein  anderes  regelmäüsi^eai  Vieleck  ^1  ei cb 
viel'  Seiten,  aber  einen  grölsern  Halbmesser  der 
Ecken,  oder  einen  grofsern  Halbmesser  der  Seiteo, 
so  sind  swar  die  Winkel  der  Dreiecke  über  den  Seiten 
noch  die  nemlicheA^  weil  die  Dreiecke  gleicIischeBkliff 
siod  und  also   der  Winkel  km  Mittel -Panct  immer 

-^  ist.  allein  die  Seiten  der  Dreiecke,  wie  A^M  ixnd 

B^'M^  oder  die  Perpendikel,  wie  P^My  aus  M  auf  die 
neuen  Seiten^  sind  gröfser.  Folglich  sind  die  Dreiecke 
gröfser  und  folglich  auch  die  gansen  Vielecke. 

Sind  umgekehrt  die  Vielecke  gröfser»  so  sind  auch 
jedes  der  n  gleichwinkligen  und  gleichschenkligen  Drei- 
ecke Aber  den  Seiten  und  mithin   die  Seiten  und  das 
Perpendikel  dieser  Dreiecke ,  das  heirst,  die  Halbmesser 
'  der  Seiten  und  die  Halbmesser  der  Ecken,  gröfser. 

183. 

Lehrsatf^  I.  Wenn  zwei  regelmä/sige  Vielecke 
gleiche  Halbmesser  der  Ecken  haben,  so  ist  der 
Halbmesser  der  Seiten  desjenigen  der  gröfsere, 
welches  die  meisten  Seiten  hat* 

Beweis.  Der  Halbmesser  der  Seiten  eines  regel- 
mäfsigen  Vielecks  ist  das  Perpendikel  aus  dem  Mittel - 
Punct  auf  die  Seiten  der  gleichschenkligen  Dreiecke, 
aus  welchen  das  Vieleck  besteht.  Dieses  Perpendikel 
"  ist  in  demjenigen  Vieleck  TOn  gleichem  Halbmesser  der 
Ecken  das  gröfsere,  welches  die  meisten  Seiten  hat, 
weil  in  demselben  die  Winkel  der  gleichschenkligen 
Dreiecke  am  Mittel -Punct  die  kleinern  sind  ($.  lOg. 
und  $.48.  n.). 

II.     Wenn  zwei  regelmä/sige  Vielecke  gleiche  Ha l b^' 
messer   der  Seiten  haben,  so   ist  der  Halbmesser  der 
Ecken  desjenigen  der  kleinere^    welches    die   meisten 
Seiten  hat.  ^ 

Beweis.  Die  Halbmesser  der  Ecken  sind  s  c  h  r  ä  g« 
Linien  au«  dem  Mittel  -  Puncto  der  Vielecke  nach 
den  Seiten ,  und  diese  schrägen  Linien  sind'  um  so  klei* 
ner,  je  kleiner  die  Seiten  sind;  die  Seiten  aber  sind  um 
so  kleiner,  je  mehr  das  Vieleek  ihrer  bei  gleichem 
Halbm(Bsser  der  Seiten  hat,  w^il  alsdann  die  Winkel 
am  Mittel  »Punct  über  den  Seiten  um  so  kleiner  sind« 
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184. 

Lehrsatz.  Der  Inhalt  eines  regelmä/sigen  T^ieU 
edks  ist  gleich  der  Hälfte  des  Products  seines  Umfangs  in 
den  Halbmesser  seiner  Seiten,  und  das  halbe  Pro- 
duct  des  Umfangs  eines  regelmäfsigen  Vielecks  in  seinen 
Halbmesser  der  Ecken  ist  gleich  dem  Inhalt  eines 
'Vielecks  von  der  doppelten  Seiten  -  Zahl. 

Weon  fi.  B.  der  Umfang  de$  regelmäfsigen  Vielecks 
^JBCD. ...  (Fig.  65«)  dorch  p,  der  Halbmesser  der  Sei- 
ten PM  darch  r  tind  der  Halbmesser  der  Ecken  ^M 
durch  R  beiseic^net  wird,  so  ist  der  Inhalt  des  Vielecks 
u^BCD . . . .  =|pr  und  der  Inhalt  des  Vielecks  AP^BgC...., 
von  der  doppelten  Seiten- Zahl >  gleich  ipR» 

Beweis.  •  Der  Inhalt    jedes  Dreiecks   über    einer 
Seite  des  Vielecks»  s.  B.  des  Dreiecks  AMB^  ist  ^AB.. 
JPMss  i  AB .  r.    Non  ist  der  Umfang  p  =e  n .  AB  and  der 
Inhalt  gleich  n{\AB.r)^  weil  er  ans  n  bleichen  Drei- 
ecken, Jedes  wie  AMBy  besteht;  also  ist  der  Inhalt  detf 
Videcks  gleich  inAB.ns^pr;  welches  das  Erste  w^n 
ferner  ist  der   Inhalt  der  beiden  Dreiecke  P^MA 
und  Pj^MB  gleich  i  P^M.AB,  oder,  weil  PJl^AU 
=  jR  ist,  gleich  \B..AB.    Nun  ist  der  Umfang  des  Viel- 
ecke ABCD ....  gleich  n .  AB  =  p,  der  Inhalt  des  Viel- 
ecke AP^BQC»*..  Ton  der  doppelten  Seitenzahl  aber 
ist  gleich  n{iR.AB)s=:iR.nAB^  weil  er  aus   n  Paa- 
re^ ^von   Dreiecken,  wie   P^MA  und  P^MB  besteht. 
Also  ist  der  Inhalt  dieses  Vielecks  gleich  |ii.p=|pl{; 
welches  das  Zweite  war« 

185. 

Lehrsatz»  I.  fTenn  zwei  regelmdfsige  Vielecke 
gleiche  Halbmesser  den  Ecken  haben^  so  ist  der  In- 
halt desjenigen  der  grofsere,  welches  die  meisten  Sei- 
ten hat. 

Beweis,  Denn  sein  Umfang  ist  nach  ($•  181.  I) 
und  sein  Halbmesser  der  Seiten  nach  ($/  i83.  I.)  der 
gröfsere>  und  das  halbe  Product  des  Umfangs  in  den 
Malbmesser  der  Seiten  ist  der  Inhalt  ($•  184.).  v 

II.  Wenn  zwei  regdmäfäge  Vielecke  gleiche  Ha l b- 
messer  der  Seiten  habtn^  so  ist  der  Inhalt  desjenigen 
der  kleinere,  welches  die  m.eisten  Seitefi  hat. 

J^eweis*  Denn  sein  Umfang  ist  der  kleinere 
($•  181  •  II*),  der  Halbmesser  der  Seiten  ist  in  beiden 
der  nemliche  und  das  halbe  Product  des  Umfangs  in 
den  Halbmesser  der  Seiten  ist  der  Inhalt  ($•  i84.). 
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^    .  ■    186. 

Lehrsatz.      Unter    allen    regelmafsigen    Vielecken 
von  gleichem  Umfange  ist  dasjenige  das  grÖfseste^  ^ 
welches  die  m, eisten  Seiten  hat.      , 

Beweis.  Man  nehme  £wei  regelmäMge  Vielecke 
Vx  und>^a  von  gleichem  Halbmesser  der  Seiten  r 
an.  Das  Vieleck  Vx  habe  m  und  V3, ,  n  Seiten ,  so  xi t 
nach  ($.  i8e.  IL)  der  Umfang  desjenigen,  welches  die 
meisten  Seiten  hat,  der  kleinere ^  dasselbe  sey  Vj. 
Bezeichnet  man  diesen  klein  er  n  Umfang,  also  den 
Umfang  von  Vj  darch  p  und  den  gröfsern  Umfang  des 
andern  Vielecks  V^,  mit  weniger  Seiten,  durch  P,  so 
ist  nach  ($.  i84.)  der  Inhalt  von  V^  gleich  pr  nnd  von 
V^  ffleich  Pr. 

Nan  nehme  maa  ein  drittes  regelmSlsiges  "Viel- 
eck F*!  mit  der  nemtichen  gröfseren  Seiten  Zahl,  also 
mit  mSeiten  an  wie  V^i  aber  von  eben  so  grofsem 
Umfange  P  wie  das  Vieleck. F'a»  40  ist  der  Halb- 
iness^  der  Seiten  von  F^^»  nach  {$.  182«),  nothwendig 
gröfser  als  der  Halbmesser  r  der  beiden  vorigen  Viel- 
ecke, s.  B.  gleich  JR.  Der  Inhalt  des  Vielecks  V^  ist 
also  gleich 

P.R, 
nnd  dieser  Inhalt  ist  gröfser  als  der  Inhalt  P^r  von  ^ai 
weil  R  gröfser  ist  als  r.    Also  ist  der  Inhalt  des  Viel- 
ecks V^y  welches   denselben  Umfang,  wie  das  Viel- 
eck 7^2»  aber  mehr  Seiten  hat,  gi^öfser. 

187. 

Lehrsatz.  Wenn  der  Inhalt  eines  häliebisen  regelmäJH-- 
gpn  Vielecki  durch  a,  der  Inhalt  ^ines  andern  regelmäfsigen  VisU 
eck*  von  eben  so  vielen  Seiten,  dessen  Halbmesser  der  Seiten 
aber  dem  Halbmesser  der  Ecken  des  vorigen  gleich  ist,  durch 
h,  der  Inhalt  eines  dritten  re gelmäfsigen  VieUcks  von  doppelt 
$0  vielen  Seiten  als  das  erste  und  mit  de^i  nemlichenHalhmeS" 
$er  der  Ecken,  durch  »,  und  der  Inhalt  eines  vierten  Vielecks 
von  eben  jo  vielen,  also  ebenfalls  doppelt  so  vielen  Seiten  als 
das  erste  und  zweite,  und  mit  dem  nemlichen  Halbmesser  der  Sei- 
ieh  wie  das  zweite,  durch  ß  bezeichnet  wird,  so  ist 

«x=  /(ab)  und  Ä  =  — - — . 

Beweis»  Es,  sev  C  (Fig.  iii.)  der  gemeinscbaftliclie  MtUel- 
Punct  der  vier  verscniedenen  Vielecke«  jiB  sey  eine  $eile  des  er- 
sten Vielecks,  die  Zahl  seiner  Seiten  »,  also  JCB  eines  der  n  e^ei' 
eben  gleichschenkligen  Dreiecke,  aus  welchen  das  Vieleck  zusammen-« 

(esefat  ist  f- so  ist  die  Fläche  dieses 'Dreiecks  gleich  — ,  oder 

71 
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*  ■  « 

n  s 

Ferner  sey  MCz:s.AC  und  £F  mit  JB  paraHel,  so  ist  £Cf 
eines  der  v  gleichen  gleichschenkligen  DreiecKe,  ans  welchen  das 
sWfite- Vieleck  zusammengesetzt  ist«     Also  ist   die  Flüche  •  dieses 

*  Dreiecks  gleich  — ,  oder  ^  ^ 

s.     A£CFz=^. 

Nan  halbirt  das  Perpendikel  MC  auf  AB  und  £F  den  Winkel 
ACB  ($.  59.  UI.);  also  sind  ^CM*  und  B CM  zwei  von  den  glei^ 
chen  gleichschenkligen  211  Drei^cken^  aus  welchen  das  dritte  Yieleck- 
Too  doppelt  so  Yielen  Seiten  und  gleichem  Halbmesser  der  Ecken,  wie 
das   erste,    zusammengesetzt  ist.    Mithin  ist  die  Fläche  jedes  dieser 

Dreiecke  gleich  — ,  folglich  / 

5.    A^CM=:— • 

an 

Endlich  hdbire  PC  den  Winkel  ECM  und  QC  den  Winkel  FOM, 

so   dafs  PCQ  die  Hälfte  des  Winkels  £CF  ist»  s«  fst  PCQ  eines 

von  den  an  gleichen  gleichschenkligen  Dreiecken,  aus   welchen  das 

▼  i  e-r  t  e  Vieleck  von  doppelt  so  vielen  Seiten  und  gleichem  Halbmesser 

der  Seiten,  wie  das  zweite»  besteht*  Mithin  ist  die  Fläche  dieses  Dreip* 

ecks  gleich  ~,  folglich  ist 

4.     APCO=sA. 

Nun  haben  die  Dreiecke  ACD  und  ACM  über  den  Grundlinien. CD 
und  'CM  gleiche  Höhe  AD,  also  ist 

A^CD  _  CD 

t^ACM'^CM' 
Aber  ACD  ist  die  Hälfte  d^s  Dreiecks  ACB^  und  folglich  seine  Fläche 

gleich  ^-   (!.)•    Also  ist  (1.  und  3.)         '    .  \ 

.      a      et      "^CD       .     ä       CD   ' 
5.    — :  —  -^TTn^»  oder  —  ^^tTtts« 
an    an       OM  ob       CM 

Die  Dreiecke  ACM  und  £(7M  haben  ebenfalls  aber  den  Grundli- 
nien AC  und  £C  gleiche  Höhe ;  denn  sie  haben  M  cum  gemein« 
schaftlichen  Scheitel.    Abo  ist 

AACM_AC  ; 

A£CM'^£C*  • 

Aber  fCil^ist  die  Häiae  des  Dreiecks  ^CF,  und  folglich  seine  Fläch» 

^eidi  —  (20*    Also  ist  (5./Und  a«) 

c      €c     b       AC     ^     »      AO 

^'  i;i*s;;i=£c'^^*'i=Ec- 

iDIe  rechtwinkligen  Dreiecke  ADC  und  EMC  sind  aber,  wegen  der 

CD      AC 
ParalleleD  ^Dund  EM,  gleichwinklig.    Also  ist^jj^3:^,folgUcli 

bt  Tmndge  (5,  and  6.) 
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womns  «ftss«*  und  mithin 

'Iblfft;  welche«  d|#-£rste  war. 

Die  Dreiei^e  CMP  and  CP£  hahen  tihtT  den  Gmndlinim  iHP 
und  P£  «leich«  Höbe  Cilf.    Also  i$t 

ACMP  _MP 

0*      ACP£  ""■?£• 
Nnn  halbirt   die  Linie  CP  den  Winkel  .MCE ,   also  ist  vennd^ 
(J.  »45.  I.)  CE.MPzsPE.  CM,  oder  * 

^  '  '  MP_CM 

PE  ■"*  /?E  *       I 
Wesen  der  Oleichwinkligkeit  der  Dreiecke  JDC  nnd  £M^C  ist 

aber  ^=^,  oder,  weil  CJz=:CM,  ^=^-    Also  ist 


TlfP       CD 


» 


PE^CM* 
/  und  folglich  vermöge  (g.) 

'  A  CMP  _  CD 

*^-      A  CPE  ""  CM" 

Da  ab«f  m  (5.)  ^]jj=*^  ^•''*  "o  ist 

ACMP_g        ,       ACPg 

ACPF""  «  •  ®'*^''  ACMP  ■"  a  • 
/V  CP'F  et, 

oderauchi  +  -^^jj^  =  i  +  ~,  oder 

^ACMP  +  ACP£  _Mi^ 
"'  ACMP  "^      a     • 

Nun  ist  ACMP  +  ACP£  =  AECM:=s  i  A  ECF  ca  -■  (a.)  nnd 

ACMP  ==  J  APCp  =  ^  (4.).    Also  ist 

h      ß fl+»    . 

a»  *  4» """     a     * 

'-      2Ä      a+ec       j 
oder  -r-  = *-  »  oder 

13,     /?  = 


Welches  das  Zweite  war«     ^ 

B.e'rechnaxig  des  Inhalta  beliebiger  gradli-* 

niger  Figuren, 

188. 
Anmerkung.  Den  Inhalt  beliehner  vielseitiger  Fi- 
turen  findet  man  häufig  am  besten^  wenn  man  erst  die  Fi- 
guren in  andere  theilt,  deren  Inhalt  sich  leicht  berechnen 
läfst.  Am  natürlichsten  ist  die  Eintheilung  in  DreU 
ecke^  etwa  durch  Diagonalen  die  sich  nicht  kreiir- 
zert,  z*  B.  wie  (Fig.  ii2.)i  in  die  Dreiecke  IHG,  IGL/ 
IIULi,  6LF,  FLC  etc.     Man   kann  alsdann    flen   Inhalt  je 


>  \ 
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zweier  Dreiecke,  die  täte  gemeinschcrfHiche  QnmiUfde  htH 
heiij  zugleich  berechnen,  wodurch  man  immer  für  zwei  Drei-* 
ecke  eine  MultipUccUion  erspart,  Z.  B«  den  Inhalt  der 
beiden  Dreiecke  ABL  und  BLC  findet  man^  wenn  man 
etwa  die  halbe  Diagonal  LB  mit  der  Snmme  der- 
Perpendikel  AX,  «nd  CY  ans  A  and  C  auf  LB ,  mnlü. 
pBcirt.  Den  Inhalt  von  CFD  nnd  EFD  findet' man, 
wfnn  man  die  halbe  Diagonal  FD  mit  dfo'^amme  der 
Perpendikel  ETF  nnd  CZ  ans  E  and  C  anf  IFD,  muhi- 
plicirt;  den  Inhalt  von  LFC  und  GLF,  wenn  man  die 
halbe  Diagonale  JLF  mit  der  Snmme  der  Perpendikel 
GM  and  CN  ans  G  nnd  C  anf  LF^  mnltiplicirt;  o.  b.  w. 
Die  $amme  aller  dieser  Prodncte  ist  der  Inhalt  der 
Figar.  Ist  die  Zahl  der  Dreiecke,  in  welche 'man  die 
lignr  getheilt  hat,  ungerade,  so  bleibt  £ulet£t  ein  eineel'. 
nes  Dreieck  übrig,  welches  iban  fär  sich  berechnen  muls. 

Man  kann  auch  vielseitige  Figuren  y  um  ihren  Inhalt 
XU  ßnden,  durcl\  Parallelen  mit  irgend  einer  Seite^ 
die  durch  die  Ecken  gehen,  in  Trapeze  theilen 
und  die  Trapeze  nach  (§.  167.)  berechnen.  Z.  B.  man 
kann  in  der  obigen  Figur  die  Linien  PCQ,  OLR^  JS, 
TPU,  HV  durch  die  Ecken  (7,  L,  /,  F  und  H  legen, 
und  die  dadurch  entstehenden  Trapese,  nebst  den  übrig 
bleibenden  Dreiecken  COA  OKL,  FEU  und  HGF^  be- 
rechnen.  Da  aber  der  Inhalt  eines  Trapezes  nicht  u^eni^ 
ger  Rechnung  erfordert,  als  der  Inhalt  zweier  an  einander 
liegender  Df'eiedkey  so  ist  bei  dieser  Rechnung  gegen* die 
vorige  kein  wesentlicher  T^ortheil^  im  Gegentheil  Nach' 
theil,  weil  in  der  Ausübung  nicht  so  leicht  zwei  Paraüe- 
len  gezogen,  als  gegebene  Puncte  mü  einander  durch  grade 
Idnien  verbunden  werden  können. 

Weiterhin  werden  sich  Mittel  eeigen,  den  Inhalt 
einer  Kgur  aus  den  Seiten  und  Winkeln  zu  berechne^. 

Ist  eine  Fj^ur  durch  die  rechtwinklifi^en  Coor« 
dinaten  ihrer  Ecken  gegeben  ($*64.),  so  laust  sich  die 
Berechnung  des  Inhalts  der  Figur  aus  den  Goordi- 
naten  vermittelst  folgenden  Lehrsatzes,  ab  kürzen» 

189. 

Lehrsatz.  Wenn  die  rechtwinkligen  Cootdinat^ 
der  Ecken  einer  beliebigen  Figur  gegeben  sindj  so  findet 
man  den  Inhalt  der  Figur  y  wo  auch  der  Anfangs '^Punct 
Ar  Coordinaten  liegen  mag^  wenn  man  die  Ordinate  jeder 
Ecke  auf  eine  der  A^^ny   von  der  Ordinate  der  dritten 


s 


I 


I 
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daraiif  folgendin  Ecke  abjaeht,  den  Rest  mit  der  Ordmate 
auf  der  andern  Axe  der  dazwisqhen  liegenden  Ecke 
niultipliciriy  alle  diese  Producte  zusammenrechnet  und  von 
der  Supmie.^die  Hälfte  nimmt. 

Es  ist  gMchviel  ob  die  Ordinaten  und  die  durch  das 
Abziehen  gefundenen  Factoten  positiv  oder  negativ 
sind,  nur  mufs  man  die  allgemeine  Reclmungs  -  Regeln  der^ 
Zeichen  überall  richtig  beobachten.  * 

Z.  B.  der  Inhalt  derKgur  B^B^B^B^B^B^B'jB^B^ 
(Flg.  ii3.)  ist  ' 

CiC|.JSaC^a+  CaC^.BjC,  +  C^C^.B^Cj^ 

oder 

•^D^D^.B^D^  —  D^D^.B^D^  +  D^D^.B^D^ 

+  D^De.B,D,  +  D.D^.B^D^  +  D^P^.B.D, 
—  D^D^.B^D^—D^Dj.B^D^  —  D^D^.B.D^. 
Beweis.     Wenn  AP  und  AQ    die  xechtwinkligen 
Coordinaten .  Axen   und  B^Cj,,B^p^,  B^C^    etc.    Per- 
pendikel aus  den  auf  einander  folgenden  Ecken  der  K- 
gur  auf  ^JP  sind,  so  scy  i 

,        ACi^=Px,    CiBi^zq^f 
AC^^Pij    C^B^^zq^^ 
AC^=piy    C^B^^q^y 
•etc.  etc.' 

/  Nun  ist  der  Inhalt  des  Trapesei  B^BJdC^  »ac» 
(5-  iß?-),  gleich  i(pa— Pr)  (?a+gi)5  denn  §(^+9i) 
ist  die  halbe  Summe  der  parallelen  Seiten  BtCz  »^^ 
B^Ca,  undpa— Pi  i«t  die  Höhe  C^C^.  Ferner  ist  der 
Inhalt  des  Trapezes  B^B.C:,C^^  auf  dieselbe  Weise, 
gleich  i(p,  —  Pa)'(gj  +<Z»5»  und  es  ist  leicht  zu  sehen, 
dafs  man  ihn  aus  dem  Inhalt  des  vorigen  TrapcÄe« 
i(Pa— Pi)  (?*  +  5x)  findet,  wenn  man  die  Zeiger 
aller  Buchstaben  um  1  weiter  rü  cltt.  Nim»»* 
man  diese  beiden  Trapeze  zusammen,  so  erhall  ^^ 
den  Inhalt  der  Figur  Bj^B^B^C^C^.  Der  Inhalt  de» 
Trapezes  B^B^C^C^  ist  nach  derselben  Regel  gieicü 
wlpA—Pi)  (?4  +  3i)-     Man  findet  ihn  wieder  aus  dem 

vorigen  {(pa  —  P2)  («3  +  ?*)>  ^«n«  »?»  '^^''«.fcV 
ger  aller  Buchstaben  um  1  weiter  «*^^,..,' 
Tbut  man  den  Inhalt  zu  dem  vorigen  hinzu »  so  erfmit 
man  die  Figur  B^B^BiB^C^C^.  Nimmt  man  d«o  w* 
halt  des  folgenden  Trapezes  nach  derselben  Rflg**»^*^?' 
lieh  durch  Weiterrücken   der  Zeiger  der  Bi»cn* 

sUben,  so   erhält  man    l{Pi—t^)  (««  +  «*)»  ^•^^JJ* 
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aber  der.Ialialt  negativ  ist,. weil  P4  grSfser  istali  p,« 
Maa   ibae  di^en  negativen.  Inhalt  biosa,  bo  ist  es  so- 
viely  ak  wenn  man  ihn  von  der  vori^n  Fignr  abzieht« 
Man  b^ommt  also  die  Figur  JB^ß^B^^S^C^Cx-    Der 
Inhalt    des    folgenden    Trapeses    Bs^tCfC^j   i  ^i  m  c  r 
nach   deraelbea  Regel    genommen,  ist   wieder 
pasitiv,   nnd  wenn  man  ihn   hiusuthutii   so  bekommt 
man   die  Figar  BjB^B^B^B^BcCeC  ^Der  Inliait  des    ^ 
hierauf  folgenden  Trapese«  B^B^C^C^^  na<^  derselben 
Regel  genommen,  ist  negativ«     Tbut  man  ihn  als  ne-, 
gativ   hinsa,   welches  soviel  ist,  als  dafs  man  ihn  ab- 
sieht, so  bekommt  man  die  Figur  38, U^JS^JS^B, BßBy  ' 
C^Cz*     Der  Inhalt  des  folgenden  Trape/.es  ^^jB,  0,(7, 
ist  v^ieder   nega^tiv,    und  wenn   man  ihn   hinzutbut> 
so  bekommt  man  die  Figur  BiB^B^B^B^BcB^B^C^Cj. 
Der  Inhalt  des  folgenden  Trapezes  B^BgC^Cg  ist  wie- 
der positiv  und  man  bekommt,  wenn  man  ihn  hin2u- 
ihut,  die  Figur  B^B^B^B^B.BeB^B^B^CgC^.    Der  In- 
halt des  leisten  Trapezes  B^B^C^Cj  endlich  ist  n  egati  v, 
und  man  bekommt,  wenn  man  ihn  hinzuthut,  die  Figur 
BxB^B^JB^B^BcB^B^B^,  dasheifst:  dieFigur  selbit^ 
deren   Inhalt    man  verlangt.      Alles  was    aufser- 
halb  derselben  liegt,  hat   sich  von  selbst  aufge- 
hoben  und   es  bleibt  nur  die  Figur  allein   übrig. 
Es   ist  leicht  zu  sehen,   dafs   das  Verfahren  immer  das    ^ 
nemliche  bleibt,  wie  viel  Seiten  auch  die  gegebene  Fi- 
^r  haben  mag  und  wie  auch  ^ die  Winkel   aus-  oder 
.«inspringen  mögen* 

Man  findet  also  den  lohalt  der  ganzen  Figiir,  ^ena 
man   die  folgenden,   nach   einer   und   derselben  Regel,  . 
nemlich   ddfch  Weiterrücken  der  Zeifcer   der   Buchsta- 
ben, ausgedrückten  Inhalte  der  einze^lnen  ^IC^P^^^  ^^^ 
sämmennimmt,  hemlich : 

Trapez  ^2^3  <^a  ^a  =  i  (Fs-^Fa)(9[a+^a)  =  i  {Pi9yi^Pi9i^^PtU--P29*)  ' 
Trapez  B^ß^^aC^ =4  (p^^;7,)(y^+y3)= {  {p^9^'\'p^9s'^P%U-P99i) 
Trspez  S4B5 C4C5  =:i &? 5—^4X7 ,+ 7;)  =  |  {Pi9i+piU—P^9t'-P4^9^)  , 
T^^P^,^$KCs^9^i{P€'-P:i){96+96)=HP696:i-P'*9s^Ps96-'Pi9i) 
Xrapcz  B^^C^Üj = J  (/»y— ^4X^7+7«)  =  4  iP797'^P79l-'P69r^P$9^y 
'TT^pezBjB^C^C^^\{p^'--Pj)^q^'\r97)=iiPfi9%'^P%9i^Pi9%''P79i) 
Trapez  B^B^CiC^^l[p^^p^){cf^'^q^)^i^  iP999'^P99s-'Pt99-'Pt9$) 

Trapez  B9^x^9C;i  =  Ka^i— F9)(7i+y9)= J&'i^i+A'if  9— /^p?!— P»9»> 
Nun   ist  leicht  zu  sehen,  dafs^  wenn  man  die,  rechter 
band,  dnrch  wirkliches  in  einander  mul\ipliciren   e  n  t- 
Crelle's  Geometrie*  '  11  . 


I 
I 


/      I 


ifkk 


1.  l^eit    üs  Buth.    11.  Abschnitt*   .     i^i»^ 


I  wickelten  Ansdrocke  der  ciDielnen  Trefiece  soMmi* 
menrechnet^  alle  vorderen  Glieder  mit  den  hin* 
tereii  sich  aufheben  und  nur  die  mitlleren  Glieder 
übrig  bleiben,  deren- Summe ,  wie  ebenfalls  leicht  mu 
sehen, 

+  (F*— P«)?T  +  iP9'-P7)U+iPl'-P%)i9  +  ipt'^P9)9li 

oder  auch  ^ 

+ Cy«— y«);'f + C7f — 7,);?$  +  (yi— ^x)/'» + (7»*-7«);' J 
Ut. 

In  dem  ersten  Ausdruck  ist  p, — p,  die  Grundlinio 
Cz^C|  Ufid  Ja  i^t  die  Höbe  B^  C^y  P4— P2  i<t  die  Grund* 
linie  C^  C^  und  q^  ist  die  Höhe  B^  C,  u.  s.  w. 

In  dem  zweiten  Ausdruck  ist  qi — g^  die  Grund«» 
llnie  D^  D^  und  px  ist  .die  Höhe  B^  ^»^  94*^  9a  i^^  ^^^ 
Grundlinie  D^D^  Und  p^  ist  die  Höhe  B^D^  u«  b.  vr*^ 
welches  der  Sat^  ist. 

Es  ist  gan£  ^gleichgültig«  wo  der  Anfang;'- Pnnct  der 
Coordinaten  liegt,  sey  es  in  A  oder  vielleicht  in  einer 
derEqken  der  Figur»  s.  B.  in  J?^,  oder  vielleicht  inner« 
halb  der  Hgur,  £.  B.  itr  A^  u.  s.  w.  Man  darf  nur  Acht 
haben^  aaf^  man  die  Coordinaten,  welche  rechterhand 
und  oberhalb  der  Axen  fallen,  positiv,  und  die  Coor« 
dioaten»  welche  linkerhand  und  unterhalb  der 
Axen  fallen,  negativ  nimmt,  und  beim  Abziehen  der, 
pach  der  Aufeinanderfolge  der  Zeiger,  das  heifst,  nach 
der  Aufeinanderfolge  der  Ecken  der  Figur  georanetea 
Abscissen  und  Ordinaten^  die  allgemeinen  Rechnungs- 
Regeln  für  die  Zeichen  richtig  beobachtet.     - 


190. 


t    » 


Zusatz*  Die  obigen  Ausdrucke  des  Inhalts  eines 
'Pl.elecks  haben  sp  viele  Glieder  ^  als  das  Vieleck  Eckert 
oder  Seiten.  'Hat  daher  die  Figur  nur  drei  Seiten  und  isi 
^Iso  ein  Dreieelc,  so  ist  der  Inhalt 

^  =  Pi  (ii — qa)  +  pa  iit — ^a)  +  Ps  (qa — qiX 

oder  \ 

^  =  9x  (Pl  —  Pa)  +  qi  Cpr  — p,)  +  ?i  (pa  --P^)f 

tooq  und  p  die  rechtimnkHgen  Coordina/ten  für  heUebigi' 
äifpeinänder  senkrechte  Axen  sind* 


.  i 
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•  •      '      .  ,-  '      •  •  •     '  .' 

Van  der  Aehnlichkei^  umsohlossener  Figureti 
'  *'   Ü^d  deip  was 'sich  datauf  beiieht 


Ton  dlTv  Migliehk€it  9linlioh«r  Fifaren. 

$chiedener  Grqfs9  mbßlioh^  iJ^f^n  Wiak^l  die  n^v^icäff^  Hn4 
d^ren  SmUfi  v^  unander.  ßinch%fifl/achß  sind^.' 

Beweis.  In  ($.  169.)  ss^  bewiesen  Jordan,  däAi, 
wenn  %.  B.  dfe  Seiten  einfes  bdiebig^ea  Dreieck«  Gleieh* 
Ti^Ifacbe- vml  den  Seiten  eines  andere  sind*,,  die  Wib* 
kel  .beider  Dreiecke  nuthwendig  gleich  sein  niiksen  ($•  t^* 
IV.).  Nan  kann  man  nicbt  aliein  mit  beliebij^en  Sei- 
ten, sQndj^rn  Jt\^  beliebigen,  wielfacb  längerf^  W^f^  ^ür- 
&era  Seiten  Dreiec&e  «inschliefsen.  Also  sind  u^or^ähli^e 
Dreiecke  möglich ,  welche^  ^Ue  die  nemlichen  Winkel 
haben f  und  deren  Seitea  von.  eiiiander.  £li|ichv|elfache 
»ind«  ^  .  /    ' 

•  192/ 

Lehrsatz*  Es  sind  unzählige  Figuren  von  «er- 
schiedener  Grofse  möglich^  deren  Jf^inkel  die  nemlichen  und 
der^n  Seiten  von  einander  Gleiohvielfache  sind.  , 

Beweis.  Denn  setet  man  Fxgnren  aas  Dreifckea 
ftoaammen,  deren  Winkel  die  nemliche«  und  ddreä  Sei- 
ten von  einander  Gleichvielfacfae  sii^d«.  Vfip  dergleichen 
9acb  {$.  191.)  alkmal  statt  finden  ^  so  haben  ^ie  diese 
ligenflch^ft.  ,  . 

Wenn  2.  B.  die  Seilen  der  Dreiecke  ^BC  ACD, 
ADE,  AEF  und  AFQ  (Fi;?.  ii4.  I.)  Gleichvielfathe  •  von 
de»  Seilen  der  Dreiecke  ähc,  acd^  ndef  aef  nnd  t^fg  (Fij^. 
10.  II.)  s^nd»  lyelches  allemal  möglich  ist,  so  sind  alle 
Seiten  der  Fi{(ar  ABCDBFG  Gleich  vielfache  von  den 
Seiten  der  Fignr  ohpdefg.  pie  Winkel  der  einaelnea 
Dreiecke  sind  aber^  nach  ($..169.  ly.)  in  beiden  Figu- 
ren die  nemlichen  I  also  sind  aäc^h  die  Winkel  At  B, 
C « •  • » ,  «t,  i,  ^  •  •  • « .  d^r  beiden  Fi^f^rea  selbst»  lüreil  sie 
Sommeo  der  Winkel   dAr  einzelnon .  Diteieoko  sindi  in 


»  < 


• 

beiden  Hgnren  die  nemlicheii.  Folglich  sind  die  Seiten 
der  beiden  Figaren  Clekhtftlfaclie.  und:  ihre  Winkel  die 
nemlicben.  TJnd  da  man  nun  die  Seiten  belieln^  -viel- 
fach anoehmen  Unn^  to  sind  ünsahligif  Figaven  mUg-^ 
lieh,  welche  ^U«  die  iiiemlichen  WinMl  haben  und  de-> 
ren  Seiten  vpn  einander  Gleichvielfache  iind. 

/ 
i  ErkLär]ai|g  d^r  Aeh|ilichke,ii»'    i  v. 

lös. 

Er4clärnn^.  Wenn -die  Winkel  einer  eienen  Figur 
dfn  Winki^n  einer  andtrn  ebenen^.  Figur ^  in  dersfelb^n  Jtuf-' 
emanderfolge,  "^gleich y  nnd  die /Seiten  der  ersten 'Figur ^  in 
e^en,  dfr  j4i{fnnfmderfolge,  GleiQhvielfackf  von  den  Seiten 
der^  ander^.spid,  welches  zwischen  unzähligen  Figuren  .n^o^ 
b'o^  ist  ($.  1^0 >  ^0  sollen,  di^  .jP%ure/i.  gleich geatal- 
tet  od«r  »ahn lieb  heifsen  *),  .      . 

Von  der  AehnlitHikeit  der  Dreiecke. 


194. 

Lehr^UtZ.    Dreiecke  sind  ahn  lieh,  wenn  von  i 
ren  bestimmenden  Stücken  ($.  66»)   die  Winkel 
nemUchen  und-  die  Seiten  GlHchvielfache  sind* 

Diä  bestimmenden  Stucke  sind: 
Eine  Seite  und  zwei  oder  drei  Winkel^ 
Zwei  Seiten  und  der  von  denselben  eingeschlossene  Winkel. 
Zwei  Seiten    und  der   der    grofseren    gegenüberliegende 

Winkel.  •  : 

Alle  drH  Seiten  {§.  66,> 

Also  sind  Dreiecke  ähnlich: 
1.  •  Wenn  sie  gleichwinklig  sind.     Denn  die  eine  Seite 
in  einem  Dreiecke  kann  ein  beliebiges  P^ielfache  von  der 
einen  Seite  im  Andern  seyn^ 


'\ 


^)  Mah  giebt  diese  ErklÜruDg  der  Aebnlichkeit  der  Figuren  sa- 
weir^n,  ohne  dafs  die  M^>eljchk«ic  solcher  Figuren  Torber. 
gegeigt  wird.  Die  Möglichkeit  von  Dingen,  von  welchen  DiB'- 
ses  oder  Jenes,  wovon  die  JVldgh'chkeit  abhängt,  behanptei  wird, 
tefst sich  2w>ir  allerdiiigs  auch  voraussetzen;  allein  dann  mu£i 
Trebigsti^iiA  bemerkt  Werden,  dafs  man  die  Möglichkeit  voraus«, 
setze.  JBesset^-  möchte  es  sejn,«  hier  Yorher  die  mögücbkeit,  iw 
pbtni  sa  bewtisen.    >'   1:  ^  .         . 


194« 


A^Michktit .  4»  Dreiecke. 


l06 


2»  Wtfm  04n  Winkel  in  dem  eimen  e6  iro/s  ist^  ah  mh 
dem  andern,  und  die  Seiten^  welche  dies.en  fFin^ 
kel  einschlief se,n  sind  in  dem  einen  Dreieck  Gleich^ 
vielfache  von  den ,  den  nemUehen  Winket  einschUefsen^ 
den  Seiten  ini  andern. 

S*  Wenn  zwei  Seiten  des  einen  Dreiecks  GhicfivieU 
fache  von  zwei  Seiten  des  andern  sindj  und  der,  der 
grbfsern  Seite  gegenüber  liegend^  Winkel 
ist  m  dem  einen  Dreieck  so  grofs^  als  in  dem  andern, 

4.  Wenn  die  drei  Seiten  des  einen  Dreieks  Gleid^ 
vieifaehe  sitd  von  den  drei  Seiten  des  andern. 

Beweis,' 
lo  ($.  169.'  L)  ist  bewiesen, ,  Aslü,  wena  swei  Drei« 
^ke  gleichwinklig  sind»  die  Seiten  dea   einen  Gleich* 
vielfache  sind  tob  den  Seiten  des  andern. 

In  ($•  169.  IL)  ist  be>nesen,  dafii^  wenn: ein  Winkel  ^ 
eines  Dreiecks  a»  grofa-ist,  als^  ein  Winkel  eines  andern, 
und  die  Seiten ,  welche  dieaen  Winkel  im  ersten  Drei» 
eck  einsdüiefseaf  sind  Gieichvielüache  von  den  Seiten,, 
welche  den.  gleichen  WisJtkf)  im  andern  einichfielaen, 
dafa  dann  auch .  die  beiden  andern  Winkel  im  ersten 
Dreieck  so  groCi  sind,  als  im  aji^dern^  und  dafis  anek  die 
anderen  Seiten«,  in  beiden  Dreiecken  Gleiehrielfache  sind. 

In  ($.  169;  III.)  ist  bewiesen ,  dab,  wenn  awei  Sei- 
ten eines  Dreiecks  GleichvielfacÄe  yon  awei  Seiten  ei- 
nes andern  sind,  nnd  der  der  gröfoem  gegenüberlie- 
gende  Winkel  ist  im  ersten  Dreieck'  so  groüs  bIb^  im 
nweiten,  dafs  auch  die  übrigen  Winkel  in  beiden  Drei* 
ecken  die  nemlichen  und  die  übrigen  Seiten  in  dem  * 
einen,  Gleichvielfache  von  den  übrigen  Seiten  im'an^  * 
dem  sind.  ... 

In  ($•  169.  IV.)  ist  dewieseo »  dafs , .  wena  die  drei 
iten  eines  Dreiecks  Gleichvielfacbe  yon  den  drei  Sei- 

beiden  Dreiecke 


ten  eines  andern  sind,  dafs  dann 
die  nemlichen  Winkel  haben. 

■ 

In   allen  vier  Fällen  haben   also  die  Dreiecke  die 

Jeiniiehen  Winkel  und  gleiohvielfache  Seiten  nnd  sind 
^Iglich  thnUch« 


» » 


^95. 
Zusatz,    Ss  sind  auch  Dreiecke  ahnUch^  wenn  die 
Seiten  des  eint n.  mit  denSeiten  des  andetni^leishe  Win- 


/ 


/ 
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ktl  machen,     Vinn  di^  Dreiecke  sind  atsdöinn 

iig  ii' 67.)  *).  >•    . 

Von  ^et  Aehnliehlceit  bteliebiger  Figuren. 

Lehrsatz,  F'ieUde  $ihd  ähnlioh.  wenn  von  ih^ 
r^n  bestimmenden  Stücken  {§*  96*  II.)  die  ff^mkel 
die  nemiichen  und  die  Seii^ii  Gieithvieffack^  mnd*  -  "^ 

Beweis,  Wenn  «.  B.  Pi  und  P^  t,ytei  Vielecke  beeeick- 
nen,  \on  deren  beitimmend^e.«  Siüvken'die  Win- 
kel die  nemlichen  nnd  die  Seilen  Gleicbvielfaclie  sind^ 
so  soll  bewiesen  werden ,  dafs  Pj,  und^P^'  afinlixh 
sind,  dafs  heifst,  dafs  nicht  blo8  diö  bestimmenden 
Winkel  von  Pj  und  P,  fleuch  groFs  und  die  "lies  lim« 
inenden  Seilen  von  Px  Gleichvielfache  von  den  be- 
stimmenden Seiten  von  P2  sind,  sonderh  dafs  aUe 
Winkel  VM  Px  und  P^  gleich  %t^fy^  und  alle  Seilt»il 
von  Pf  und  P2  Gleich vielacbe  siWd. 

Man  nehme  eii)  drittes  Vieleck  P,  tfn,  von  del*  Ar% 
dafs  alU  Winkel  von  P,  ^B4l  P^  gleich  ttnd  tf  lie  Se^ 
ton  von  Px  Gleichvielftiche  .von  d«in  Seiten  des  Vielecks  . 
P,    und   «war   die   nemliche«  tileicbvietfachen   sjfid| 
wie  die  bestimmenden 'Seiten  in  P,  ton  denen  inPa> 
welches  allemal  möglich  ist  ($•  igi)«    Alsdann  »i^ü  die, 
Vielecke  Px  und  P,  ähnlich  ($.  igS«)*    ^I^un  sind  aber 
unter    allen    Winkeln   und    allen    Seitea    au^^b    die 
bestimmenden  Winkel  .^nd   Seiten    mit    ei^tbaltAUi* 
Also   sind   die   bestimmenden  Winkel   und  die  be^ 
stimmenden  Seilen    v^n  J^^  denen   von  |Pt   gleicki 
denn  die   bestimmenden   Winlkel  sind  in    allen    drei 
V4^'lecken  die   nemlichen  ^   die  bestimmenden  Seiten  de9 
Vieleck$  P,   aber   sind,   nach   der  Voraussetsung,    die 
nemlichen  GJeiohvlelfachen  von  P^'yvie  von  P,. 
Also  sind  die  yielecke  P^  tind  Pj^e^nander  gteicii. 
Nun  sind'P,  und-'P,  ähnlich ;  also  sind  auch  P,  tind' 
Pji  ahnlii^^  was  su  beweisen  war. 

Erklärung.    Aehnlichliegende  Lini^Bii  m 
ähnlichen  Figuren  sollen   diejenigen  hei/sen^   welche  mit 


^«  '  "9" 


*)  Man  fiodet  diesen Fsll  sanheiltin,  als  einen  besondem  fillnff«n 
Fall  dfr  Aebnlicbkeit  aü%efehrt*  Er  ift  aber  ksfft  Ittetter  Fall, 
da  er  blas  auf  d«r.  Aeholicbkeil  ({lei^bwinklifer  Drtieckf 
bemfat« 


\ 


ithnli€hli0ßinden  Seiten  oder  Diagonalen^  oder 
^auck  mit  andern  ähnlichliegenden  Linien  ähn^ 
liehe  f^ielecke  einschliefsen.  \  ^    ' 

Z.  B.  BSnnAße  (Fig.  ii5.  L  und  IL)  sind  ahn  lieb- 
lieg^ende  DiagonaleDy  iveoQ  die  Vielecke  BAPS 
«nd  ßtc<ps^  Mrelche  sie  mit  dea  Seiten  AB,  aß  etc«  der 
gm^heoea  Vielecke  einschlieben , '  einander  t  b  n  1  i  c  h 
sind«  .Eben  00  sind  KL  und  xX  ähnlichli^f  en-de 
Linien,  wcon  z.  R«  die  Vielecke  KAFEL  und  xa(piX 
fihnlicb  sindy  woraas  sieb  anch,  nach  den  Sätsen  von 
den  bestimmenden  Seiten  und  Winkeln  deir  Viel- 
ecke ($.  96.)^  findet»  in  wie  fern  die  Abslande  AK^  cot 
EL  und  eX^  oder  die  Winkel  bei  Kp  L,  x  und  1,  von 
welchen  die  ^  Lage  der  Linien  KL  und  9X  abhängen 
»9  unter  den  bestimmenden  Stttckep  der  von 
abgeschnittenen  Vielecke  sey n  können  und 
snäsaen^ 

Eben  so,  vrenn  fihnlichliegende  Linien  nicht 
bloa  mit  Seiten  der  gegebenen  Figuren«  sondern  viel- 
leicht mit  einander  oder  mit  Diagonalen  zusam- 
mentreffen, wie'  E.  B.  die  Linien  MNStE  und  '(iv(n§. 
Sie  heif sen  ähnl»chliegend«  vrenn  die  Figuren 
AMNSTEF  und  €^wnsq> ,  welche  sie  abschneiden  p  ein- 
ender ähnlich  sind« 

,  198. 
LtnfSatZ.  In  ähnlichen  Vtelerken  Und  auch 
pEe  ähnlich  lieg  enden  Diagonalen  und  alle  andere 
beliebige  ähnlichliegende  Linien  Gleichvielfache 
und  die  ähnli&hliegenden  Winkel,  welche  sie  mit 
den  Seiten  der  Vielecke  und  mit  einander  einschliefsen^  sind 
gleich  grofs.  " 

Bevieis.  Aehnlichliegende  Diagonalen  und  andeie 
beliebige  ähnlichliegende  Linien  sind  diejenigeut  welche  ' 
mit  den'  Seiten  der  gegebenen  Vielecke  und  mit  ein- 
ander ähnliche  Vielecke  einschlieräen'($.  id7*)-  Also  sind 
sie  Seiten,  und  die  Winkel  «wischen  ihnen  Winkel 
ähnlicher  Vielecke  und  die  ersten  sind  GleichvieU 
üxhop  die  letnten  einander  gleich  ($.  193.). 


199* 

Anmerkung.  Es  ist  nicht  nothig  die  Fäüe^  der 
AehnUchkeit  von  PHelecken  besonders  aufzuzählen.  Da  un^- 
ter  hestimmenden  Stücktn  von  Figuren  mit  mehr  alt 


» 


* 
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drei  Seiten ,  weTtigsterts  zwei  Seiten  seyn  müssen ,  ^  weil  nur 
zwei  Seiterti  fehlen  konnex  ^  so  findet  man  di^'^FäUe  cikrt- 
lieber  Vielecke  unmittelbar  aiis  den  Fällen  gleichet^ 
Vielecke,  wenn  man  hlos  statt  gleiche  Seifen,  gleich- 
yielfache  Seiten  setzt» 

Sind  die  Seiten  von  einander  Einfache ,  also  eijtajfh 
der  gleichy  so  geht  die  jtehnlichkeit  in  die;Gleich^ 
lieit  über  und  die  Figuren  decken  sich  tdsdann. 

200, 

Lehrsatz-,  Regelmäfsige  Vielecke  von  be- 
liebigen Halbmessern  i  wenn  sie  gleich  viele  Seiten'  haben, 
sind  ähnliche  Figuren» 

Beweis.  DieWiokel  r  e^elmäf siger  Vielecke  lieb- 
ten sieh  nur  allein  nach  der  Zahl  der'Seiten  und  sind 
unter  einander  gleich.  Also  sind  die  Winkel  re- 
gelmäfsiger  yielecke  von  ungleichen  Halbmessern^ 
aber  gleich  vielen  Seiten,  gleich  grofs. 

Die  Seiten  regelmäfsiger  Vielecke  sind  unter  ein- 
ander gleich.  Das  nemliche  Vielfache  also,  welches  eine 
Seite  eines/  regelmäfsigen  Vielecks  'Von  .einer  Seile 
eines  andern  ist,  ist  jede  andere  Seite  von  jeder,  iin 
andern  Vieleck.  Also  sind  die  Seiten  in  swei  regelniln' 
fsigen  Vielecken  von  einander  Glefchvielfache« 

Folglich  sind  in  isw^i  regelmäfsigen  Vielecken  von 
gleich  vielen  Seiten  die  Winkel  gleich  und  die  Seiten 
&leicbvielfache.  Mithin  sind  die  Vielecke  ähnlich  ($•  igS.)« 

Vom  Inlialte  ähnlicher  Figuren. 

201. 
^    Lehrsatz.    Die  Inhalte  von  Dreiecken^   welche  ei- 
nen gleich  grofsen  Winkel  haben^  und  die  Producte  4xus  den 
Seiten,  welche  die  gleithen  Winkel  einschlief sen,   oder 
die  Rechtecke  unter  denselben^  sind  Gleichvielfache. 
Z.  B.  es  ist  in  (Fig.  116.) 

A^jBC  _AB.AC 

Beweis.  *Die  Dreiecke  ADE  und  ABB  sind,  über 
den  Grundlinieo  AD  uad  AB9  gleich  hoch;  al^o  sind 
ihre  Inhalte  and  ihre  Grundlinien  Gleich  vielfache  {§.  xM.) 
d*  h. ,  es  ist  ^  •  .  ^ 

AABE  ^AB  / 

/•    AADE^'SS' 


fibft.fios*      Vom  Inhalt  iAnlicker  Ftgurwi.  j  16^ 


eben  to  Terliält  •«  siph  init  den  DroieGken  ABC  nhd 
jiBE.     Sie  sind,  über  den  tirnndUnien  AC  und  AB^ 
erl^eiclL  hoch.    Also  ist 
^  AABC  _  AC  , 

^'     AABE  '^  AE' 
Mttltiplicirt  man  die  61eichaogen^(i  mid  0.)  mit  einan^ 
der.  ao' erhält  man 

AABC  _  AB.AC 

AAWß  •"  AD. AB' 
Vrie  behauptet  wird. 

202.  V 

li-ehrsatz.  Die  Inhalte  ahnlicher  ,Dreiecfce  und 
die  Quadrate  über  ähnlichliegenden  Seiten  derselben  $ind 
Cleichvielfache. 

Z.  B.  wenn^JBC  und  aßy  (Fig.  1 17.)  ähnlich&Drei-* 
ecke  aind»  so  ist  .1  f 

AABC  _  AB"^  _  BC^  _  CA^ 

.    Beweis.    £8  sey  BD^rzßctj  und  BE^szßy.    Ea  ist 
ßssBjindem  ähnliche  Dreiecke  crleichwin4clif 
aind ;  also  siod  die  Dreiecke£iD£  und  ßay  gleich»    Nun 
.  ist  nach  {§•  äOi.) 

AABC  _  AB.CB 

ADBE  ~  DB.BB' 
alao  iat  auch 

AABC  _AB.CB  _AB  CB 

Aaßr  -    aß.fß   ~   «/?-Jjr- 

In  ahnlichen  Dreiecken  aber  ist  — 3-  =  — 3-;  also  ist 

ap         7ß     ' 

AABC  ^AB  AB  _  AB* 
Aaßy         uß'  aß  ~  aß"- ' 
und  auch,  weil  in  gleichwinkligen  Dreiecken 

.    ^ß  "lÄr.      y« 

AABC  _  AB*  _  BC*  _  CA* , 

wie  behauptet  wird. 

203. 


fien 

S^ten  d0S  leixt§n  g0mei 

grofsf  JO  md  di^  PrQiu$'f  dep  ^eitßn   um  dtn  grmUhmm 


N  ißf^4nk^l  in  h^Uhu  Dfeitdun  gUiek^  mnd  das  dppp^U^  ^mm^ 
(f,Y'mi  d9$  Pärp^ndikäfs  im  gleichschenkligen  Dreie^,  tw^chett. 
den  gleichen  Seiten^  ist  so  grofs^  als  das  P rodact  der  Summ  0 
de>  Seit.en,  welche  im  rechtwinkligen  Dreiecke  den  gemeinschajt» 
liehen  Tf^inkel  einschliefsen  und  der  an  demselben  liegendan 
Catheie»  1 

•  '  2«  P/Wfeim  ßäBhiJ  reehlwink]f((e  Dreieck  BdC  (Fif.  tiS.> 
•o crofs  ist,  als  das  um  C  eleichsrhenklige  Dreieck- i}C£.  so  ist 

AC.BC  z^DC.ECi 
und  wenn  CF  anf  DE  senkrecht  ist»  so  ist 

St  CF*  =  jlC  iAC  +  Cß)* 

Beweis.    Zafojge  ((.  201.)  ist 

AJBC  _  JC.BC 

ADCE   "  DCsEG" 
.  .       Kan  soll  aber  AJBC=z  ADCE  seyo,  also  ist 
'  jiCBC      _, 

I.    JC.BC  s=  DC.ECi 
Wrfchts  das  Er  st.i  war. 

Ferner  ist,  weil  der  Perpendikel  CF  den  Winke!  DCE,  biso  ^i^ 
Linie  CG  den  Winkel  JCB  halbirt,  vermöge  (§.  i43.  !.)•  AG.CB 
=:  BO.CJ9  oder  auch 

jiG.  CB  +  JG.  CJi  ^  BG.CJ  -{-  AG.  CA.  oder 
AG{CB+CA)  =  CAiBG-^AG), 
odcfi  weil  BG  +  AG  :^  AB  ist, 

a.    AG.(CB+CA)  tsi  AC.AB. 

tUnn  ist  filr  die  Dreiecke  >C^  und  ACB  über  dir  foiindliüio^C  ' 

AB  _    AACB 

*  J5  ""  AACG' 

odcTt  ^^^  A^CB  SS  AD(?£  =  2ACDF  ist, 

^  _  2  A  CDF 

*•  ag'^'Kac^' 

Die  rechtwinkl(|en  Dreiecke  CDF  und  wtfCG  sind  aber,  weil  sia 
im  Winkel  Cgtmtin  haben,  IL bn lieh»  Also  ist  lu  Folge  (J.dQaJ, 
ACDF        ^i^      AI  ^  •  *  •-  /«%  4 

AACS  *=  3C^-    ^'•^  "*  ""  ^^-^ 

,      -<#ß         2CF* 

*•  a&'^'ac^' 

Es  folgt  aber  aus  (a,)  -^  =r  — J^    ,,    JUso  ist  ins  (4.)    . 

-i^+Cß       aCF»       . 

5.    2CF^csAGi^'+Öt)i 
.wtlchas  dat  Zweite  war.  .^     '  , 

204. 

JLtfAl*#li«««   WmtnwHregilme^fslgelfieh^iilk'e gleich 

*^röfe  sind   und  das  zweite  hat  dcmpelt  so  viel  Seiten  als  das 

^rtiSf  so  ist  das  Quadrat  des  Halbmessers  der  Zcken  des 

twoOmt^  glekk  dem  Prod.utte  d$r  H'^lbmssser  dar  Sehen 


r 


I 


\ 


to^  f^om  Jkkati  ähnliehef  Ftfttrin/        '  t71 

ttmd  il«t*  t^it0n  das  mvt&n^  und  dmi.  doppelt ^i^U ad f>at  dm 
Halhmeisgri  d^r  Seiten  d$s  zweiten  gleich  dem  Producta 
des^ßalb  mesiers  der  Seiten  des  ersten  und  der  Summe 
seiner  Halhrnesset   der   Seiten   und  der  Ecken,  ; 

Z.  B.    Woin  die  Halbmesser  ^.r  Ecken  ilsd  deiUn  eine«  re- 

«e1niäf»i^en  Vielecks  von  n  Seiten,  a  und  b,  und  die  Halbmesser  der 
Ickeo   und  deilfe^  eines   gleich  grofsen  i:fg6lmäfsigen  VleieckB 
yon  nn  Seiten,  et  und  ß  sind,  so  ist 

m^  SS  ah  and  a^*  :=  h{a-+  &),  oder 

tc  =  /(ai)  und  ß  =  |/i5f±i2.  ' 

Bete  eis.  Man  stelle  sieb  vor»  das  rechtwinklig«  Dreieck  JÜB 
(Fig.  1 18.)  sey  die  H ä I ft «  eines  der  n  gleidischetikngen  I>reiecke,  aus 
welchen  das  erste  regelmSfsige  "Vieleck  Ton  n  Seiten  zusammenge- 
setzt ist,  so  djfs  C  der  Mittet -Pnnct  des  Vielecks,  und  folglich  JCB 
der  halbe  Winkel  dber  den  Seiten  des  n  Ecks  am  Mittel punife  ist, 
so  ist  das  gleich  grofse,  gleichschenklige  Dreieck  DCk  ein  gan- 
zes von  den  21t  Dreiecken,  au«  welchen  das  t Visits  rege! m£fs ige  Viel- 
eck besteht.  Da  die  Dreiecke  JC^B  und  DCE  gleich  grofs  sind,  so 
sind  auch  die  ganzen  Vielecke  gleich  grofs,  denn. auf  das  erste  gehen 
An  Di^ecke  wie  JCB  und  auf  das  zweite  An  Dreiecke  wie  l)CE. 
Kon  ist  aber  an  Folge  ($.  2o5.)  1 

'       aC.BC  t^  DC.EC  uiti   .        ' 
2CF^  =z  AC(jiC+CB) 
und  BC  und  jiC  sind   die  Halbmesser  a  und  b  der  JEcken  and  Sei-' 
ten  des  n  Ecks ,  DC  ss  EC  und  CF  hingegen  sind  die  Halbmesser  ^ 
and  ß  der  Ecken  und  Seitstt  des  a n  Edcs« *  Alap  ist  ^^ « «  sa  cc»» 
nnd  Bfi*  =5  &(5  4-o),  oder 

»*  =  ab  nnd  a/J*  =  fc  (a  +  fr),; 
wie  behauptet  wurde* 

265:        *  ,  ^ 

Lehrsatz.  Die  Inhalte  ähnlicher  t^ielecJce  und  die 
Quadrate  über  ähnlich  -  hegenden  Seiten^  Diagonalen  oder 
andern '  ähnlich  t  liegenden  JLinien  in  denselben,  sind  Gleich-^ 
Vielfache* 

Beweis.  Die  ähblichen  Vielecke  sind  aus  ähnii-* 
chen  Dreiecken  snsamoietigesetKt*  Die  Inhalte  dieser 
Sreieokd,  und  die  Quadrate  Ihrer  ähnlichlie^emieii  Seiten 
sind  nach  ($.  flo^.)  Gleichviei&obe.  Me  öhnlichliei»^ 
senden  Seiten,  oder  Diagonaleai  4»der  andere  ähnlich* 
Bebende  Linien  sind  aber  von.  einander  Gleicht!^ 
ÜAcha  ($..>98,)*  Also  mfkA  die  Inhalte  aller  eiü^eln^»^ 
I>reiecke  und  die  Quadrate  zweier  beliebigen  9  äbnUchr 
liegenden  Seiten,  Diagonalen  oder  anderer  ähnlich -lie« 
genden  Seiten,  Gleiohvielfache,  folglich  auch  die  Snm-, 
aien  der  Inhalte  der  Dreiecke,  d.  h«  die  Inhalte  der 
Vielecke  «elbftt* 

VVenn  s6.  B.  ABCüJS  und  aßy9^  (fit.  119.)  ähnliche 
Vieltfcke^  sind,  so  sind  Üi^  Dreiecke  ABC  und  aß/,  ACtk 


I 


.    ^ 


\ 
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«bd  afd  BUd  ADE  n^d  ad*  fihnUcb;  foI^Kch  U%  nach 
(5.  ao2.)  «.  B.  . 

AABC^^AB^    AACD  _  AC^    AADE  _  AD^  '  ^ 

Da  aber  ^^,  ^C,  AD  und  a/7,  a/^  crd  ähnIicIiUe{;end« 
Seiten  und  Diagona^Ien  aind,  so  ist 

AB^AC^AD 

f  .     '    aß         ay     ,   ad 

«od  folglich 

AABC  _  AACD  _  AADE  _  AB^ 
Aaßr  ^  AayS  "    AaSe  ""  aß^  * 
Ako  ist 

AABC  =.  Aaßr.  ^, 
AACD^^AayS.^,  ^ 

AADE  szAaSs.-^, 

aß^ 

folglich  auch 
AABC^AACD-^-AADE^iiAaßy^AaYd^AaSs)^—^^ 

oder 

,  ^ABC  +  A-^CD  +  A^DJ?        AB^ 

Aaßy  +  AayS  +  Aadi       ™  «/?*  * 

Eben  so  verhält  es  Mch,  wenn  mehrero  Dreiecke 
vorhanden  sind,  oder  die  Quadrate  von  andern  fibn^ 
lichlie^ehden  Seiten  oder  Diagonalen,  oder  beliebigen^ 
ahnlichliegenden  Linien  genommen  werden. 

■        206,  • 

Lehrsatz*      Die  Inhalte    von    Quadraten  Mber 
'  f  leichvielfachen  graden  Lt/tien  sind  GUiohvie^ache. 

Beweis.  Wenn  swei  beliebige  grade  Linien  a 
lind  hy  und  die  'Gleichvielfachen  davon  ma  und  rnb  sind> 
%o  sind  die^  Inhalte  der  Quadrate  über  diesto^'  vier  Li«- 
nien  a^,  h^}  m^a^  und  m'&*.    Es  ist  aber 

n»        m*a?  " 

Also,  sind  die  Quadrate  ftber  nm  tind  tnb  und  die  Qua- 
drate über  aund  h  selbst,  folglich  di>Quadratß.O)>er  tlcn 
gleichvielfachen  Linien  ou  h^  Tita  und  m6  Gleighvielfiiohe. 


M7*-*^09*  *  f^om  Inhalt  Shnlich^r  Figuren^     17S  , 

.  207.     - 

Lehrsatz.  Die  Infialte  zweier  heliehigeh  ühnlicheH 
'Figuren  und  die  Inhalte  zweier  beliebigen  anderen  ähnlichen 
Figuren^  wenn  auch  die  ersten  deh,  zweiten  nicht  ähnlich 
sindf^sind  Gleichvi^lfache ,  in  so  fem  i^nlichliegende  X#i* 
nien  der  beiden  ersten  und  der  beiden  andern  Gleichviel'^ 
fache  sindl  '  ' 

'^.  BJ*vi-6anjdfiatodA(Fig.i9o.)  swei  •inander  äba^ 
liehe  Figuren  jind,  und  C  nnd  D  sind  Ewei  andere  ahn*' 
liehe  yigoren,  die  aber  vielleicht  den  Torig^en  nicht 
ähnlich  sind;  wenn  ferner  P  und  p  &wei  ühnlicfalle^ 
gende  Linien  in  A  nnd  B,  Q  nnd  q  zwei  ähnlichlie« 
i;ende  Linien  in  C  nnd  D  sind  nnd  man  bezeichnet  die 
Inhalte  der  vier  fignren  durch  A^  B^  C,  D,   eo  iat^  i9i 

«  11    JP        0  .  ,  -^        c 
Fall  -^  =  —  iBt,  -5-  s3  "TT . 

p         q       ^  B        D  , 

Beweis.    Es  \s% 

.     -t«— nnd^  =  -r  <5-öo6.). 

PO 
Da  am  nach  der  YorauMtsang  —  ^  -^  iat,  so  ist  anen 

'vria  beVanptet 


208. 

Anmerkung»  Der  Lehrsatz  (J.  8O7.)  druckt  die 
J^ergleichung  der  Inhalte  ähnlicher  Figuren  am  allgemein'^ 
tten  aus. 

Ist  irgend  eine  Linie  in  A  (Fig.  130.)  einer  Lipie 
in  C,  also  die  fihnlichliegende  Linie  in  B  auch  der 
ähnlichliegenden  Linie  in  D  gleich,  so  ist  der  Sats 
•chon  weniger  aUgemein.    Er  heifst  alsdann: 

Die  Inhalte  beliebiger  ähnlicher  Figuren  über  ähnlich*' 
hegenden  lAnien  ^z,  B,  Seiten)  ^nd  Qleiohvielfache.- 

'  Sind  awei  ton  den  ähnlichen  Figuren  Quadrate,* 
•0  entsteht  der  noch  mehr  besondere  Sata  ($•  206.)« 

209. 
Lehrsatz. ,  Die   Umfange   ähnlicher.  Figuren    und 
ähnUchliegende  Linien  in  den  Figuren  sind  Gleichvietfache. 

Beweis.  Alle  Seiten  und  die  ähnlichliegenden  Li* 
nien  in  den  beiden  Figuren  sind  Gleiohyielfache.    Also 


'  / 


174    1.  Iftf^*.   Ai  Buch,    &,  JhttMk.  -ei^At». 

^  '        .  ♦  V 

I  X 

sind  €B  auch  diid  Summen  der  'Seilfn»  oder  die  TJm* 
(Muffe  der  Figurep»  / 

We<ia  «.  B,  u:£J3Ci)£  und  aßy8e  (Fig.  119.)  abnlioht 
^i«iireQ  isiad,^  mid  irgeqd  eiae  Linie  in  ^äBCüE  ^|f ^  d«a 
Si&cbe  von  einer  ähnlichliegenden  Linie  in  aßyäß^  ao  tat 
auch  JB  ==  m.aft^  BC  =5  Jii.Ä't  CD  =  m.y^,  DU 
SS  jn.is  und  J?>^  =  m.ca,  folglich  auch  \   , 

jiB  +  BC+CD  +  DE  +  EA^m(äß+Jr+r^  +  ^^.yt^<»)i 
l^elche«  den  3aU  ausdrückt.  .:<•.       1  ^.^ 

210 

•  ■  •  •  •  •  < 

JC^ehrsctZ.  Die  Umfange  zweier  emcmden  ungle4* 
9hen  und  unähnlichen  Figuren  und  äieUn^ängk  miueier 
ihken  ähnlichen  Figuren^  sind  Gleichvielfache\  in  so  fem 
es  ähnlichtiegende  Ldnien  in  den  ähnlichen^  Figuren  skid^ 

Wenn  s.  B.  ji  und  C  CFig.  ilZo»)  ewei  ung;teiche 
und  unähnliche,  ß  und  D  aber,  swei  den  ygrij^en 
ähnliche  Figuren  sind:  venn  ferner  P  ünd^p '&wei 
£bnlichlieg(Qnd€i  Linien  in  j4  und  JSy  und  0  ^od  q  s'wei 
ähnlichliegeude  Linien  in  C'ünd  D  «rnd,  und  man  be- 
f^fbnel:  die  Umfange,  von  u^,  J5^  C,  O  durch  flf»  ^r/t:^> 

so  iat,  im  -Fall  —  =  ^  ist,  —  sss  -£• 

P         ?  y         ^ 

Beweis,     £d  ist 

-^  =  -  und  -g-  =  -  (5.  aog.). 

Alfo  iat  ~7  ^^  7'  folglich  auch 
^  a  ß 

^ie  behauptet  wird. 

Von  den  Transversalen. 

•  .  «  ,  r 

211. 

Lehrsatz!  Di?  Stücke^  welche  Parallelen  und 
helietige  grade  Linien  aus  einem  Functe'von  ein* 
ander:  ahschntiden,  sind  Gleiehvielfache. 

Z.B.  Wenn  sä  mm  tliche  Linien  in  (Fig.  I2i.)  grade 

UBd  BOf  CP  unA  DQ  Parallelen  sind,  so  i^t     ^ 

BC       BF        Hl       LM    ^ .         . 

etCt  und 


DG       GP~  KI       NM 

etc* 


CP  ^Pl_IM^^J^P 


BS'^  EH~  HL       LO 


I 
I 


JfVffiMttarM/ffit. 


»  . 


w# 


Beyjeis.  Ww«n  4er  ParaBeleii  siad  di«  Dreiedi« 
jfSE,  ACP  iknA  !aDG,  die  Dreieck^  ABHf  A^I  xlü^ 
j£GK,  die  Dreiecke  AHL,  MM  und  wrjf£iNret6.'gleiG|t. 
winklig  und  folglicb.ähnUoh. 

Also  ist  E.  B.  in  4en  Dreiecken  JBEt  ACB  und 
^■BAA.n^  CA  +  DC      PA+GF      . 


CA 


K? 


CL^ 


DC  _ 


In  den  nemlicben  df  ei  Dreiecken  ist  -^^  ^  ^r^,  oder, 

CA—BC 

':.     CA     ^ 


\    '      • 


•       «  A 


I.  > 


weil  B^rcC.tf— J3(7  vod  EAsaPÄ'^ 

•...."••  ca'^^: 

Dividirt  man  (2.)  dnrch  .(>.),'.  so  erhält  man  ^ ' 

BC      ÄF 
^'    DC^  GF' 

Ant  dieselbe  Weise  ist  in  den  drei"Di*eieA«n  AJES, 
AFI  and  AGK, 

EF_m  '    •* 

*•  .GF"  Kl* 

und    «o  fort  f   in   den  folgesden  Dreieelw».   '  Ale<*  i<t 
fiberhanpt  '   '^ 

_  _       __        HI       LM    ,  . 

-KI       NM  ^' 


.     SC_  EF 
DC  ~"  GF 


wdches'der  erat«  Theil  der  Behauptung  ist« 

Ferner  ist  in  den  beiden  äfanliclien  Dreieobe«  ASS', 

AP        CF 
nnd  ACF,  •-^  ss  -g^ .    Hiagcg^en  in  den  beiden  Shnli« 

eben  Dreiecken  AEH  and  API  ist  ^  ss  •^.       Ala* 

CF         WI 
iit  ^^  SS  «g^.    Eben  so  ist  fttt  die  an  der  Linie  JHP 


I 


/ 
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FI       IIU 
(rWModea  Dreieöke  -^  =s  gr-  o»    u    w«      Also    ut 

ftberhaupt 

^      CF  _  PI  _IM  :_MP 

"Welches  dar  sweite  Theil  der  Behauptung  istv 

-•    •  -    » " 

^       212. 

Lehrsatz.  IJ  DU  Produete  d^r  Stückt,  wdeh^  mUht  p«- 
rallele  gradt  Linien  DOn  einander  abschneiden^  zu  dreien  und 
pie^ren,  sind  gleiciu 

Z.  B.  Wena  sämmtHche  Linien  in  (Fi{^.  iss.)  ^ade  sind«  JO  ist 

1.    JD.BE.CF  =1  JF.BD.CE^ 
a.    JF.BC.DE  =  JCBE.DFwkä 
5.    AC.BD.FE  =  AB.DE.CF: 
desfleich«!!  '_ -^^   ^ :^    - 


Wu> 


\4,  ^I? .  CF.  BC.  DE  ==  ^C.  hü .  CE .  Dl^» 
5,  jtD.BB.jiC.FE  SS  JF.AB.CE.DE^ 
6^    AF^.BC.BD.F£  zs  BE.CF.DE.DF. 


eis.  ei)  E$  sey  BP  mit  ^F_para11el«  so  sind  die  Dreieck^ 
DBP  und  DJF.jiud  (lie  Dreiecke  £CF  und  ££P  glei'chwibkli^ 
und  folffUch  ähiiliefa.    Also^ist 

BP^^AF  SE  _CE, 

DB^  AD  ^^  BP  "^  CF' 
MuUiplidn  nun  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander»  se  er* 
hält  man  n    - .        < 

BE        AF.CE     , 

DB  =  ÄDTCF'  ''^''' 
1.    AD.BE.CFca  AP.BD.CE.  ^ 

A  Es  irfjr  Ci^.tiit  EDpacaBel,  so  aind  die  Dreiecke  ASC  «ad 
jiDF  und  die  Dreiecke  BSC  und  BDE  gleichwinklig;  und  folg- 
lich ähnlich«    Also  ist 

CS  _DE     ^     AC        AF 

CB  "^  BE  ^"**  CS'^DF'' 

1     Moltiplidrl  ajitn-dtesa  heidcpi  6)eich|iBgen  mit  einander,  so  er* 
hält  man 

AC  _  DE.AF     . 

BC^  ¥e7df'  •^^^ 

a.    AF.  BC.DE  =  AÖ.BE. DF.\ 

y)  Es  sey^PfF  mit  u/JD  pandiel,  so  sind  die  Dreiecke  EFff^ 
und  EDB  und  die  Dreiecke  CFfV  und  CAB  gleichwinklig  und 
folglich  ähnlich.    Also  ist 

FPP-  _BD  FC         AC 

* '      IT  —  Dl  "**  fW"^  ab^ 

Moltiplidrt  man  diese  beiden  Gleicfaungcn  mit  einander,  so  er- 
fallt man    ... 

^  FC       AC.BD      ,  N 

also 


FE  '^  AB.DE' 
5.    AC.BÜ.FEzs:  AB.DE.CFi 


9) 


1  • 
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d)  Es  cey  DT  jait  ,B£  ptMlM,  to  sind  die  Dreiecke  JDT  und 
^fiC  und  die  Dreiecke  DFT  und  EFC  gleichwiakligonri  folgiÜ 
ähnlich.    Also  ist.  '      .»  «     > 

DT       BC^      ,    DF        FE 

MsltSplicirt  man  diese  beiden  Gleicl;v0g%n  mit  einander ,  a6  er- 
halt wtaa 

DF       BCFE       ,  '     '"         "  .    ' 

•     DA-JBTci'  •^^  .     :, 

4.    JD.BC.FE  zzs  JB.CE.DF.  " / 

c)  Man  kann  auch  noch  CR  mit  AD^  FQ  mit  2}£,  DF  mit  AF 
und  BI7  mit  DE  parallel  ziehen  $  allein  die  Gleichungen^  welche  man 
dttrans  findest  sind  när  die  vc^rifen.  Die  Linien  CR  und  BP^  FQ  und 
CS^  Dy  nndJ^T^  und  Bü  und  DT"  sehen  die  nemlicbcn  Gfeicbwi^ 
Ken,  weil  die  Dreiecke  RCF  und  DBP^  DQF  und  SBCy  VDB  und 
CFfV  und  BCUiind  DTP  ähnlich  »incf. 

0   Die  obigen  vier  Gleichungen  («s.<9«'5.  4.)  nemlich  ..    » 

AD.BE.CF  ^  AF.BD.CE 
.  ..     ,  AF.BC.DE  SS  AC.BE.DF  . 
AC.BD.FE^AB.DE.CF 
AD.BC.FE  zs  AB.CE.DF  .    r 

amd  übrigens  nur  so  viel  als.drel«     Dedn  man  mnltij^Kcirie'k.  B* 
<iie  drei  ersten  in  einander,  so  erhält  man 

AD.m.CF.AF.BCDr.AC^BD.FE 
^  AF.BD.CE.AC.BE.DF.AB.DE.CF,f  -  < 
oder 

AD.B€.FE  =i  AB.CE.DF^  .  .,  ■  l 
welches  die  rierte  Gleichung  i&t,  so  dafs  also  drei  Gleichungen  die 
vierte  "einschliefslich  schon  mit  enthalten.  Daher  giebt  es  nur  die 
drei  wesentlich  verschiedenen  Giei^hungen  des  LehrsaUes. 

17)  Mnhiplicirt  man  diese  drei  wesentlich  ver^cbiedeneA-GleScj^iHV- 
gen  Paarweise  mit  einander,  so  erhält  man 

AD.BE.CF.AF,BC.DE  s=:  AF.BD.CE.AC.BE.DF, 
AD.BE.CF.AC.BD.FE-da  AF.BD.CE.AB .DE.  CF. 
AF.BC.DE.AC.BD.FE  sx'ACBB.DF/ABrÖE.CFt 

.\AD..CF.BC.DE:s2  AC^BB^.OE'iUF^    .     . 
AD.BE.AC.FE  zm  AFiAB.€E.DE^ 
JF.BC.BD.FMea  BE'iCF.DE.DF;  '     i   ,n  . 
Wie  im  Lehrsatze  ♦)• 

n.  Wenn  die  im  Lehrsatz  genannten  ProdtuS/t  .gJeiek:  Sind, 
S0  "sind  die  Linien,  welche  sich  schneiden^  nothrvendig'grddi,    .\ 

Beweis,  Es»  lieg«  a.  B#,  warn  es  mOgJIdi  ist ^  den  «Bund  F 
oicht  in  grader  Linie  mit  D  und  JE.,/ sondern  z.  B..  in  G,  so  dafs 
a«aU  AFy  AF  >  FG  und  statt  CF».  CF  ^  FG  VorausgdseUk  'wird^ 
Alsdann  mitil&tei  der  ersten  Gieichung  (LVaü  Folge,  -•!  n  ••     • 

AD .BE.{CF -^  FG)  =  {AF -^^  FG)BD.CE,  odeif  • 
AD,BE\C1^+  AD.BE.FG  i=:  AF.BD.CE  -h  FG.BD.CE 
seyn.     Es  ist  aber  für  die  grade  Litiie  DFE,  nach'(L)  ^-;"-         ^ 

*)  Von  diesem  Lehrsatz^ ^eht  dfe  sogeüannte  Theorie  der  Trans* 
versa len  aus,  welche  efne* Menge  merkwürdiger  Sätse.  epthalL. 
*  Man  seh«  darQi>er  auch  >  C  a  r  n  o  1 1    M  <^  m  o  i  r  e  '  'iü'ic   1  a "  r«  1  i- 
tioii    qui  existe  entre  lea.  drstan'ces  respectires  de 
cinq  points  etie«  4t  xBo6%  und' £ixlig^  bi«r  ^weiter  unten. 
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JD.hE.GFisi  JF, BD. CE.- 

t»  müCite  al^o  aneh  '  '  y 

JD.BE,FOz=  FG.BD.CE, 

oder 

AD,BE  =  BD.CE 

jMvn»  we)dbe4  nickt  notkwenäig  Her  Fall  ist.    Also  gilt  dUe  Glek^cmc 

(1.)  nur  für  die  grade  Linie  JDF£,  nicht  für  die  Linie  DGE^     Und 

so  für  die  andern  Linien. 

Die  sich  schneidenden  Linien  sind  also  noth wendig  grade,  wenn 

die  Gleichungen  des  Lehrsatzes  (I.)  Statt  finden. 

213. 

I^ehrsaiZm  Grads  Linien  durch  di»  drei  Scheitel ^  Pun€t0 
Mnes  Dreiecks^  schneiden  sieh  in  einem  und  demselben  Puncte,  tnenn 
90n  den  Stücken .  welche  sie  von  den  gegenüber  liegenden  Seiten 
ahschneiden,  das  Produet  derjenigen  dret^  die  nickt  tusatnmenstofse^ 
dem  Producta  der  andern- drei  Stücke  gleich  ist, 

Z.  B.  die  graden  Linien  JD,  BE  nnd  CF  (Fig.  i23.  L  und  IL) 
schneiden  sich  in  einem  und  denjselben  Pnncte  AI,  wenn 

JP^BD,  CE  ==  BF.  CD.AE 
ist. 

.    X  Bs^'dis.    Die  Gleichnng  (3.  f.ats.)  giebt  für  das  von  CF  g«> 
schnittene  Dreieck  JBD^  .. 

AM.  BF.  CD  =  JF.  BC.  DM, 
nnd  für  das  von  BE  gesohoittene  Dreieck  ACD, 

JM.CE.BD  =i  AE.BC.DM. 
Dividirt  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  erh&lt  man 

.     BFiCD  _  AF      . 

CE.BD  "-  AE'  ^^^^ 
AF.Bp.CE^  BF.CD,AEi 
iHe  behauptet  wird. 

^  214. 

Zusatz,  Aps  ($.4i30  folgt,  dafs  fär  alle  dießlAcke,  weicht 
die  unzähligen,  durch  die  Scheitel  eines  Dreiecks  gehenden  gradnn 
Linien,  die  in  einem  und  demselben  Puncte  sich  treffen  kennen,  von 
den  gegenüber,  liegenden  Seiten  abschneiden,  eine  nnd  dieselbe  Be- 
dingung Statt .  findet.  Oiesf  Bedingnng  entbült  also  eine  gro£ie 
Menge  verschiedener  Sätze. 

Weiin' «.  B. 

L  .Di«. Scheitel. Linien  AD,  BE ,  CF  (Fig.  ia3.  L)  ani^ 
^en  g.eigendber  liegenden  Seiten  eines  Dreiecks  senk- 
recht stehen,  so  sind  die  Winkel  bei  D,  E  und  F  rechte  und" 
fiftlglfch  sind  s.  B.  die  recihtwinkligen  Dreiecke  liEC  nnd  ADC' 
Shnlich;  denn  sie  Ilaben  anfser  dem  rechten  Winkel  noch -einen- 
gleichen  Winkel,  nemlich  den  gemeinschaftlichen  Winkel  C»    Also 

ist  alsdann  -^  ?=:  ^,  i^id  ^]^ei|  so  . 

.    ;  FA-^EA  ^°**  D^T"  FB'     ' 

Multiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  in  einander«  so  «rb&lt  man 
*;  BC.CA.AB  _  AC.BA.CB 

..    EC.FA.DR^' DC.EA.Fß' 


oder 

trdcbes  cÜcBe^ngan^-Gleicbuiy^  fär  das  ZasanunentreSBO  der 
Sclwitel  -  I^iairn  in  eineai  Puncte  ist. 

Die  Perpen Jikel  aus  den  Ecken  einet  Dreiecks  auf  iie  gegen* 
Sib^r  liegenden  Seiten  erfüllen  also  die  allzfmeine ^Bedingung  des 
Zusammentreffens  in  einem  und  demselben  Funct»  Tolgligh  sckne^ 
den  sie  sieh  ,an  einem  und  demselben  Ortet  Welchem  niit  ((*  71») 
^dbereinstimmt 

II.  Hallbiren  Bie  Scheite! -Linien  die  Winket  d<*s 
Dreiecks^  J,  B  and  C,  so  sey  z.  fi,  BH  nnd  CO  anf  ^D  senk« 
recht.  AUdahn  sind  die  rochtwinklieen  Dreiecke'  JGC.  AHB  Ähn- 
lidb ;  denn,  aufser  dem  rechten  Winkel «  sind  die  Winkel  bei  J  itt 

dem  einen  so  gtots,  ala  in  dem  andern.    Also  iit  n«  xfi  -^^«      Ei 

Bind  aber  aacb  die  rechtwinkligen  Dreiecke  DGC  und  DRB,  wegett 

der  ScbciteU  Winkel  bei  D,  Ähnlich  $  also  ^^  ^  es^>    folglieb 

JG       DC 

Eben  sö  ist  . 

BJ       EA       .   CA       TB 

BC-YC"^^  CÄ^72' 
Mnltiplicirt  man  diese  drei  Gleichungen  mit  etnanderi'io  frbllt  man 

AC.BA.CB       DC.EA.FB       , 

ABTßcTCA  ~  BSTKcTEi»  ""^^^ 

AF.BD.CE  z=i  JßF.CD.AEi 
welches  wiederum  die  Bedingung  des  Znsammentreffens  der  Scheitel« 
Linien  in  einem  Puncte  ist« 

Die  Scheitel^  Linien f  welche  die  ff^inkel  eines  beliebigen'  Dr0i» 
ecks  halbiren,  schneidin  sich  also  ebenfalls  in  einem  und  dems'eU 
ben  Puttcte;  welches  mit  (^.  jS,  I«)  übereinstimmt* 

III*  Halbiren  die  «Scheitel- Linien  dve  geeendbef 
liegenden  Seiten  des  Dreiecks,  so  dafs  AFss^BF,  BDssCD 
nnd  CEz=zAE  ist>  so  folgt  unmittelbar,  dafs  auch  in  diesem  Fall 
die  Bedinguags -Gleichung  des  Schneidens  erfällt  wird^'deiui  i&^ 
Factoren  sind  alsdann  gleich*  ^ 

Als0  auch  did  Seheitel  •Zsjtnien^  welche  dlt  Seiten  efn^s  Dreiecks 
halbiren^  treffen  sich  in  einem  und  demselben  Orte, 

Die  drei  Scheitel  »Linien^  welche  die  Seiten  eines  T)reiec%S  bul* 
hiren  schneiden  den  dritten  Theil  van  einander  ab»  Denn  wenn 
in  (Fig.  ia3.  I.)  AF^zlAB  und  AE^sz^AC,  so  ist  fT  mit  SV  pa* 
rallel,  AL  =:\AD  und  FX.  =  ^ BD  =  ^DC.  Fernem  sind  2;  B.  die 
Dreiecke  FML  und  CMD^  wegen •  der gkicben Scheitel-  und  Wech- 
selswinkel bei  M,  F  und  C  ühntich.  Also  ist  LM^ilDM,  weil 
FXrriDC  war;  .foiglich  ist  Auch  LMis^iLAciiMA  und  folg- 
Ha»  >/W=:  uMD,  oder  MD:±IAD.  Eben  so  ist  MEi=z  IBB 
und  MC^iCF^     .    . 

Es  gieb«  dergleichen  Sätze  von  Scheitel -Linien  noch  mebrei;^^}. 
■     ...  —  ..    —  —  ,,..-.     ■  j-         ' -~.   --  .-.  ..  —     ■  •■«     --•   ■•■» 

^  Weiteres  i'iber  dies^  Gegenstand  findet  man  in  einer  kleinen 
Schrift  d.e4^Verfassers,  unter  demX^l*  Ueber.  einige  Eigenschaf. 
ten  des  grsdlmigen  Dreiecks  etc.  Berlin»  l^eiMaüter,  18 lä»  Auch 
noch  Einiges^hier  weiter  unten« 
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215. 

.  LefiTSatZ.'  Die  T)iirc7LseJmltts 'Puncte  fh  zfoeier  Säite^  *£- 
nes  helieiigen  ,|  'nach  de  n"E  c\ein'  centris  che'n  Se  c'A  s  e'e  fe'  9\ 
verlangen^. wenn. es  nö'thig  istf  und' zwar  difijenigep  ,  iihischen  tcet^ 
cken  immer  zwei  andere  liegeny  sind  in  grader  JUinie* 

Wenn'z.  Bi  das  Sechseck  ABÜJyEF  (F\^: ia.k.)  centrisch  nach 
den' Ecken  ist,  so  schneiden  sich  ABM  und  EDMy  BCN  und  ¥EN^ 
CDP  und  JFP  in  einer  und  derselben  gradcn  Linie  MNP, 

Beweis»  a)  Ißs  sey  K  der  Mittelpunkt  ^e;*  Ecken  des  Sechs- 
ecks jiBCDEF,  und  EKit  ein  Durchmesser  desselben,  aiio  XX* 
;=  KE»  Da  JC  der  Mittelpuaet  der  £cken  der  beiden  Drefecke  BAL 
und  EAB^  über  derselben  Grundlinie  EA  ist,  30  sind  die  Winket 
t.LjJ  und  EBA  eleich  ($.  70.  II.)*  Nun  sey  ES  auf  ^B  senkrecbt, 
«a  ist.  das  Dreieck  ESB  in  <^  rechtwinklig^.  Aber  atiich .  das  Dreieck 
EAJL  ist  in  A  rechtwinklig,  weil  EL  ein  Durchmesser  ist  (S-69.  !•)• 
Folglich  sind  zt^ei  Winkel  ,der  beiden  Dr^fedce  ESB  und  EAL 
gleick,«nem!i£h-X  e=  B  und  .4  =;  <S  =  o ;  folglich  ^ind  dit^e  Dreiecke 
ähnlich.  • 

Nun  ist  -jjrpß  eben  so  viel  als  ttTt- ^p»   "»p  ^^^^r  "*i  wegen  der 

EA 
Aehnlichkeil  der  Dreiecke  ESB  und  EAL,  gleich  -Tryr  •    Abo  ist 

BE         ES    EA        . 

BE  _  ES. EL 

fl)   Es  sey  femer  DXC7  ein  Durchmesser,  oder  KüszKD, 

Da  A  der  Mittelpunct  -  der  Ecken  d^r  beiden  Dreiecke   DB  17  und 

DBA,    liber .  derselben  Grundlinie    DB  ist,  so  sind  ^  wie  in  (I.)  die 

Winkel  DAB  und  DUB  gleich.    Nun  sey  DT  auf  AM  senkrechi, 

so  ist  das  Dröieck  DAT  in  T  rechtwinklig.    Aber  auch  das  .Dreieck 

DUB  ist  in  B  rechtwinklig,  weil    DU  ein    Durcfames:ser  ist.    Also 

sind  zwei  Winkel  der  beiden  Dreiecke  DAT  und  DUB  gleich,  nem- 

lich'A=U  und  T:=iB:=:zQ'y  folglich  sind  die  Dreiebke  ähnlich. 

.        ''    .     MD    ■     .  ,    .DT  DT       ..       DT  ,^ 

Nun  ist  «^-^^o  viel  ali  "jQ'jj^'    «^ber  -jj  >**»  wegen  der 

Aehnh'chkeit  ^er  Dreiecke  D^B  und  DüB,^leich-^,  oder,   weil   die 

Durchmesser  DV  und  EL  gleich  sind,  gleich  ^.    Also  ist  ^B 

_DB     DT  .  , 

■^  EL  '  MD  *  ^^ 

MD  _  DB. MD 

■     •  AD  '^  EL. Dt  • 

Da  die  Perpendikel  DT  und  £<!^  auf  ^^J,  parallel  und  folglich  die. 

Dreiecke  MDT  und  MES  ähnlich  sind,  so  ist  auch  ^  =  ^»' 

also  auch  , 

MD^     DB. ME 

^-  :3d  "=  tetet- 

^  ^)  Die  Dreiecke  EBC  und  £iLC  haben  einerlei  Mittelnnnct  der 
Ecken;  folglich' sind  die  Winkel  £BC  und  £LC,  ober  der  gemein- 
schaftlichen Grundlinie  ^C,  einander  gleich»    Nun  sey  £(>  auf  BAT 


fii-^i  Transv'ersal&t,         •  löj 

Mnkrccbt,  to  «ist  ^  Dreieck  JE^^  in  Q  veditwit^ig^  Abe^^  auch 
«Ims  Dreieck  fJLC  ist  in  C  rechtwinklig«;  JVifeil.  £Iii  ein^DurckAMMe^ 
ist^  Alao  sind  awti  Winkel'  der  Dreiecke  ^RQ^  oAd  ^fJLC  gleicb^ 
nemlich  LzsB  und  Ci=:^ O  =  0 ;  folglich  sind  die  Dreiecke  jLhnlicln 

Nua  ut.^  so  viel  als  jg -jjg«     ■Äbef  -j^    ist,     ;jfe^n   de^ 
A6hnlichkeil  der  Dreiecke  EBQ  und  £^C,  gleich,  |^r  Abo  i»t  ^ 

—  EE"JV£'  ? 

""    BE^  EL.EQ 

S)  Wenn,  wie  vorhin,  DXrZ  ein  DurchinS«sstr  ist/A  iatdil 
eck  BCDÜ  centrisch  :|^ach  den  £cked.'  Alsb*  ist  Her 
Wiakel  DÜB  das  Sapplement  des  Winkels  DCB  ($.  86.  L)  und 
folglich  dem  Winkel  RCF  gleich.  Ist  nun  RF  auf  NC  senkrecht, 
so  ist  ^s  Dreieck  ü CK  bei  T  reobtwinklfg.  Ab«r  a«ch  das  Drei- 
eck DÜB  ist  b<;i  B  rechtwinklig,  wehl  DU ßla  Durchmesser  ist.  AJso 
aiad  Ewei  Winkel  «der  Dreiecke  BCV  und  DÜB  gleich,  nemlicK 
£7=  C  und  BzsiVzzzq,  und  folglich  sind  die  Dreieck«  ähnlieh»    ^ 

nun  ist  jrrg  SO  Viel  als   Aftt.'T?»»»**'*»  -^^  ist,  wegen  der Aenn- 

DB 
lichkeit/ler  Dreiecke  ÜCrodd  Dt/^B,  gleich  ^^   oder,   weil   die 

Durchmesser  DU  und  EJL  gleich  siftdV  gleich   ^y--l     Alsb'isi  ^^ 

ÄK  DB        , 
=  X7»*yr  ♦•  "•der  '  •      '  '.    -  «  » 

'  Nr      NR.  DB 

Da  die  Perpendikel  ÜK  und  £^  auf  Bi^T,  paFallel,  und  folglich  die 

Dreiecke  NRF"  und  ^£^  ähnlich  aind^  so  ist  auch  j^  ^szj^^  also^ 

.  ..      CR  _^  EQ,.  Et  '       *^-   .      *     .. 

.   •  nr-^.ne.db:       \  /'  ' y 

c)  Die.  Dreiecke  DFA  und  DFLf  habien  einerlei  MitHpnnct  der 

Ecken,  folglich,  sind  die  Wiliktl  D^F  und  DC/F,.  über  den  gemein-* 

schaftlichen  Grundlinie  DF,  einander  gleich.    Nuxi.sey  D)^.^uf  ^F 

senkrrcht,  so  ist  das  Dreieck  D14^A  in  ^^  recht winlJrg.  *  Aber  auch 

das  Dreieck  DFV  ist  in  F  rechtwinklig,   weil  DU  ein  Durchmesser 

ist.    Alsc^sind  awei  Winkel   der  Dreiecke  D^^^  und  DFü  gleich, 

nemlich  -^=17  und  PV^=Fz=qJ  folglich  sind  die  Dreiecke  ähnlich. 

^       .     AD  .  ,    ,    DfV   DPT        .,       t>rV   .^  ^ 

Nun  i^t  -ßp  so  viel  als  "Jgp'-'yQ''     Aber  —^    fs«,   wegeb 

Jer  AehnlicW^eii  der  Dreiecke  DJ^A  und  DF17,  gleich  ^  ,  ode^ 

weil  die  Durchmesser  DU  und,££>  gleich  sind^  gleicft  ^y .   Alsois^ 

JD        DTV  DF       .  ,  ^ 

DP"~    DP    EX.'  ^^^"^ 
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0  Wenn  wie  TOthln  'BKL  ein  Durc{Hn#Mer  istr  s6  ist  da« 
Viereck:  "EFAL»  cettiriftcb  »ach  d«n  Ecki^iu  Alt«'  ist  der 
Winkel  j^XJS'das  Sapplement  des  Wiakele  EFw^,  ond  fulglicb  dem 
Wfnkel  AFP  gleich.  Ist  nun  RX  auf  FP  senkrecht,  so  ist  das 
jDreiedc  llXF  b«i  Jf  rechtwinklig.  Aber  «uch  das  breieck  EAJL  ist 
bei  ^  rechtwinklig,  weil  EIL  eto  Diifchmesser  (st*  Folglich  sind 
0wel.Win(^fl  der  Dreiecke  R,XF  und  EJL  gleich  >  nemlich,  JF  =  X 
KOd  X^A  ::r-^,  and  folglich  sind  'dieDVeiecke  Sholicfa.   - 

Nnn  ist  gp  ao  viel  als  'Wf'Wp*    ^»  jy^  "*i   wegen    der 

Aebniichkeit  der  Dreiecke  R^FMnd.EJL,  gleich  |^.     Also   ist 
HP    .   EA  RX    ^ 

5F*  *"*"  F-T^  RX* 
Da  die  Perpendikel  AX  and  dVf  auf  JP\  parallel,  und  folg- 

Ucb  di^  Dreiecke  RPX  und  DVW  ähnlich  sind,  so  ist  auch  ^ 

ÄP  _    EJ.DP 

••    AF  —  ElTDW* 
fl)  Man  muUiplicire  die  6  Gleichungen  (!•  a.  '3.  4,  5.  6.)  in  ein- 
anifer,  so  erh&lt  man, 

BZ.MÜ.NE.CA.AD.RP 

ME.JD.BE.NR.DP.RF 
ES.EL.DB.ME.EC.m.EQ.EL.DfV.EL.EJ.DP 

'^ME.EJ.EL.ES.EL.Eg.JNLDB.Dp.DF.EL.DPF' 

oder 

MD^NE.CR.RP       EC 

7»  ME.NR.DP.RF^W 
%)  Nun  haben  die  Dreiecke  EFC  und  ELC  einerlei  Mittel • 
Pancte  der  Ecken.  Folglich  isind  die  Winkel  EFC  oder  RFC  und 
E^LC,  aber  der  gemeinschaftlichen  Grundlinie  EC,  gleich«  Es  sey 
AZ  auf  FC  senkrecht,  so  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  RFZ 
nnd  ELC  ühnlich,    veil  die  Winkel  EFC  oder  RFZ  und  ELC 

gleich  sind»    Also  ist 

^  RZ  _EC 

^'    'RF'^EL* 

Eben  so  haben   die  Dreiecke   DQF  nnd   DÜF  einerlei' Mittel- 

Puncto  der  Ecken.    Folglich  sind  die  Winkel  DCF  oder  RCF,  nnd 

OÜFf   (tber  der    gemeinachaltlichen  Grunillinie   DF,  gleich      Also 

sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ACZ  und  DUF  ähnlich,  weil 

die  Winkel  RCF  nnd  DÜF  gleich  sind.    Also  ist  -g^  b=  -g^ ,  oder, 

veil  die  Durchmesser  DU  und  EL  gleich  sind, 

CR       EL 

^'    RZ"^  W 
0  Multiplicirt  man  die  Gleichungen  (8.  und  o,)»  so  erhält  man 
RZ.CR_EC.BL      A  - 

W7RZ  ""  EL.DF'  ^^""^ 


S  I  ^         .  CR  _EC 

Dieses  ia  (7«)  grsettt  Heb« 

MD. NE. CR. RP       CA      . 

Mb.NE.RP  j  ' 

jgg-^pf-^p  a=  l ,  oder 

11.  MD.NE.PRt^  ME.l^R.DP. 

u)   Dieses  ist  nach  f$.  an.  II )  die  Bedinping,   unter  welcheip 
JI^J^P  eine  f^de  Linie  ist.'  Denn  ek  gef  DY  ntit  Ai«^naraUeI,  so 
*  ist  in  den  ähnlichen  Dreiecken  MDY,  MEN  nnd  PDY\  PRN, 

MD       ME       .  DY  _  NR 

DY^.'NE   '^'^  TSP  ^7[F' 
Maltiplidrt  man  dbs»  |>eidenGleichiineen  mit  dntoder«  fo  criillt  IttaA 

MD       ME,  NR        ,       . 

^DP^  m.RP'    "^^ 

12.  MD.NE.PR:=^  ME.NR.DPi 
wi^  (11.).             '  '      • 

Also  schneiden  sich  die  gfaden  Linien  ABM  nnd  EDMj  ßCN 
and  FEN,  CDP  und  JFP  in  einer  iin^  derselben  graden  Linie 
MNP:  wie  behaoptet  wurde. 

216. 

Erklärung.  ff^eHn  dU  geginüher  liegendwii  > StUen  €umi 
yierecks  FGHL  (Fig*  125.)  nichc  paralUl  sind,  so  köruun  nicht  oi« 
lein  dis  anliegeniden^  sondern  auch  die  gegenüber  liegenden  Seiten^ 
verlängert  f  auf  serhalb  des  Vierecks  sich  s'chneiden  j  u  B»  in  P  und 
Q.  r ersteht  man  nun  unter  Diagonalen  im  aJlgfim einen 
Sinne,  die  graden  Linien,  we-lche  die'Durchschnitts» 
Puncte  der  Seiten  einer  Figur  verbinden^  so  ist  noch  die 
Ditrgonal  PQ  möglich,  und  das  P'iereek  hat  mlto  dann  eigentlich. 
di^ei  DiagonaLen,'   ¥H,  GL  und  ^Q. 

Ein  Viereck  auf  diese  IVeise,  also  als  die  Figur  FQHP  hüf 
trachtet,  heifst  toIIs tändiges  Viereck. 

217.  ■ 

Lehrsatz,  Die  Stücke ,  welche  die  drei  Diagonalen  eines 
vollständigen  Vi  er  eck  s  von  einander  abschneiden,  sind  Oleich- 
vielfache^  .  .  .      , 

Z.  B.  in  dem  Viereck  FGHL  (Fig.  laS.),  nachdem  es  durch  Ver«- 
UEngerung  der  Seiten  bis  Q  nnd  P  vervollständigt  Worden«  ist 

FK_FN 

'•    HK'^HN* 

LK      LM       , 

^*  pm-^pn: 

Beweis.'  Man  nehme  sn  dem  Pnncte,  ia  welcfaem  sich  die 
drer  graden  Linien  GL ,  QHL  und  FLP  darch  die  drei  Scheitel 
G,  H,  F,  i^  Dreiecks  FGH  schneiden,  den  Pnnct  iL,  so  sind^die 
Stacke,  wdche  sie  von  den  Seiten  abschneiden s 
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fdr  die  Seile  FGiFQ'nn^  GQ^ 
für  die  Seite  QU :  GP  und  HP, 
für  die  Seite  FHi  IIK  uudiFH;    - '      .. 
also  ist  la  Folge  ($.  311.)         \-     V 

\    GQ.HP.FK  z=:Fg.GP.I^. 

Nim  sey  GR  mit  FN  parallel,  so  sind  die  Dreiecke  QGR,  OFN 
and  PGR,  PHN  ähnlich.    Alsa  ist 

/FOFI^.GPGR 

...    GQ^m.  '''''iirp-m' 

Multiplicirt  mao  diese  Qeichuofen  mit  elnauder,  so  erhält  man 

FQ.GP^F'N       .^    ,      .  : 

GQ.HP'^HN'  oder    ^ 

a.«  FQ.GP,HNz=FN.GQ.Hf^^ 

Maliiplidtt  mta  die  GIelcfatiii§eii  (i.  und  2.)  nuc  einander,  so  «i^ 
hält 'man 

Gg.HP.FK.FQ.GP.HN^FQ.OP.HICFN.Gg.HP, 
oder 

FK.HN:=:HK,FN, 
9der '  ,  , 

welc^hes  die  erste  Gleichung  des  Lehrsatzes  ist. 

Diese  Gleichong  bezieht  sich  aUf  den  Durchschnitt  der«  Diago- 
nalen ^N  und.  LGM  in  jj^  und  aui  d^n  nachschnitt  der  Diago- 
nalen JdV  und  PJNM  in  N. 

Nun<  gilt  aber  von  je  zvrei  andern  Diagonalen,  wie  sich  auf  die* 
selbe  Art  beweisen  ISfst,  da»Nem]iche.  Also  ist  auch  für  die  Dnreb* 
schnitte  der  Diagonalen  LGM  und  FHN  in  K,  und  LGM  und 
POM  in  M,  auf  dieselbe  Weise, 

und  für  die  Durchschnitte  der  Diagonalen  PQM  und  LGM  in  M^ 
und  PQM  und  FUN  in  N, 

5   5^-£^. 

*•    PM'^PN' 
welches  die  andern  beiden  Gleichungen  des  Lehrsatzes  sind. 

'■      218. 

Lehrsatz*  Tf^enn  sich  beliebige  grade  Linien  aus  einem 
Puncte  f  mit  beliebigen  andern  geraden  Linieif,  aus  einem  andern 
Punete,  schneiden^  so  liegen  die  Durclischnitte  derjenigen  graden 
Linien  f  welche  die  Durchschnitte  der  sich  schneidenden  verbinden, 
sämmtlich  in  einer  graden  Linie, 

Z.  B.  wenn  die  graden  Linien  FQ  und  FP  (Fig.  126.)  Ton  be- 
liebigen gradeh  Linien  MP,  ML,  ML^,  ML^  etc.  geschnitten  wer- 
den, so  liegen  die  Durchschnitte  i/,  //j,  H^  etc.  der  graden  Linien 
GP  nnd  LQ;  G^P  und  ij  Q;  G^P  und  L^  Q  etc.,  welche  die 
Durchschnitte  Q^  G,  G^  etc.  P^  Ly  L^  ....  der  schneidenden  Li- 
nien ans  F  und  i^  verbinden,  in  einer  und  derselben  graden  Linie 

Beweis.    Wenn  FHN  die  grade  Linie  ist,  welche  d«ireh  F  nnd 
^dnrch  den  Durchschnitts  >Punct  H  der  Linien   GP  und  LQ  gebt. 


^    s 
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die  die  Darchscbnitte  O.  Q  JXbA  F  der  Liiuen  FQ^  FP^  ML^  JkTP 

PM'^  PN' 

pm^^TS — PN'^^' 

Nan  sejFH^Ni  die  ^adeLioie,  welche  darch  F  xin^  denDarch- 
scbnittspuact  ff,  der  Linien  ^^P  und  X,(>,  fär  eine  andere 
schneid'ende  MO^Lif  .{^ehl,  lo  iat,  naeli  dem  nemlifi^en  Satze, , 

oder 

jpM^QP-^PNt^  QP 

Bl  war  tbcr  vorhiu  « 

ym'^psai     ' 

Also  ist  ^ ir;=^-,i^  oder  p^  =*^»  '»^^  folgTJch 

'  P2V  es  PN,   ' 

ATsQ  flllt  N^  \tiN  und  mithin'dre  Lin/e  FH^N^  in  di^  Linie  FHIT; 
mid  folglich  liegen  F,  Hj/f  nnd  ^  in  grader  Linie.  Bas  Nemliche 
gilt  far  jede  andere  schiieidende  MG^L^  %  vbdA  tut  belielnge  andere 
geschnittene  FQ^  FP^  etc. 

So  wie  aber  die  Dur(ihschnittspancte  H  und  üTj  van  GP^  HQ, 
und  GjPf  ^iQ^  bewieseaermaafsen  mit  F  iu  grader  Linie  liegen,  so 
liegen  *ancb  nolhwendig,-  wenn  man  LyGiM  statt  PQM  zur  unter- 


mebkere,  sich  schneidende  Linien. 


r 

Von  dem  Mittelpnncte  der  Entfernungen. 

219. 

LehrsafZ.  TV^nndie  senkrechten  Coordinaten  he» 
Uehiger  Punete,  z.  B*  der  Ecken  eines  beliebigen  Vielecks  Bj,  62^ 
Bg,  etc.  (Fig.  ti5.)f  oder  die  Entfernungen  der  Punete  Bj ,  Ba ,  ßg, 
tftc.  vütt  zu7«£  beliebigen  f  auf  einander  senkrechten  jixen  AP  und 
AQ,  U7£tf  in  ($.  189.)  airrc^.Pt,  Pai  Ps  «^^  *  *  •  9i>  ^2>  ^)  •  *  •  •  &«• 
zeichnet  werden,  so  dafs  z. tB.  ^         '    '* 

ACxSpi,  C,Bi  =  q,, 

ACtasp^y   CjBz^qa^"^ 

AC3=p»;   CjB3  =  q8» 
etc.  etc. 

istf  und  man  nimmt  zwei  beliebige  andere,  auf  einander  senk" 
rechteAxenAV undXy  an,  die  sicli  aber  indem  nemlichen Punete 
A  sehneiden  f  und  bezeichnet  die  Coordinaten  der  Ecken  der  Figur 
Jur  diese  neue  Axen  durch  n,  9  tia,  u»  .  .  •  •  und  vi  %  s%t  Vj 
so'da/s  *  . 


■  •  •  • 


1 1 


,i 
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AF3  =  i]f,   F,B,cx:y3, 

etc.  et€, 

isty  so  können  iii  >  n«  *  U3  •  ■  •  •  Vj,  %'2 1  v,  •  .  .  .  tri«  /b/^t  Jücdk 

Pi>  Pa»  P»  •  •  •  •  ^1»  *li»  fls  •  •  •  •.  ^usgeärüekt  werden^ 

"i=™Pi  — n*Ii«  ^1  =  >»<!i  +  nPi . 
tl«  =;:  rop,  —  nq2 ,   v»  =  inq  a  +  np^,    , 

>2,  sritip,— .nq,,  n  =  mqj+npj, 

BtC,  ^t, 

WO  m  und  n  Zählen  sind ,  Ivetche  von  dem  Winkel  PAU  &:  QAV 
zwischen  den  neuen  und  den  vorigen  Axen  abhangen.  Diese  Zahlen 
m  und  n  sind  für  alle  a  und  für  alle  v  die  nenUichen,  und  es  ist 

in'  +  n*  =  i.  / 

Die  Lage  der  Coordinaten  -  Axen  und  ihres  Durchschnitts  gegen  die 
Figur  ist  ganz  willkührlich. 

Beweis.  Es  mögen  C^Gj,  C,G,,  C.G,  «tc  «of  JlT^ stoW 
recht  seyn,  so  sind  die  Winkel  G^C^A^  G^Ö^A^  G^C^A  elc  unter 
tinander  und  den  Winkeln  QAV  and  PAV  gleich. 

Nun  setze  man 

a.     ^  Gj  s=3  n  ft  ACi  ea  np.  , 
trä  m  und  faaf  irgend  ein«  Weise  voA  den  vVinkeln  GiC^A^^OAV 
=:  Puf  Z/  abhängen  werden,  so  ist  auch,  weil  die  rechlwinlujgen  Drei« 
eeke  AC^G^  und  CJa.B^  ähnlieh  sind^  ^ 

5.    jB^Hi  =  m.BiCi  zzzmq^  und 

Es  ist  aber 

AF.  oder  «,  gleich  G^C^^H^Cj^  und 

Fi^i  oder  ».  gleich  B^H^+AGi , 
also  ist  vermöge  (1.  und  4.)  fdr  den  Punct  /^^ , 

5.  tti  =  mpi  — n^j    und 
▼ermöge  (a.  und  50 

6.  »1  =  m^Ti  +  n;?!, 

Es  sind  aber  auch ,  für  einen  anÜern  Punct  des  Vielecks ,  s.  B.  fdr 
Bt  t  auf  dieselbe  Weise,  und  zwar,  weil  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
G^CjA,  GiCiA  und  C^H^B^  ähnlich,  alsp  ihre  Seiten  von  ein- 
>ander  Gleich vielfilche  sind ,  mit  den  nemlichen  m" und  n, 

7»     G^C^  33  nim  A  Cj  s=  fn^2 , 

8.     AG%  3c  n*  AC2  =  npa , 

1  o«     Ha  C2  =5  ft  •  B^  C)  j^i:  fty 2  . 
Alfio  ist  auch,  weil 

viF, ,  oder  ut,  gleich  G^C^^^HiC^  und 
F,B,,  oder  «;, ,  gleich  Biäi  ^AGt  ^ 

11.    »,  ==  m;i,  —  ny, , 

13,     v^  :=?  m^r«  -l-iiv,. 
So  verhält  es  sich  für  jeden  andern  Eck  «Punct  B^,  J?^  etc.  desVid- 
•ckt^  und  es  ist  also  zusammengenommen: 

wie  behauptet  wurde. 


l 
I 


fi20r22i.    Mktel  ^Tuüct  der  Entfernungen.'  .    187 

JH  fenier  ,<7|C,  ^=^^Pt  ^>(^  ^^x  =^  npffftsttet  wwnk,  aM  ift 
dem  recblwinkligeo  Dreieck  ^Cx^  9  -> 

G^C\  +  dG^=^  AC\z=ip\  ist,  ra  ist  m*p, +n*p,  =pj,  also 

•        •  ■  <  f 

220. 

Zusatz»  Also  wann  die  Smmmsn  -dar  EMtferHunf0H 
beliebiger  Punkte  ^  z.  B.  der  Ecken  einef  Vielecks  von  uoei  mujein^ 
ahder  ^onkrecktmt'  Axek  durch 

s  =  p]^  +  p, +p,  +  . und ' 

oez&iehnet  werden^^so  und  die  Summen  der  Entjemungfn 
der  nemlicken  Puncte  von  zwei  beliebt  gen  asderD,  au^ 
einand-er  senkrechten  Jx'en,.die  sich  aber  in  dem  nämlichen 
PuneU  seknoiden^  nemlich: 

tj  rs  Vj  «^v^  ^7  ^t 

»i=5=<Ä<Pi4-p*  +  Pg..--)— ii(qi-f  q^+q* )  «11^      .    . 

.  ^ä:nL(qi'f  q^-fq, )4'n(Px+Pa +  P9 )# 

oderr 

.«2  SS  flus-^nl  ttiul 
• '  t^  «s:  mt  ^  Da, 

Läehrsatz*  Wenn  die  -  rechtwinkligen  Coordinmten  heliebU 
ger  PünctSf  z,  B»   der  Etken- eines    Vielecks^  ^    ipcv  i>orhin^  dntch 

Pi»  P«F  Pi  •  •  •  •  •  qi»  q»,  a« tfernfr^  die  Ejitfernun.» 

gj^n  der  Eck'  Punkte  der  Figur  vpn  d$^  Anfangs^ 
Punct  der  Coordinatfin  durch  ri ,  Tt  %  r^  ..  ». .  •.«,  also  s. iS^ 
ABj  (Fig.  li3.)  JurcÄ  rj ,  AB)  durch  r,  ,  ABj  dfireh  r,  «^c.  bdi^eic^ 
ff  et  werden,  und  man  nimmt  in  HenAxeu  willkührlich  zwei  an^ 
dere  Puncte  Y  und  Z  «n,  in  den  Entfernungen 

\Y  :=%  und  ÄZz=zl 
ifOn  dem  Anfungtjfunet  der  Coordinaten  A,  so  sind  die  Entfernung 

fen   der   Eck^  Puncte  der  Figur   B^,   B«,   Bj   •  .  •  .  •    von  dieeo» 
^muten  Y  und  Z,  der  Reihe  nmehf 

B,Y  =  /(rJ  +»»-ap,«),   B,Z  =/(rJ  + 1» -aq,l). 

B,Y=/(rJ  +  »»-ap,»),  B,Z  =  v^l-5+i»— aq,l), 

.    B,Y  =  /(rl  +  «» - ap,.)»  B.Z  =  /(rJ.  +  i«  -aq.i), 

Jte  ^9c^R  mög^n  liefen  wie  man  will,*  neben  der  Figur  hin,  oder 
durch  die  Figur  hindurch. 

Beweis^  In  dem  Dreieck  B^AY  z.B.  iBt  die  8eite  B^A^zr^^ 
iit  Seite  ATssn,  die  EDtfer^pnng  des  Pefpendikels  B^C,'  SLuf  AY 
Ton  A  gleich  pi  and  der  Wiülel  BjAY,  m  dem  Fall«  der  Pigar, 
kleiner  als  ein  nchter.    Alsc^  iit  zu  Folge  ((.  iftS*  I.) 

und  folglicli 

In  dem  Dreieck  B^^AZ  ist  die  3eite  B^A=:  rt^  die  Seite  AZsizl^ 
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dfetentfieniQfig  äea^  Perpendikels  B|Dj  avf-utfZ  von'«#«  f^ioh.Ji^und 
der  Winkel  B^AZ  kleiner  als  ein  rechler.  •  Abo  isUu  J^olee  (f.  12^1.) 

und  folglich  .  ,     '  -  ^ 

Ganz  auf  dieselbe  Weise  verhält  es  sich  ^it  den  andern  Eck-Piinc- 

ten  der  Figur  B, ,  Bj ,  wenn -man  der  Reihe  nach  r^ ,  r,  .... 

•taU  rj  f.  p, ,  ]A,\  • . . .  sUAt  Px  ^  und  y« ,  9i ^Ui^l.  k9i  «etzt* 

/  Also  ist  . .  .     V   ^  ...»',,.     , 

B,r=:/(rJ+«»-2;7,«)  und  B,Zq=|^(rJ +  ^?.-ra9a« 
n«  s.  V* ;  wie  behauptet  iv^urde. 

So  lange  die. Figur  B^»  B2,  B^  .  •: .  .  .  ganz*  aui  der  recb- 
ieh^Seite  der  Axe^O  und  über  der  Axe  AP  li<»fjt,  siöd  di^^Win- 
kelB,^r,  B,^r,  B»i^yclc..undBi>^Z,  B^AZ^  B^AZ  tici'BHukisxi-^ 
lieh  kleiner  als  r^hte.'  Also  in -das  dritte  Glied  dt>rAiisdfdcke  von 
Bil",  B,y  etc.  BjZ,  B^^Z  etc.  negatir.     Gescisst,  ^iiöFifenr  B,/ 

Bs,  B) fiele  nun    %war  '  fioch"  oberhal  b    der    Axe    AFy 

aber  irgend  einer  oder  mehrere' £ck-PD acte  der  Figur  fielen  lin- 
kerhand  der  andern  Axe  QA^  oder  mit  andern  WoHeni  i^l  werde 
statt  der  Axe  QA  eine  AaSe,  welche  durph  t^ie  j^l^r^peht^  wie  e. B« 
QiS,  angenoBMncn ,  i  so  sind  zwar  die  VVinkel  «fischen  ^ni Linien 
aus  aen jenigen  Pancten,  welche  linkerhand  der  neuen  ^xe  fallen 
und  dieser  Axe,  e.  B.  die  Winkel  BiAjY^,  B^A^T^  elc.  ^rÖfser 
.als  rechte,  und  das  dritte Gltefl  der  Ausdrficke  von  B^ T ^ « '-^x ^x 
etc.  ist  alsdann  positiv  ((.  123.  IL).  AHein  auch  die  Abstände 
C^Aj^  =  Pj,  C^Aj^  «=p2  etc.  der  Ptincte  B, ,  B,  .  .  .  .  von  der 
neuen  Axe  wechseln  dä%  Zeichen,  weil  diePuncte  7?.  ,vBi.  .•• 
nunmehr  aof  die  andere  Seife  der  Aicef'faUt'n.  Alsa  bt&iht  das 
Wichen  des  dritten  Gliedes  der  AnsdnIcRe.  Tlben.so.vc^bält  «s  sich 
mit  den  Ausdrucken,  wenn  etwa  an<;h  die  andere  Axe.  d^irck  die 
Fis^ir  g4.'hr.  Also  gdten  die  Ausdrdcke  des  Lehrsatiies  -fiir  alle 
Falle,  dle-Ax^n  mögen  neben  die  Figur  hin/  oder  durch 
die  Figur  gehen,   und  folglich  iieg;en  wie  man  will. 


222: 

Li  ehr  satt.     Für  helUhigs  PantU  in  der  Ebene,  also,  wenn 
wül^  für   die  Eck*Puncte  jedes  beliebigen  Vielecks  \   gieht  ei 
unzahlige  Paare  aufeinander  senkrechter^  durch  die  Figur  hindurch' 

fehender,    nicbt^par,  alleler  Axen,   welche  die  Eigenscbafi  ha" 
en^    dafs  die  Summe  der  Entfernungen  der  Eck^Puncte  der  Figur 


von 


dafs  die  Summe  der  Entfernungen  der  Eck^Puncte  der  Figur 

ihnen,    auf  jeder  Seite  jfder  Axe    gleich  gröfs,    oder,    was 

Aas  nemliehe  ist,  dafs  die  ISumme  d^  Entfernungen  aller  Eck" 
Puncte  zusammen,  von  jeder Aooe,  nach  der  Lage  det  Puncte 
"positiv   und   negativ  ' genommen',  gleich  'NuIl;iJt. 

Alle  diese  Axen  aber   schneiden    sich   itt  einem'  und 
demselb  en  Puncte,  ^ 

Beweis,    Die    Summe    aar 'Itntfernungcn    aller  Eck-P«ncl^ 
der  Figur  B^B^B^  ....  (Fig.  iiS^z.  B.aon  der  Axe  gS  ist' 

Pi+Pi+Ps  +P%  '   '  '  • 

Nun  sey  irgend  eine  andere  Axe  Q^  S^  mit  der  vprigen  parallel» 

und  von  derselben  um  AA^  =  e  lentfernt,   to  ist  ofienbar  jea^r  Alh- 

staml  von  der  neuen  Axe  um  e  kleiner;  Irlso  ist  die  Summe  der 

Abstände  der  Eck-Punc}^  der  Figur,  w^nn  ihrer  b.  B.  »  s'm&y  von 


2«5-  ;      MüUl'Punctrder'EntfernungefK         ij^ 

der  Aenen  kxt,  am- im  kleiner.  Man  kann  aber  e  so  grofs 
annehmen  als  man  wiHf  also  snch  so  ^rois,  da£i  gerade 

\  ^«  gleich  p, -f.  ^a+ 7^8 +>4  •••  •  , 

ist.    Alsdann  ist  die  Summe  der  Abstände  von  der  neu^n  Axe,  geg^a 

die  Summe-  der  Abstände  von  der  vorigen,  grad^  nm  so  viel  klei- 
ner, als'sie  selbst  beträgt  nnd  foIgUcb  ist  die  Summe  de^ 
neuen  Abstände  gleich  Null«  Eben  so  , verhält  es  sich  mit 
irgend  einer  andern,  auf  der  vorigen  senkrecliten  Axe.  Folglidi 
sind  zunächst  zwei  auf  eini^pder  senkrechte  Axen  möglich,  für  wel* 
che  die  Summe  der  Abstände  der  Eck-Puncte  der  Figar  Null  ist«'    - 

Aber  keine  anderen,  damit  parallelen  Axen  sind  mejhr  mög«- 
licb;  derm  fiir  jede  parallele  Axe  ist  die  Summe  der  Abstände 
nothwendig  um  den  »fachen  Abstand  der  parallelen  Axen  von  «ein- 
ander gröfser  oder  kleiner,  andfolglich  nicht  mehr  gleich  Null. 

Wenn  nun  Jiü  und  AV  zwei  andere  Axen  sind,  die  mit  den 
Axen  AV  und  A<^  durch  einen  n^  denselben  Ponct  A  geben  und 
mit  demselben -einen. beliebigen  Wmkel  machen,  so  können  zu  Folgt 
($.  SSO.)  die  Summen  der  Abstände  der  £ck-Pimete  der  Figur,  von 
den  neuen  Axen  durch 

>  #j  Ä=  <ms.  —  nt  imd 
»f ^  SS  Rj  «f:  m.t 
ansgcdrickt  werden ,  ufenp  s  und  t  die  ^umtften  der  Abstände  von^ 
den  anfangen  eben  Axen  bceeichtten»  6ind  aun  die  anianglicben 
Axcti  solche,  für  welche  die  Summen  der  Abstände  dec 
£ck-Puncte  der  Figur  von  ihnen  Null  sind»  dergJeicheq 
es,  wie  vorbin  bew/esen,  im^er  giebt,  so  sind  s  und  t  gleich  Null. 
Da  nnn  s^  zrzms  ^^nt  und  t^  zszns'^  mt  ist ,  so  sind ,  wenn  s  und  e 
Null  sind,  auch  x^  und  f^  gleich  Null,  das  heifst;  auch  ^ie  Summen 
der  AbctAtide  der  Eck->Puncte  derFl^r  von  den.  neuen  Axen  .sind 
gleich  Null ,  wenn  die  neuen  Axen  in  demselben  P u n.c t  si ch 
schneiden,  wie  die  vorigen,  sie-*mögen  übrigens  mit  ihnen 
einen  Winkel  maphen,  welchen  man  'will*  Und  da  es 
nun  parallele  Axen,  wie  vorhjn  bewiesen»  nicht,  giebt».  für  welche 
aufserdem  die  .Summe  .der  Abstände  Null  wäre,  so.giebt  es  unter 
gleichem«Wlnkel  isdt  den  vorigen  Axen  nur  ein  Axen -Paar,  £uc 
welches  die^Summe  der  Abstände  Null  ist*  Eben  so  für  jeden  an<^ 
dem  Winkel  nur  e>i n s f  und  folglich  sind. zwar  unzählige  Paare 
von  Axen  m^slifih ,  fär  welche  die  Summen  der  Abstände  «er  £ck- 
Puncte  Null  sind,  aber  alle  schneiden  sich  in  einem  u^dl 
demselben  Pnncte. 


»  '« ••  it 


.    .      .,  ?23.    .    ■  ■    •  .•  ■: 

'Erklärung.  Alle  auf  gifiand^r  senhteehte  -ylxen ,  uoeleke 
die  Eigenschaff  haben  i  dafs  die  Summen  der  Entfernungen  beliehi'^ 
ser  Puncte  in  der  Ebene  tßOn  ihnen^  z.  B*  der  Echr>-  Puncte  einer  he-^ 
liehigen  melseiti gen  Figur ^  Null  sirtd^  keifsen  Ax«n'der  mittle- 
ren Entfernung  der  Puncte^  oder  der  Ecken  der  Figur» 

Der  Puncto  in  ueeUhem  sich,,  wie  in  ($.392.)  hewiesen,  alle  diese 
verschiedenen' -Paare <  v€^  Aooe n.. der  mittleren  Entfernung^ 
Jur  ein  und  >dasselhe>  System  von. Puncterif  oder  für  die  Ecken  einer 
und  derselben  Figur  schneiden,  Jieffu  M  i  1 1  e  I  -  P  u  n  c  t  d  e  r  E  n  t  f  e  r -f 
nun  gen  der  gegebenen  Puncte^  oder  der  Eckender  gtgebeiien  Figur^^ 


* 


1^         1,  ^3M.   2.  Buok.   3.  Jbschnitt.         £26. 

■,    •  " 

Aie-vm  »  vom  Anüuig -Puncto  ^wGoÄrüiuten  .<<  aitHMi-U«^,  ra 

III!^ Süinme  ^\titc  Qnaarate  ist,  i^enn  n  Puncte  B^^  B^^B^  .  •  • . .  J?^ 

TOKlumdcn  sind, 

Kun  Ifg«  ivan  den  Anfangs -Punct  der Coordinaten  ^  in  den  Mit«- 
tel-Ptinot  derEiifernungen  der  nPuncle^i,  B^  i^i*....  jS^-, 

*o'dafj'-rf-P'toüJ"öe^r  eine  Axe'  der  mittleren  Bntfernnng 
ist,  s(t  ist  ve>ai6'ge  der  EigenschalTt  diesjcr  Axon  (§,  312,)  die  Summe 
der  Abstllhde ''^^ ;  P29  Ps  •  >•/.•  Pn,-  gleich  Natl,  Also  ist  alsdann 
die  S^mme  der  Quadrate  der  Entfernupgen  der  Pancte  JB.»  M^^ 
B^  .•>•'•  Bj^  von  dem  Puncte  Y,  ;n  der  Axe-  AF,  nyr  noca 

In  dieser  SumsM  mag  die  Entfernung '*x  des  Punct«  T'-von  dem  Mit« 
t«l-Puncie  der  Entfernung  seyn  wai  man  'W^ill,  positiv'  oder  ne-i- 
gatiT^   immer iftt  die  Summe  *gpöfser  als  i'J  +  rJ'4'>*ä'»»»*»  +  »'^ 

'  bder  ^röfser  als   die  Summe  der  Quadrate    der  Entfeltiungcrn   der 
Puncte  Bi,  B29  Si B„  von  dem  Mittel -Puncte  der  Entfer- 

nnngcn,  wivjl  das  Quadrat  x'  immer  positiv  ist*  DerPunct  Y 
liegt  zwar  grade  in  der  Axe  der  mittlereu  EnircrnuDg  ^P^  allein  da 
diese  Axe  durch  den  Mfllel-Punct  der  Ehtrernupgen^i^de  beliebige 
Richtung  haben  l:aän  (§.  222.),'  so  kann  der  Punct  Y  überall 
liegen«   wo   man  IV ili. 

J^s  tolgbajso;  dafs  die  Summe  der  Quadrafe  der  Entfernungen 
beliebiger  IfancLc  von  ihrem  Millel-Puricte'derEntiernungen  klei- 
ner ist/  als  die  Summe  der  Quadrate  der  Entfernungen  der  nemlj- 
^hen  Puncte  von  jedem  andern  Puncte ;  Vri%  behauptet  wurde  *). 

'"  i  .Von 

*)  Der  MHlc!- Punct  der  Entfernungen"  beliebiger  Puncte  ist  deic 
nemliche,  welcher  in  der  Mechanik  Seh  wer- Punct  von  Punc- 
ten,  oder*  Mi  f  lef-l^un  et  gleicher  ,*  auf 'die  Puncte ,  miteinander^ 
parallel  wirkender  Kräfte  heifst. 

Es  giebt  auch  bekann tlidi,*  wie  von  Puncten»  so  von L i - 
*    .  nien,  Flächen  undiKorpern,  Schwerpuncte^vuDd  lauk  hält 
zuweilen  dafür,  dafs  afucb  die  Lehre  vom  Schwerpuncte  dW  Li«. 
nien,  Flächen  und  Körper  in  die  Geomelrie  gehöre.    Es  scheint 
•.  aber»^da£i  sich,  ohne  den  Begriff  des  Moments«  zu  Uul/e  zu. 
nehmen,  von  dem  Schwerpuncte  der*  Linien,  Flächen  und  Xiörm 
per  kein  deutlicher  Begriff  geben  lasse» ^  Der  Begqff  des  Mo- 
.menfs  aber  beruht  wesentlich  Auf  dem^rincipc  .des  Hebels 
oder    der    virtuellen    Geschwindigkeiten    und    findet 
.    daher  ohne  rein  mechanische.  VorslelTungen,  nemlicb  ohne 
die' Vorstellung    von  Kräften   .und  ihren  Wirkungen    nicht; 
Statt«    Aus  diesem  Grunde  scheint  die  Lehre  von  dem' ScKwer- 
.^     puiicte  der  Linien,  Flächen  und  K^^rperni^cht  WQhliin  die 


I 

227-228v  Vom  Puncte  kleinster  Entfernung,     jc^o 

Von    dem   Panct6  kleinster  .EntCernuBg. 

227. 

Erklärung.     Je  nachdem  'ein  Punct  gegen  heliehige  andere 
Puncte,    z.  B,   ^egen  die    Eck^Puncte   einer    beliebigen  vitlseitiiien 
Figur  ^    diese  oder  jene^Lage  hat  ^    werden  seine  Entfernungen  von 
den    andern  Punct^n  ^  folglich  auch  die  Summen  der  Entjernuu^cn. 
verschieden  seyn,  -^  o     » 

Es   läfst  sich  also   voraussetzen  y   dafs  es  einen  oder  mehrrm 

.  j  ei^n^n  Puncten    zu^ 

mnten  der  Ent^ 


Punete  giebt,  deren  Entfernungen  von   den  gege 
sammen genommen  kleiner  sind,  als  die  Su 


sie    herum    liegenden 


sammengenomi  

fernungen    aller    andern,     um 
Punete^   von    den   gegebenen. 

Dergleichen  Punete  sollen  Puneie  der  kleinsten  Entfern 
nun g  für  gegebene  Punete  kei/sen,  '' 


238. 


\ 


Lehrsatz.  Jeder  Panet  kleinster  Entfernung  hat 
die  Eigentchaft,  dafs  er  von  allen  Puncten,  die  in  graden  Li^ 
nien  durch  ihn  und  die  gegebenen  Punete  liegen  und  gleich  weit 
von  ihm  entfernt  sind  der  Mittel-Punct  der  Entfernung 
gen    (J,  223.)  ur,  und  umgekehrt.  ^  '' 


Geometrie,  «ondern  wirkheb,  sammt  ihrem  geometrischen  Theile, 
in  die  Mechanik  »n  gehören.  Mit  der  Lehre  vom  Schwerpuncte 
▼on  Poncten.  oder  Ton  dem  Mittel-Pancte  der  Ent- 
fernungen, wn  welcher  das  Obige  die  Elemente  enihält, 
ist  es  anders.  Diese  Lehre  ist  rein-geometrisch  weil 
die,  aaf  Punete,  m  parallelen  Richtungen  wirkenden  Kräfte 
gleich  grofs  angMiommen .  werden  und  deshalb  nicht  selbst 
weiteren  Betracht  kommen,  daher  denn  aacb  der  Schwer- 
Pnnct  von  Punct.tn  als  MitteUPunct  der  Enlfcrnunffcn  bc 
trachtet  werden  k^nn  nnd  als  solcher  ein  rein- «eometri. 
scher  Gegenstand  ist.  ö^^uuiccri 

Der  FaU  ist  ein  anderer,  wie  bei  Gegenständen,  die  sdnst  wohl 
Mweilen  die  Geometrie  unrichtigerweise  der  Analysis  abnimmt, 
«•  B.  den  sogenannttn  Wmkel-Functionen/  Diese  soge- 
nannten Winkel -Functionen  sind  Wesentlich  unmögliche  Lo- 
garithmen, und  können  ohne  alle  geometrische  Vorstell un-eo, 
rem  analytisch  erklärt  und  abgehandelt  werden.  (Man  sehe  in 
der  Rechtnfcuiist,  den  cehnteii  Abschnitt.)  $e  finden  sich  in  der 
Geometrie  deshalb  wieder,^  weil  daselbst  Anwendungen  flavon 
«nt  geometrisch^  Gegenstände  geihacht  werben,  nicht  abrr  ha!)en 
sie  etwa  wx  diesen  AnwendnAgcn  ihren  Ursprung.  \y\^  Lehre 
jo«  Schwer -Punete  der  Linien,  Flächen  und  Körper  daaeern 
beruht  wesentlich  auf  mechanischen  Vorstellungen,  und  dahfr 
nimtht  nicht  etwa  die  Mechanik  diesen  Gegenstand  der  Ge<,mc- 
tne  ab,  wie  z.  B.  die  Geometrie  der  Analysis  die  Winkel -Fimr- 
tionen,  sondemdia  Lehre  vom  Schwer  -  Punete  der  Lfnim  Flä- 
chen Und  Körper  irt  wirklich  der  Mechanik  eigen,  weiniirsc 
Schwer- Punete  ohne  sie  keine  bestimmte  geometrische"  Bcd<ni. 
tung  baben.  '^     - 

(Diese  Anmerkung  ist  nicht  fär  die  Lernenden  bestimmt, 
sondern  fflr  Diejenigen,  welche  den  GegensUnd  schon  kennen.) 
Crelle*s  Geometi^'e.  f 3   ' 


X 


194         1.  TheiL    2.  Buch.    3*  Abschnitt.        ööß. 


Wenn  s.  B.  M  der  Pnnct  der  kleinsten  Entferaong 
die  Pnncle  B,,  fi,,  B^^B^,  Bf,  B^  (Fi((*  128.)  ist  und  man  nimmt  «nf  den 
graden  Linien  MB,^ ,  MB^ ,  MB^  etc, ,  in  beliebigen  gleicben  Ent- 
fernoiigcii,  ME,  =  TW^E,  ^ME,  etc.  die  Pancle  Ej,  E,,  £,  elc,  so 
ht  M  XU  gleich  der  Mittel -PuncI  der  Entfernungen  dc>r 
Puncte  £(,  £«,£3  etc.  / 

Bewßis.  Wenn  jiV  und  AQ  zwei  beliebige >  auf  einander 
senkrechte  Coordinaten-Axen  sind,  und  man  bezeichnet,  wie  in 
(%.  219.),  die  Coordinaten  der  Pancte  B^,  B,,  B,  eic. ,  nemh'ch  B^  D^  , 
B^D^^  B^D%.*,.  und  BiC^^  ' B^C^^^  B^C^  ....  durch  p«,  p,, 
p3  . . .  .  und  9^^ ,  ys ,  Vs  •  •  •  • »  ihi'c  Enlfemungen  JlB^^JBg^^AB^  .... 
vom  An  Fangs -Punrte  der  Coordinaten  ^9  durch  r^,  r^,  r, ....  nnd 
die  Entfernung  jiY  irgend  eines  Punctes  Y  in  der  Aze  AP  von  A^ 
durch  ir,  ^j  sind  zu  Folge  ((.  311.)  die  Anadräcke  der  Entfernungen 
der.Puncte  B,,  B,«  -^s*  •  ^  •  •  ^^^  <^^°*  Pnncte  Y  folgende: 

1..    ^B,r=^(rJ+*»--ap,»), 

etc. 


oder 


etc. 
oder,  wenn  man  der  Kärze  wegen 

'p =*i. 

3«     <— 5 «.M^ty 

1        |»(ap,  — ») 

etc. 
setzt,  ' 

Ö2  ^=  »"a  /(» — '»a)  =  »-z  (» --•  «1)*» 

B,r=:r,/{i-.e,)a=r,(l-.iJ,)*, 

etc. 

Enlwickell  man  die  Wurzel-  Gröf$en  (1  —  « j)*,  (1  —  e,)*,  (i  —  «,)*  etc. 
nach  dem  binomischen  Lehrsatze  (Rechenkunst,  $.  324.),  so  erhält  man 

lB,r=:rj(i  — f^j— f^J  — A^J-tIt*; )» 

4.     ^B^r=ra(i«i.,-feJ-A^|-TiT^J ). 

/B,r«r.(i-i^,-^faS^A';-dT^f  ••-•)•     , 

etc. 

Setzt  man  hierin  wieder  die  Werlhe  von  «,,  e^,  e^  etc.  (aO*  '^  ***' 
hält  man 


228.       Vom  Funde  kleinster  Entfernung.        igS 


»i^-'-iV» — 17| 8^4 — r ;• 

5.   <^^,r-r.^i -^ j^j3 — — ;, 


3  2 


n   V  —  T    (y       »(»PI  —  «)      ««(ap,  — »)«  '\ 


8r* 

etc- 


oder,  wenn  man  die  Glieder  welche  gleiche  Potcstäten  von  s  eolhal- 
ten  zasamcnennimmt, 

iJ.r=..(i-»2|  +  .«G7r-,^) .). 

etc.,  oder  anch 

*B,r=r,-«?l  +  »»(t-2|)jl-  +  »»  (....) , 

ftC, 

oder,  weil  ä.  B.  AB\r=^AQ\  +  C,ßJ ,  dai  heifst,  ^J  =?;+  yj,  ond 
eben  so  4  =  ^1  + 9l,  r!  =  ^J +  yj  etc.,  aUo  i--^J==l--5^L- 
pl-3^,  =  2l  und  eben  so  i-q  =  2|,  »-^»^Zj  «ic  i^, 

B,r=5:r,  —  »£i  +  »*^!. —  +  «»(....) 


» 


etc. 

Dieses  sind  di<>  Auxdrdcke  dor  Enlfemanfen  der  Poncte  B,,  Bji  B,  .^t. 
Tun  einem  betiebi^pn  Punrt«!  y,  in  Keinen  nach  den  steigenden  Po- 
iesISfen  von '»  =  ^y  entwickelt.  Aus  (5.)  ist  leicht  zu  sehen,  dafs 
in  diesen  Heihen  die  foJgenden  Glieder  immer  höhere  Potestäten 
ton  «  enthalten. 

Die  Summe  der  Entfernungen   B^y,  BjY",  'B^Y  etc.  ist  also, 
weil  Tj  =  B^Ä,  r,  =  Bj^,  r^:=BiJ  ctc,  ist,  ^ 

B^Y+B,Y+B,Y 

=  Bj^  +B2J  +B,A  . 


.  .  •  • 


7.  }         — (^+p+^-.-) 


etc.  jg  ^ 


% 


igö 


1.  Theil.   2.  Buch.   5?  Abschnitt.  228« 


Sqll  nnn^  ein  Panct  t^yn,  dessen  Entfemongen  von  denPunc- 
lenBi,  fis»  Bg^.. ..,  Busammeneenominea  kleiner  sind,  als  die 
Summe  der  Entfernungen  BjY^  a^  Y,  B,  Y  etc.  jedes  andern  Pancts 

Y  von  Bj^  6,,  B3 9   so,  mufs'fdr  jede  Entfernung  n  des 

Pnncts   r  von  ^rf, 

8.   B^Y+B^Y+B^Y ^taet  als  B^J  +  Std  +  B^A 

und.  folglich 

immer  positiv  seyn,  wasaachvseynmag. 

Da  man  nnn  aber  u  allemsl  so  klein  annehmen  kann ,  dab  dss 

crstfc  Glied  ^u(^  +^  +  Ex )  gröfser  ist  als  alle  äbrigen  so- 

sammengenommen ,  so  ist  es  nicht  anders  mdgllcfa,  dafs  die  GrdUe 

(9.)  immer  positiv  ist^  ^Is  wenn  der  Coefficient  d  4.  £l^&^..,. 


^i 


von  «  Null  ist.  Alsdann. kann  die  Grölse  (9.)  fdr  jedes  beiiebige 
positive  und  negative  n  positiv  seyn;  denn  «^  im  «weiten 
Gliede  ist,  als  Quadrat,  immer  p  o  s  i  t  i  v,  die  Quadrate  0} ,  9«  1  9s "  * ' 

rj,  rl,  r} sind  ebenfalls  immer  positiv  und  alle  die  Eotfer- 

nnngen  r^,  r^^r^ können  positiv  angenommen  Verden,  so  dsfs 

der  Cfoeffident  von««,  nemlich  -1-,  Ij +-1.  .4  +  —  .  2i 

immer  positiv  ist.  Also  kann  die  Gröfse  fg.)  fOr^edes 'beliebig« 
positive  und  negative  n,  wenn  es  nur  klein  genug  ist,  immfr 
positiv  seyn;  denn  man  kenn  »  Wiederum  immer  so  klein  anneb'^ 

>  nen,  dals  das  cwehe  positive  Glied  »*( )  gröfser  ist,  als  MIe 

labrigen  zusammengenommen.    Es  ist  also  nunmehr  mA glich,  ^»Sm 

die  Entfernungen  6tB  Punctes^  von  den  Puncten  B,,  B^t  B^ 

Busammengenommen  kleiner  sind  als  die  Summe  der  Enlfemun^^ 
aller  andern  Puncte  Y,  die  dem  Puncte  A  nahe  genug  lie- 
gen, denn  obgleich  Y  grade  in  der  Aie  AP  liegt,  so  ist  doch  die 
Lage  dieser  Aae  willkAhrlich  und  x  drtSckt  eben  sowohl  dieEDtfernnng 
jedes  andern  Puncts  Y  von  A^  rund  um  A^  au(l.     Zwar  kann  fdr 

Sröfsere  K,  die  nach  dem  Vjerschwiaden  des  ersten  Gliedes  übrig 
leibende  GrÖfse  (g.)  wiederum  negativ,  und  folglich  können  weiter 
"von  A  entfernte  Puncte il^  wiederum  den  Puncten  B^,  B^^Bg  •  •  •  •  • 
ausamnlen  eenomroen  näher  seyn ,  als  der  Punct  A»  weil  tbeils  för 

y  negative  a  das  dritte,  fünfte  etc.  Glied  mit  «*,  »> susammoi 

genommen  gröfser  seyn  können,  als  das  sweite,  vierte  etc.  Glied  mit 
»*,  «♦ ,  wenn  auch  alle  Coeificienten  von  x',  x*,  x*  etc.  posi- 
tiv sind,  tbeils  weil  die  Coefficienten  von  x*,  x*,  x'  etc«  selbst  ne- 
gativ seyn  können ;  indessen  wird  es  doch  unter  den  weiter  von  A 
entfernten  Puncten  1^,  weil  die  Summen  ihrer  Entfernungen  von 
£j,  J3),  B9  •  •  •  •  ungleich  sind,  nothwendig  wiederum  einxelne geben^ 
deren  Entfernungen  von  JS{>  £,,  £j . .  • .  •  süsammen  genommen  klei- 
ner sind , .  als  die  Summen  der  Entfernungen  aller  andern  in  ihrer 
N2be.  Diese  Puncto  sind  dann  tdibst  ebenfidls  PoncU  der  kidiutflii 
EntfernoDg, 


I 
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In  iedem  Fallt  lat  di«  aUgenittiDe  Bedincuni;  fdr  all«  Puncte 
der  kleinflten Entfernungen  cUe«da£ii  der Coeflicient des eriten 
GUedea  der  Gröüie  (9.)  Nall  üt,  also  daüi 

,0.    Ei+a  +  Ei „o 

»•i       »-a       '•*  , 

.  Nhniot  man  statt  de«  Pqiicts  Y  in  der  Aze  JJP^  ir^d  einAi 

Ponct  Z  in  der  Axe  JiQ  an ,  so  treten  a^,  99,%  9t ^^  ^ 

St^e'  vo»  Pj  ,  p« »  p,  •  •  •  « .  und  »an  andet  nodi  folgende  iwritt 
fiedinguD^s  •*  Gleichung  tt^  alle  Poncte  der  kleinsten  Entfemnng« 

,,.    Zi  +  £i  +  £i «^ 

r,        ra        r,^ 

Diese  Bedingungs  -  Gleichungen  (10.  und  1 1«)  mi&ssen  al  t  e  Ponete 
^  kleinsten  Entfernung  erfüllen. 

Nun  nehme  man  in  den  graden  Linien  ulpj ,  -dB^f  AB^  etc. 
Itdiebige  Puncte  F.,  F,,  F|f  • «.,  in  hieliebigen,  gleichen  Enifer- 
Illingen  jiFiZzzJP^  =  AF^  etc.  von^  an^  b(>zeichiie  die  gleichen 
EMfemun^en  dieser  Puncte  von  A  durch  r  und  ihre  Cöordiaaten  durph  ^ 
-V.  *9;  V»  *9'  V»  'f  e«c.,  so  ist,  weil  e.  B.  AF^G^,  -^^t^s  «** 
•^^iffx,  k^.O«  ähnliche,  rechtwinklige  Dreiecke  sind, 

'     Eben  so  ist 

etc. 

Aha -sind  febU  die  Bedingnags-GYeidiuogen  (lo.  «nd  ii.)  folgende: 

!?  +  ^  +  !£:....=o«nd 
r         r         r 

ta       ^a       ^ä 
"^  "4"  —  -I»  —  •  •  •  *  •  =s  o* 
r        r         »• 

^cr,  wenn  man  mit  r  multiplicirt, 

i4.    »y  +  *9  +  *y =  o^ 

wo  «p^  «p,  V  *  •  •  -  •  f ff  *ff  'f die  Coordinatan  der  Puncta 

I»  *^a«  ^s  •  •  •  •  •  sind. 

,  Diese  Bedingnncs-GIeichongen  (i3.  und  i4.)  sind  aber  die  eines 
Mittel-Puncts  der  Entfernung  der  Puncte  F.,  F^« -^3  •••••' 
(f*aa3.).  Verlegt  man  daher  den  Anfangs -Punct  der  Coordinaten 
^«twe  nach  M  und  nimmt  in  MB,,  ilfJBa,  3fB,  etc.  beliebige, 
^OQ  JIfgleich  weit  entfemte  PifnetejS.»  E^,  JE$  etc.  an,  so  folgt,  ^ 
Wi  der  Punct  M,  wenn  er  ein  Punct  kleinster  Entfernung 
V^^  ^xy^ß*  Bs  etc.  ist,  nothwendig  zugleich  der  MitteUPunct 
^er  E^ntfernnngen  von  J^t »  £«4  B«  «tc»  seyn  muls;  irie  be- 
^«ptctwird. 
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Um^elcefirt ,  wenn  der  Punct  M  der  Mittet- Punct  der  Fntfer- 
nnngen  gleich  weit  Ton  ihm  entfernter  Puncte  f^,  ^2  >  ^s  •  •  •  •«• 
ifit,  10  mufs 

»77  +  «;i  +  ';»•/•*•  =  o  ^^^  'y  +  *y  +  'y =  0 

leyn  (^(.  aii.)*     Al*o  i^t  auch 

-£4*  J^+-£4....äO   und  -2  +  ^+-?  ..,^.^:;=  o, 
r  r         r  r         r         r 

Nun  ist  fiir  beliehige  Puncte  £j\  ^2»  •^t  ^<7*«  ^^^  >i^  ^^  ^ 
nien  JKfEj ,  AfJ?2 >  •^'^s liefen,  wenn  ihre Coordioatea  p^^  91 ; 

P2»  72.->s.  9s  elc.iind,«aPolgfe(ij».)  ^«3^,  ?^='T'  7^  =  ? 
etc.;  also  üt  alsdann  für  diese  Puncte  B^,  JB2»  B%  ctc, , 

El+ei  +  ^-i «o  und 

rj         r2         r, 

—  ^j_  j.—  ,,,,,  —  o^ 
rj        r,        r. 

Dieses  shid  die  Bedingtings  -  Gleicfaangen  (lo.  und  11.)  förW- 
nen  £unct  kleinster  Entfernung.  Also  isK  der  Puncto Af, 
wenn  er  derMi ttel-Punct  jder  Entfernungen  für  gleich  weit 

von  ihna  abstehend«  Puncte  E^^  Kj^^i ^^^  allemal  zugleich  der 

Punct  kleinster  Entfernung  für  beliebige,  in  den  Linien  ilUSn 
Mß2f  ME^  etc.  liegende  Puncte  £x  »  ^%t  ^t  ^^^«>  welches  der  um-   , 
gekehrte  Satz  ist.  ' 

229. 

TiUsätze.  I.  Ein  Punct  kleinster  Entfernung  für  die  Eck- 
Puncte  eines  heliehigen  Vielecks  ist  zugleich  der  Punct  kleinster 
Eufemnngfur  die  Ecken  jedes  andern  beliebigen  Vielecks  y  in  SO 
fi  rn  seine  Ecken  nur  mit  den  teerigen  und  ihrem  Puncte  kleinster 
Entfernung  in  graden  Linien  liegen»,  Z.  B.  wenn  M  iir-(Fig.  ia8.) 
für  die  Ecken  J», ,  B^,  B^,  B^,  B^,  B^  der  Punct  kleinster  Ent- 
fern rmg  ist,  so  ist  er  es  auch  für  die  Puncte  ,JS,  2^»  jJ^t  4^»  6? 
und  gB,  Denn  diese  zweiten  Puncte  erfüllen  die  neidlichen  Bedin- 
gungen wie  die  ersten. 

II.  Wenn  in  einem  Vieleck  ein  Punct  möglich  ist^  aus  wel" 
chem  Linien  nach  den  Ecken  nüt  einander  gleich  grofse  ff^in* 
kel  machen ,  so  ist  dieser  Punct  ein  P unct  kleinster  Entr 
fernung   der  Ecken, 

Denn  nimmt  man  alsdann  in  den  Linien  nach  den  Ecken,  z.  B. 
M/?,,  iMTßj  etc.  (Fig.  128.)  gleich  grofse  Entfernungen  ü^^x 
=r  MEi  ==  ME3  etc.  an,  so  sind  E^  ,  iE,,  E,  etc.  die  Ecken  ein» 
regelmäfsigen  Vielecks,  weil  dann  die  Dreiecke  EyMEt^ 
E^MEi  etc.  alle  gleich  sind.  Fär  dieses  regel  mafsige  VM«*« 
EiE^^Ei  etc.  ist  aber  der  Punct  TW  der  Mittel-Punct  der  Ent- 
fern nu^en,  weil  er  der  Mittelpunct  der  Ecken  und  Seiten  i«t 
Cj.  2^5.  11.);  also  ist  M  auch  der.Punci  kleinster  Entfer- 
nung von  B,  ,  iJ,  ,  ß j  elc  (J.  aa8.).  « 

in.  Ihsr  Punet  kleinster  E  nt/e  rn  uns  für  die  Ecken  eines 
reeelinäfsijren  Vielecks  liegt  in  dem  Mlttel^PuHn  der  Ecken 
und  Seiten,  Denn  dieser  letitere  ist  zugleich  der  iJ2  itt^-l-P  «**»*' 
der  Entfern  langen  der  Ecken  (S.  225*  II.)* 


■ 
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230. 

Lehrsatz»     In  jedem  Dreieck,    dessen   TVivkel   alle 
kleiner  sind  ^h  i^,  ist  ein  Ptutct ,  und    nur    einer  möglich ^ 
t     ufmlehem  grade  Linien  nach  den  Ecken  des  Dreiecks,    mit  eina 
gleiche  fV inkel  machen. 

Beweis,  ABC  (Fi^.  iso.)  sfj  das  Dreieck.  Ueber  ein^r  fl< 
Selten  sey  DMz=iDEssiBM  und  BD^DC,  $0  ist  JBM  = 
=zCE  =  EBz:z  ME,  Also  flind  die  Dreiecke  BUflE  und  CME  gl 
und  gleichseatift;  folgltfih  sind  die  Winkel  DMC  und  D. 
ieder  gleich  ^q,  und  iolgli^ch  U  der  W'taktl  BMC  gleicb  fo. 
mögen  die  Dreiecke  BMC,  BMjC ,  BM^C  elc.  tämmtlicb  c 
ttnd  denselben  Mittel  -  Pnnct  der  Ecken  haben ,  so  sind  alle 
Winkel  BMC,  BM^C,  BMtC  etc.  einander  gleich,  und  nur 
($•  1^}'  ^'^  *>°<^  ^'so  sämmtlich  gleich  f  9.  Nun  ist  der  VVi 
AMC,  wenn  M^  in  B  fällt,  gleich  ABC  und  wenn  M  in  C 
gleich  fl(»,  also  wächst  der  Winkel  AMC,  so  wie  Tlf  die  Pv 
M.  M't  etc.  von  J3  bis  C  durchläuft,  von  >fJ3C,  bis  29.  Ist 
jIBC  nicht  grüf^er  als  ^q,  ao  ist  nothwendig  irgend  ein  P 
M  vorbanden,  und  nur  einer,  für  welchen  der  Winkel  A 
gleich  ^q  ist,  nnd  in  diesem  Falle  ist  auch  der  dritte  Wi 
AMB  gleich  }^,  weil  die  drei  Winkel  um  M  zusammen  \icr  re 
aosnacfaen.  Da  nun  Alles  dieses  i'iber  jeder  Dreiecks- Seile  i 
findet,  so  £o]£t,  dafs  es,  so  lang«  kein  Winkel  des  Dreiecks  gr^ 
ist  als  f  ^,  allemal,  innerhalb  des  Dreiecks,  einen  Pnnct  /l"/ g 
und  nur  einen,  um  welchen  die  drei  W^inkel  AMC ,  BMA 
BMC  gl^ch  1^  und  folglich  einander  gleich  sind, 

231. 

Lehrsat  Z*  In  jedem  Dreiecke ,  dessen  tVinkel  alle 
Kleiner  sind  als  |^,  liegt  der  Punct  kleinster  Entferni 
dtr  Ecken  innerhalb^  und  zwar  mabhen  die  graden  Li 
aus  ihm  nach  den  Ecken  mit  einander  gleiche  P^inkel,  ^ 
gieht  es  nur  ein  en  selchen  Punct,  Ist  ein  VI  inkel  des  Drei 
gleich  ^Q,  oder  gröfser  als  f  p,  so  liegt  dfr  Punct  klbinster  En 
nung  dtr  Ecken  in  dem  Scheitel  -  Punct  des  stumpfen  I/Vinkels, 

Beweis^     Zu  Folge  ($.  s3o.)  giebt  es-  in  ^dcin  Dreii-cke, 
sen  Winkel  alle  drei  kleiner  sind  als  %q,  einen  Punct,  aos  welc 
die  g;raden  Linien  nach  den  Ecken,  mit  einauder  gleiche   VVi 
'machen.    Ein   solcher   Pnnct  ist  aber  «*in  P«]nrl   kleinster  2 
fernung  der  Ecken  ($.339.  II.);  \velches  das  Erste  war. 

Gäbe  es  einen  zweiten  Punct  kleinster  Entfemnng,  so  wd 
die  graden  Linien  aus  ihm  nach  den  Ecken  mit  einander  ni 
gleiche  W^inkel  machen;  denn  der  Pimrie,  aus  welchen  die  U 
nach  den  Ecken  mit  einander  gleit Yie  W^inkel  machen,  giebt  et 
erneu  ($.'33o.).'  Ein  Punct«  ans  welchlpra  die  Linien  nach  den  R 
mit  einander  nicht  gleiche  Winkel  machen,  kann  aber  nithi 
Mittel -Punct  derEptiernung  von  Puncten  in  jenen  Linien  seve 
gli*ich  weit  von  ilim  entfernt  sind ;-  denn  man  lege  eine  der  C<»* 
nafen-Aien  in  eine  der  Linien,  s.  B.  die  Aie  MZ  (Fig.  129 
BMj  so  dafs  BMZ  eine  grade  Linie  ist,  so  sind  die  Winkel  4 
und  CMZ  ungleich,  weil  es  nach  der  Voransseliung  die  W 
AMB  und  CMB  .siud.  Also  können  Pitncte  in  MA  und  Mt^ 
gleich  weit  von  M  entfernt  sind,  nicht  glcidi  weit  von  MZ  1 
fien,  und  fofglich  kai»n  M  nicht  der  Mittel -Punct  der  Entfernf 


/ 
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von  PuDCten  in  MJ^  MB  and  MC  scyn,  ^\e  'von  M  gleicli  weil 
ahstchcD.  Folglich  kann  aach  M  nicht  der  Punct  kleinster  Ent- 
fiel nung  für  die  Ecken  A^  B  und  C  seyn  (f.  s^8.)^  Mithin  giebt  fa 
aufser  demjenigen  Panct  kleinster  Enlfernongy  aus  weichem  die  grt- 
den  Linien  nach  den  Ecken  des  Dreiecks  mit  einander  gleiche 
Winkel  machen,  keinen  andenT;  welches  das  Zweite  war. 

Ist  ein  Winkel  des  Dreiecks  grOfser  als  f  ^,  so  giebt  es  nach 
($.  93o.)  innerhalh  des  Dreiecks  keinen  Panct,  aus  welchem  die 
graden  Linien  nach  den  Ecken  mit  einander  gleiche  Winkel  ma- 
ehen.  Also  kann  auch  der  Poiict  kleinster  Entfernung  der  Ecken 
nicht  innerhalb  des  Dreiecks  liegen.  Aber  auch  nic£t  aufser«* 
hafib.  Denn  wo  auch  der  Punct  M  (Fig.  i3o.)  liegen  mag:  nie 
knnn  der  gröfste  Winkel  BMA,  welchen  zwei  grade  Linien  nach 
den  Ecken  einschliefsen,  gröfser  als  zwei  rechte  seyn,  ^eil  sonst  M 
innerlialb  des  Dreiecks  liegen  mflfste.  Ein  solcher  Ponct  aber 
kann  nie  der  Mittel- Punct  der  Enifefnungen  gleich  weit  von  ihm' 
abstehender  Funcle  in  den  Linien  nach  den  Ecken  seyn;  denn  ist  z« 
B.  BMZ  eine  der  Coordinaten  Axen,  so  fallen  &\e  beiden  andern 
Xiinien  MC  und  AM  auf  einerlei  Seite  der  Axe,  und  folglich 
kann  die  Summe  der  Abstünde  von  Puncten  in  MA  nndß^C^  die 
gleich  weit  von  M  entfernt  sind»  nie  Null  seyn.  Als^kann  der 
Punct  kl  einster  Entfernung  nur  in  einer  Ecke  des  Dreiecks  liegen, 
lind  zwar  in  der  stnmp  fen,  weil  die  Summe  der  Entfernungen  zweier 
Ecken  von  einer  spitzen  Ecke,  wie  leicht  zn  sehen,  gröfser  ist, 
Als  die  der  Entfernubg  zweier  Ecken  von  der  stumpfen;  welches 
das  Dritte  war« 

232. 

JjehrS  atz.  Bin  Punct  kleinster  "Entfernung  der  Ecken  ei» 
lies  Vierecks  ist  der  Durchschnitts  -  Punct  der  Diagonalen^ 

Beweif,  Denn  dieser  Punct  ist  der  Mittel -Punct  der  Entfer- 
nungen von  gleich  weit  ven  ihm  abstehenden  Puncten  in  den  Dia<- 
gonalen,  wie  leicht  zu  sehen,  wenn  man  eine  der  Coordinaten -Axen 
in  die  eine  Diagonal  legt*). 

Von    den    Gleichungen  der  Linien^  besonders 
der  gradefi  und  ihrer  Durchschnitte. 

Von  den  Gleichungen  der  Linien  im  Allgemeinen. 

233. 

Erklärung»  Wenn  die  Lage  beliebiger  Puncte  gegen  feste 
Coordinaten  •  Axen  p  das  heifst^  gegen  grade  Linien^  die  sich  unt0r 
einem  bestimmten  PTinkel  schneiden  ^  und  die  für  alle  die  Puncts^ 
welche  man  in  Betracht  ziehen  willf  die  nemlicnen  sind,  durch  Coor^ 
dinaten  unter  dem  Jff^inkel  der  Axen  ($•  64.],   z.  B.  dureh  fechte 


*)  Die  Sätze  von  dem  Puncte  kleinster  Entfernung  finden 
öfter  Anwendangl  Wenn  man  z.B.  denjenigen  Ort  sucht,  aus 
welchem  die  Summe  der  Wege  nach  gegebenen  Orlen  die  mög- 
lich-kleinste ist,  so  sucht  man  den  Po  nc  t. kleinster  Enlr« 
fernung   dieser  Orte. 
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winklige  CoordinateHf  gegelimtst^  so  solUn  die  versehiädsuen 
Puncte^  ttov  sU  von  ^inandir  zu  unUrschetdsn^  durch  ihre  Coor^ 
dinaten  selbst  hexeichnet  werden.  Z.  B*  wehn  die  rechtwinkligen 
Coordinuten  des  Puncts  M  (Fig.  i3i.;  AB  =  CM=jc  ujtd  BM  =^AG 
ssy  sindp  so  soll  dsr  Punet  m  durch  Punet  (xy)  bezeichnet  wer» 
den.  Sind  die  Coordinuten  des  Puncts  N ,  AD  =  £N  =s  p  und  DN 
=:AE=q,  so  soll  der  Punet  fi  dureh  Punet  (pq)  beaeiehnel 
werden  u  e.  w* 

234. 

Erklärung,     Da  einzelne  Puncto  ganze  Linien  bestimmen^ 
s.  B.    zwei  Puhcte  eine  grade  Linie,   indem   durch   zwei  Puncte- 
nur  eine  grade  Linie  möglich  ist  ((.  ii*)«  ^^  sind  Linien  gezebenß 
wenn  man  die  Lage  derjenigen  iahl  von   Puneten  kennt,   durch 
welche  nur  eine  solche  Linie  möglich  ist, 

tf^enn  aber  umgekehrt  die  Lage  von  Linien  gegeben  ist ,  so 
'  sind  die  Coordinaten  aller  Päncte  der  Linien  unter  einander  in 
einem  gewissen  gleichförmigen  Zusammenhange  ,  der  sich  nach  dsr 
Oestalt  und  den  Eigenschaften  der  Linien  richtet»  Die  Gleichung^ 
welche  diesen  wechselseitigen  Zusammenhang  der  Coordinaten  alm 
ler  Punete  einer  gegebenen  Linie  ausdruckt ,  heifst  Gleichaoe 
der  Linie.  Die  deichen  für  die  Coordinaten ^  welche  darin  nothm 
wendig  vorkommen,  können  jeden  beliebigen  TVerth  habenp 
während  vielleicht  andere  Linien,  die  sich  mit  den  Coordinaten 
nicht  ändern,  immer  denselben  TV^^th  behalten»  Die  Coorm, 
dinaten  sind  also  alsdann  veränderliche,  die  gleichbleibendem 
Linien  unveriinderliche,  oJ«r  beständige  Grufaen.  Letrtm 
tere  heifsen  auch,  in  so  fem  von  ihnen  nicht  blos  die  Lage,  sorti 
dern^die  unterscheidenden  Eigenschaften  der  Linie  abhängen,  Pftra- 
meler.  Der  Grad  der  Gleichung  wird  ttach  den  verändere 
liehen  Gröfsen,  also  nach  den  Coordinaten,  sticht  nach  dein 
beständigen  Linien f  oder  Parametern  gemessen^  Kommen  altto 
die  Coordinaten  nicht  mit  einander  oder  mit  sich  selbst t 
muttiplicirt  vor,  so  heifst  die  Gleichung  der  Linie  vom  ei*- 
sten  Grade,  Kommen  die  zweiten  Potestäten  der  Coordi» 
neuen  und  ihre  Producte  zu  zweien  liOr,  so' heifst  die  GleS^ 
ehung  der  Linie  vOm  «weiten  Grade.  Kommen  die  Coordinaten 
als  drei  Faetoren  vor,  so  heifst  die  Gleichung  der  Linie  vonf 
dritten  Grade  lu  s.  ir. 

Die  Linien  selbst  heifsen,  je  nachdem  ihre  Gleichungen  von$ 
ersten,  zw eiten,  dritten  etc.  Grade  sind,  von  der  ersten, 
«weiten,  dritten  ete,  Ordnung* 

\oi^   den    Gleichungen    der    grftden    Linie 

insbesondere. 

235.    . 

Lehrsatz*    Die  Gleichung  jeder  graden  Linie  ist  vom 
ersten  Grstde  und  folglich  von  p^r  Form 

X  +  my  ==  'e  >   oder 

y+¥«  =b. 

Die  reelttwinkligen  Coordinaten  beliebiger  Punete  der  graden  Linie 

bezeichnen  x  und  y;  in  und  k  sind  Zahlen^  die  sich  nach  der  Nei" 

•  gJ^ng  der  graden  Linie  gegen  die  jixen  richten,  wul  welcJw  gleich 

Nuü  Sinti  f  je  nachdein  die  Linie  mut*  einer  oder  detf  andern  Axi^ 


203  1.  I%eil.   %  Buch.   5«  Abschnitt.  235. 

partillel  lauft;  m  und  h  sind  dU  Entfernungen  tiOAt  jinfangs^ 
Punett  der  Coordinaten^  in  welchen  die  gradet  Linie  die  jdxen  der 
X  und  der  y  sehneiden   kann*     Schneidet   sie   beide  jiacenp   so  ist 

an  =:  -r-  und  k  S3  —  ^ 

0  a  / 

Beweism  Die  darch  eine  GleidraDg  afiBsadräck^nde  0-^9  Li» 
nie  kann  ge((en  die  Coordinaten-Axen  verschiedene  Lagen,  haben« 

1.  Sie  kann  beide  Axen  irgendwo,  anfserhalb  ihres  Durch- 
schnitts oder  anfserhalb  des  Anfangs  -  Pandes  der  Coordinaten 
schneiden. 

2.  Sie  kann  eine.Axe  anfserhalb  des  Anfangs -,Pnnctts  der 
Coordinalen  schneiden,  also  mit  der  andern  Axe  parallel  scyn. 

3.  Oder  sie  kann  durch  den  Durchschnitts-Pnnct  der 
Axen,   oder  durch  den  Anfangs  -  Punct  der  Coordinaten  (eben« 

Von  diesen  drei  Lagen  sind  wieder  verschiedene  Fälle  mögb'cb» 
die  sich  durch  die  Lage  der  Ditrchschnittspuncte  der  Linie  und  der 
Axen,  oder  auch  durch  die  Neigung  der  Linie  gegen  die  Axen  un- 
terscheiden. 

Die  Axe  der  Abscissen,  oder  der  9c,  sey  XJP  (Fig  iSi.)  die  Axe 
der  Ordinalen,  oder  der  y^  sey  Yj4Q,  die  Entfernungen  der  Durch- 
schnitts *Puncte  der  auszudruckenden  gradeA  Linie  und' der  Axen 
<ler  90  und  y,  von  dem  Anfangs -Puncte  der  Coordinaten,  sotten  a 
nnd  h  seyn;  was  rechts  vofi  YuiQ  und  über  XjiP  liegt,  soll  po- 
sitiv, was  links  von  YJQ  und  unter  XJP  liegt,  soll  negalif 
seyn.    Alsdann  sind  die  Fälle  folgende.  ' 

Erste  Lage*  ^ 

ister  FalL  Die  auszudrückende  grade  Litoie  sey  ^x^x^i^i* 
60  ist  JDj,  =flt   positiv  und  j^C,  ;=  b   positiv. 

2ter  Fall,  Die  grade  Linie  sey  B^^C^D^Et  f  >o  ist  AD^:=-a 
negativ  und  AC^  x:=frpositiv. 

?iter  Fall.  Die  grade  Linie  sey  B^C^D^E^^  so  ist  JD^s^sa 
positiv  und  utfC,  =&  negativ. 

^ter  FalL  Die  grade  Linie  sey  B^C^D^E^^  so  ist  AD^xsa 
negativ   und  A^C^  negali'v. 

Zweite  Lage. 

ister  Fall,  Die  grade  Linie  sey  B^C^E^,  so  ist  a  unend- 
>  lieh  grofs.  weil  die  Linie  die  mit  ihr  parallele  Axe  A'^P  nirgend 
erreicht,   und  ^Cj  =  6  ist  positiv. 

^ter  FalL  Die  grade  Linie  sey  B^C^E^,  so  ist  wieder  «un- 
endlich grofs,  und  ACfSszh  ist   negativ. 

Zter  FalL  Die  grade  Linie  sey  B^DjE^,  so  ist  5  unendlich 
grofs,   und  AD^=z  a  ist  positiv. 

^ter  FalL  J)ie  grade  Linie  sey  B^D^E^^  so  ist  b  unendlich 
firofs,   und^DgS=a  ist  negativ. 

DritteLag^e.  . 

ister  FalL  Die  grade  Linie  sey  B^AE^^  so  ist  at  r=  o  und 
h  zs  o. 

uter  FatL    Die  grade  Linie  sey  B^ou^Ejo»  »«  »«^  «J^»«**""*  *^^   ' 
und  5=  ü*  . 

In'pinei*  dieser  Lagen  und  in  einem  der  verschiedenen  Tälle 
mnfs  die  auJKiid rückende  grade  Linie.immer  seyn. 


235-     ^^^  ^^^  Gleichung  der  geraden  Linie.     ft05 

0 

Fnr  alTe.  Lagen  und  Fälle  kaDn  aber  die  Abhän^gkeit  derCoor« 
dtnaten  beliebiger  Puncte  der  graden  Liaie,  immer  durch  eine 
vnd  dieselbe  Gleichung  ausgedrückt  warden.  ». 

Man  nebmeden  ersten  Fall  der  ersten  Lage,  B|C.D|£j  und 
beliebige  Puncte  M^  »  -/W", ,  Tlf , ,  M^  etc,  der  auszudröcl enden  Li- 
nie an.  Sind  ans  diesen  Punrten  M^V^y  M^V^  etc.  auf  X<^P  nn4 
il^-ö-,  M^Q^  etc.  auf  YAQ  senkrecbt,  so  sind  alle  die  Dreiecke 
iW,P.X),,  .MaPaö,,  MjPjDx,  M^P^D,  etc.  und  alle  die  Drei# 
ecke  M^Q^Ci,  M^Q^Ci,  7W,(>,C,,  M^Q^Cj  etc.  Ähnlich. 
Also  fst       ' 

'd:f;:'"d;p:^  D,p,-  D,p^ ""^       i^  r 

Non  werden  aber  alle  die  Linien  APj ,  AP-i ,  AP^ ,  AP^  etc.  dordi 
6%%  Teränderliche  »  und  .alle  die  Linien  AQ^^  ^^a »  '^Q%% 
AQ^^tic.  durch  das  veränderliche  y  ausgedrückt.  Also  werden 
alle  die  Linien  DjPi,  D^P^^  £>ii\  etc.  durch  n  —  90  und  alle  die 
Linien  C^Q^,  Cj^Q^,  ^i^s»  ^i9^  «*c.  durch  i  — y  ausgedrückt» 
Also  haben  die  Quotienten 

a — oß  b  —  y 

für  alle  mögliche  Puncte  der  auszudrückenden  Lini« 

die  nemlicheGröfse,    Bezeidinet  man  also  ^^ —  etw»  dnrcb 

](  und  ■.  ^       durch  m;    so    ist    für    alle  Puncte   der  L(iii4 
b — y 


■2-—  =:  k  und 


p — »  i  —  y      •    '  T 

woraus  y  =  «fc  — xÄ  und  xssihm — ym,   oder 

sc  +  my  hz  a   und 

y  '^^  kao  zsz  b 
folgt. 

Diese  tileichun^en  passen  nu4i  für  jed«  Lage  der 
auszudrückenden  Linie. 

Schneidet  die  Linie  beide  Azen,  so  ist  blos,  wie  oben  aufgesählt, 
a  und  b  positiv  oder  negatisr. 

Schneidet  die  Linie  nur.die  Axe  der  »,  wieB,i)^£,>  oder  BJD^E^ , 
^o  ist  mssO)  "ff^l  alsdann  b  unendlich  grois  ist.    Also  ist  blos 

wie  es  auch  die  Fieor  zeigt,  denn  die  Perpendikel  aus  allen  Puncten 
der  Linib^auf  YAQ  sind  alsdann  gleich  a. 

Schneide  fdie  Linie  nur  die.  Axe  der  y»  ]ii^e  -BgCgE^,  od^ 
B^C^E^^  so  ist  /c  =  e,  weil  alsdann  a  unendlich  grois  ist«  Also 
ist  alsdann  blos*' 

jr=  b; 
wie  ^s  wfedennn  die  Figur  zeigt  /.  weil  alsdann  die  FerpendiJiel  aus 
allen  Puncten  der  Linie  auf  XAP,  gleich  b  sind. 

Geht  die  Linie  durch  den  Anfangs-Pnnct  der  Goor- 
dinaten,  so  sind  a  und  b  gleich  Null,  und  es  ist 

X  +  "»y  ^^  o   oder  y  +  kjx  =s  o. 
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Daff  endlich  m  =  — *  und   ^e::  -=~  ist,  wenn  die  Linie  beide 

Äsen  schnei  d«ty  folgt,  wenn  man  in  die  Gleichungen  x 4* mx ^™ "^ 
and  V  +  Al»  xs  ^  die  Werthe  — ^  von  k  und  « von  m  seist. 

Dieses  giebt  »  4*  T »y^ta  und  y  +  — ^'^— •  *  =  ^^  oder 

ftqc  —  acjr  +  xy  s=  «5  —  ay    und   «y  —  ocy  +  xy  =r  «J  — .  ioc  ,    oder 
(x  4"  ^y  =^  '^    ^''^    ay  ^  bo6  ^  ah,    oder   x  -f-  -*•  y  s=  a   und 

y  4  —  X  =  &.    Zieht  mtn  davon  die  Gleichungen  x  •(-  my  c=.a  und 

yJ^^kx:=ih  dhf  so  findet  man  -r-y^^my^zo  und  — «  — ibesso» 
also 

ii|  =  -^  und  X:  =  — , 

Auch  folgt  solches  unmittelbar  aus  der  Figur.     Denn   unter  den 
gleichen  QuoUenten    jyp,  -g-p^  «tc.,  oder  j-;^,  und  ^'X^t 

•^Xi  etc.,  oder  r' ,   welche  gleich  k  und  m  gesetst   wurden, 

Cxy»  o-^y 

gehören  auch  die,  -g^  =  — :,  für  y:^h  und  x=o,  und  gr-j  =  ^ » 

*  .  h  a        ^ 

iSUrxssa  undys:o;  also  ist  auch  X;  = -^  und  mz:^-^;  wie.  vorbin« 

236.    , 

Zusätze»     I.    TVenn  eine   grade  Linie   beide  Axen   sehnet^ 
det  tind  also  die  Oleichung 

X  +  *«-  y  =  a  oder  y  +  —  x  a=  b 
h  ^  "^        a 

ha(,  ist  diese  Gleichung  auch,  wenn  man  mit  b  odei*  a  nkultiplicirt^ 

bz  +  ay  =»  ab. 

Oder  auch 

jvenn  mau  miä  a  oJer  b  dividirt. 

Schneidet  aber  die  Linie  nur   eine  AxCf  oder  geht  sie  durch 

den   Anfangs-Punct   der   Coordinaten^  so   mufs  man  hef. 

den  Gleichungen  z  «f*  noy  =  &  oder  y  +  kx  =  b ,  welche  allgeaiAn^ 

für  alle   Fälle  passen f   bleiten,   weil   alsdann   a  und  b   unend^ 

lieh  grofs  oder  Null,  und  also  die  Gleichungen  in  der  Form 

XV  N  »    ' 

ha  +  sy  =  4   9*^^ 1-  -t~  =;  o  unbestimmt  sind, 

an' 

IL    Die  Grö/sen  a  und  h,  so   wie  auch  k  und  m  in  den  Gieir. 

ehf^ngen  einer  graden  Z»inie^ 

z  4-  my  =  a  und  y  +  ^  =  b 
waren  diejenigen,  welche  für  alle  x  und  y,  oder  für  alle  Punetm 
de^  Linie ^   wo   sie  immer  liegen  mögen  f  dieselben  bleiben»     Sie 
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sind  also  unverSnderlith»  Grofsm  vonhestimmtem  ff^0rth^^ 
im  Gwgmisatz  tu  den  v  er  an  der  liehen  Coordinmten  x  und  y, 
weUhe  b  e  liebige  TVertke  hohen  können.  * 

IIL  ^Verschiedene  grade  Linien  unterscheiden  sieh  nur  durch 
dia  unveränderlichen  Qröfsen  a»  b,  k  und  m;  denn  dim 
Form  der  Oleiehungen  ist  für  alle  dieselbe,  und  x  lind  j 
können  die  Coordinaten,  sowohl  der  einen  als  der  andern,  hereifhueni 
JVill  man  also  verschiedene  grade  Linien  durch  Crleichungen 
au^ rücken f  so  kann  solches  etwa  durch  die  Gleichungen 

x  +  m^yssB.,  oder  y  +  k^xebt, 
x  +  mty=i9iy^  oder  y-|-»jX=»ba, 
z4-m»y  =  as>  oder  y-f  ^sSBcb,, 
^  etc. 

gesekehen'j'iDO  m.,  k»  fty,  b| ;  nit»  kj,  a^,  bt  etCm  die  unverändert 
liehen  Gröfsen  oder  Parameter  der  verschiedenen  Linien  sind, 

237. 

Lehrsatz*  fVenn  zwei  beliebige  grmde  Linien^  dmren  Glei'^ 
ekmngen 

x  +  m^yznaLgy  oder  y  +  k^zz^bx  und 

z  +  m3y  =  as,   oder  y-f  k^x^bi 
ehtd,  mit  vinunder  pmrallel  seyn  sollen,  so  ist 

rnfSssm^  und  kj=kt  und  asb^zsa^bi.  «^ 

Beweis.  Die  rccHtwinkligen  Dreiacke  unter  den  beiden  LioieA 
fftr  gleiche  Coordinaten  sind  ähnlich,  weil  die  Linien  parallel 
seyn  sollen»  s.  B.  fiir  die  beiden  parallelen  Linien  C,D.  nnd  CxDi 
(Fif.  i33.)  di«  breiecke  M^T^D^  und  M^V^D^.    A|so  ist 

— y_ JL — y  oder  fcf  =  ^2  on^ 


t,  —  ^       a,  —  ac 


oder  anch^  weil  Xi,  =>! ,    fc,  sb -^  und  nii  ss  r^»    MaS^iii 
(S»4l55:  n.  a56.) ,  -^  =  -i ,  oder  «t&j  =aa  a,it. 
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Lehrsatz^  Wenn  zwei  beliebig$'  grada  Linienl  i$r$i^ 
Gleichungen 

z^-iDiy  :äsa, )  oder  y^-kySsb,  und 
X  +  nia  y  =:  as  >  oder  y  Hh  ka  z  =  b« 
sind,  auf  einander  senkrecht  stehen  soUium  so  ist 

k^i  =:  —  ly   m^ni}  ^  —  i   und  a^ a,  ss »—  ögh^ ;  aäth 

«Uli  ihre  Ghiehu^gen  sind 

y4-m,y=aj   «nJ  z— k^y  siza«; 
"  ^  oi#r  y  +  kcZrsbj  »tJ  y  —  m,z=3bi» 

B« IT 9(1.  Die  rechtwinkligen  Dreiecke,  unter  den  beiden  Li* 
nien,  fOr  gleiche  Coordinaten,  sind  in  entgegengesetzter  Laße 
ihnlich,  t.  B.  fdr  die  beiden  anf  einander  senkrediten  Linien 
C^Dt  nnd  iMr,0,  Q^ig.  i33.),  die  Dreiecke  M^F^D^  und  ÜTtPsD^t 
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nnd  «wr  .0,  daf,  ^=^^^ .    D.  nun  ^^=_Z_  =fc, 

-     D3P3  » «2  '    «1—»  1.  .^-^  .1 

«»^  537^=  "7^=* -  -7 — ^ -t;  »*•  •»  »'  *.  =  - 1;. 

oder  Jc|^t  =--*t.  Ebeh  so  ist  m^mi^ziz  ^  i.  Ferner  ist,  weikit^ 
es—,  fca  =  —  (j,  a35.  a36.)  und  ^^^2  =  —  >  war,  -^—^  =—  i;  also 
«2^2  s=s -*  ^1^2*    Desgleichen  ist 

*     '  *  Wi        ^1        «X 

nnd  k^*^  kt  =r  fcj  +  t-  =  -^  +  r^ . 

«1       ^z      '^i  ^ 

Also  ist  Hij  —  tifj  SS fcj—  Ä[j.    Nun  ist  wegen  mj  =3b  — —  und 

fiti 

X^iiRx  =  if  m,  ^ — k^»  Also  wenn  die  Gleichung  der  ersten  Li- 
nie oc  -f-miyesa^  ist,  so  ist  die  Gleichung  der  zweiten,  x  —  k^y 
=  «2*  Bhen  so,  wenn  die  Gleichung  der  ersten  Linie y-|*^z^=^x 
ist»  ao  iH.die  Gleichoog  der  swei  ten  y  —  m£xz:zbi. 

239. 

Lehrsatz»      Wenn   zwei    beliebige    grade  Linien,     der^n 

Gleichungen  . 

.x  +  miY=iaL^,   oder  y+kiX=hj    und 

X  +  mjy  er  aj  ,    oder  y  +  kjX  =  h, 

sind,  einander  unter  be  liebigem  pp  inkel  schneidenf    und 

man    bezeichnet   die    Coordinateti    ihrer    Durchschnitts" 

Puncte  durch  p'und  q,   so  ist 

h»  —ha        •           a«  -*-  a« 
p  =  |-i — ~  und  q=— i i. 

Stehen  die  Linien  zugleich  auf  einander  senkrecht,  so  ist 

Beweis*  Itk  dem  Durchschnitts •  P unete  sind  die 
Coordinaten  zweier  Linien  die  nemlichen*  Also  ist 
für  diesen  Punct,  sowohl  in  den  Gleichungen  der  ersten,  als  in 
den  Gleichungen  der  zweiten  Linie,  xznp  und  y  esa;  folglich  iit 

P  4"  ^i9  +  ^x  *   ^^^^  '9  "t"  kjP  =  ^z  und 
•*.!.'        •      ,   P  +  'nzi:^a2,   oder  y -f  fcap  =  &a. 
Zieht  nian  diese  Gleidiongen  voii  einander  ab,  so  erhält  man 

("*x  "*  Wa) y=3  «j  —  at   und   (^i  —  k^)p=zbi  —  &2» 
also 

kl  —  kt  ^       nij— nij 

welches,  das  Erste  war. 

Es  folgt  daraus  f-zr^huh  .  ^i "•""«.    Sollen  nun  dk  W- 

den  Linien  aufeinander  senkrecht  stehen,  so.  ist  zu  Folge 
(^^38.)  nix  — -Ml  =  ^j  —  ^2>  also  alsdann 

p  ^1 — bi 

;  .  y  ■    Äj  —  flj  ^ 

welches  das  Zweite  war. 
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240. 

Lehr  Satz,     Soll  sine  grade  Linie  p  deren  Gleichung 
X  +iny  =  a ,  oder  y  +  kx  =  i 
ist,  durch  einen  hestimtntenPunct  gehen^  dessen  Coor» 
dinaten   p    und  q  sifidf  so  ist  ihre  öleifhtmg 

X  — p+mCy  —  q)  cao,    oifer  jr  — q  +  k(x— p)  =  o, 
oder  auch^   wenn  die  Linie  beide  jiocen  schneidet^ 

(y— q)a.+  (x  — p)b  =  o,     ^ 
«11^  SS  folgt  daraus ,   wie  gehörig f   dafs   durch  einen   finiel-* 
nen    Fupct  unzählige    verschiedene  grade  Linien  ge» 
hen    könne  Um 

Beweis,  Da  der  Panel  (pQ'\  in  der  Linie  liefen  soll»  to  ist 
«ach  för  iikJk,  vermöge  der  Gltichung  der  Linie t 

•p  4-  mq  SS  a ,   oder  o  +  fcp  =s  i. 
Zieht  man  diese  Gleichung  von  der  Gieichong  der  Linie  ab,  so^ fin- 
det man 

X— ;y  +  m(^— -9)  SSO,  oder  y'-q  +  h(o(i^p)ss  o, 

oder  auch ,  weil  kzsz  —  und  m  =  -r-  ist, 

a  •     .b 

a  h 

«  — p4-"j-(r— 7)  =  ö«  oder  y  — 9+  — («— rt  =^0,  oder 

(r — 9)«  +  (*— P)*  =  «5 
wie  bebaoptet  \Hrd. 

Da  sich  übrigens  die  zwey  Gröfien  a  und  &,  welche  die  Lage 
der  Linie  be.%timmen,  oder  m  und  k,  aus  dieser  einen  Gleichung 
nicht  finden  lassen»  so  bleiben  sie  wiUki'ihrlich,  und  folglich  kön- 
nen unzählige  verschiedene  Linien,  alle  clurch  den  Ponct  (,p^)  gehen* 

241. 

Lehrsatz,     Soll  eine  grade  Linie  ^  deren  Gleichung 

X  4*  niy  SS  a ,   oder  y  -^  kx  =  b 
ist^    durch  zwei   bestimmte   Punote  gehen^  deren   CoordU 
maten  px<Ix  *"'^  PsHs  sind  ^  so  ist 

Pi"~Pa         q2— qi 

und  die  Gleichung  der  Linie  ist 

.  .    (Pi—Pa)y  +  (q2-qi)«  =  Piqa— P2qf, 

Da  a,  b,  t,  m  völlig  durch  Pi^j  t  P2q2  bestimmt  werden  ,  10  jOlgi 
daraus,  wie  gehörigj  dafs  dur,ch  zwei  'gegeb eae.  Pluncte 
nur  eine  grade  iLinie  gehen   kann. 

Beweis,  Da  die  beiden  Pnncte  (p^^t)  ^^^' (Pa^a)  ^°  ^^'^ 
Linie  Jiiegen  sollen»  so  ist  auch  für  sie,  vermöge^^der  Glekhani^' 
der  Linie: 

^t  +  fn^i  =  Ä,  oder  ^i  +  kpj^  =?. h .  und  . 

Pj  +  mf 2  SS  a  y   oder  f i  +  kp^  =  h. 

ZiAi  man  diese  beiden  GleiclnRig<te  von  einander  lab,  so  erhält^  man  ' 

Px— /^i  +  w»(?i— yi)  =  o  und  y,  —  ^a  +  ^^CPi^^-F»)  ==o- 
Daraus  folgt 
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jt  --  ?lZl5i,  m  =  ClZiZi,  iKrie  oben.  Ferner,  weil  s.  B.  p,  +  »19^^=« 
und  y,  +  kj}j^  =  6  war, 

P,  + 2^^:^' 7.  =  «  and  y, +  2:^^::^7'i  =  ^ 

'^^       9»— 7x  ^        Ti  — F« 

oder    /•• 

9a  — 7i  Fi— F» 

oder 

F.<yi-Fiy>^^  ^„^  Fiy.-F.y,  _^^  ^^^  ^|^^ 

y,— ya  Fl— Fa 

Deaglcicben;  venn   mon  z.B.  die  AosdrÖcle  von  m  und  a  in  die 
Gleichung  der  Linie  sc  -|*  '»  y  ^=  «  st tst«^ 

«+El=Zl.3,,aF££rzZl£L,  oder 
(Fx  — Fa)r +  (ya  — 7i)*=^Pi9'i— Fa^i»  wie  oben.  . 

242. 

Zusätze,    h    Ift  (Fig.  i34.)  vo  M^  und  M,  die  beiden  ge- 

f ebenen  Püncte  ^eyn  niöffen,  durch  wetcfae  die  grade  Linie  BiE^  0e- 
en  doli,  ist  die  Fläche  &s  Dreiecks  MiAM.  gleich 
Dreieck  M^AV^  +  Trapez  P^M^M^P^  —  Dreieck  M^AP^,  oder 

J^M2AMiZ=l{ptq2+Pt9i  +  Pi92'-pt9t^P292  —  Fi7i)«  «der 

Ferner  ist    das  ßechteck  PaTW,  =(;i,  —  p,)y    und   dat  Rechteck 
Ojilfj  ss:  ('ya— ^j)x.     Nua  ist  vermöge  der  Qlelchung  der  Linie 

(Fl— Fa)y  +  (^a  — 9x)*  =  Fx9a  — Pa?x* 
Also  folgt  y   tf2a/j  J10    Summo  der  Rechtecke  PsM,   mr^  QiMa 
für  beliebige   Puncto  M,  und  Ma  doppelt  SO  grofs  ist,  als  das  Drei" 
£ck  MtAM, . 

II.    Wenn  einer  der  Pancte,   dorch  welchen  eine  grade  Linie 
geben  soll,  z.  B.  der  Punct  (Fi7i)   der  Anfangs- Panct  der  Coordj-* 
naten  ist,  so  ist  /^^  ==0  und   y,  Esto.     Also  ist  alsdann  die  Glei- 
cbong  der  Linie 

y«  oc  —  Fa  >■  ==  o« 

Es  folgt  daraus  tois  gehörig 

.     i  =:  E? 
y         9t' 

lir.  Seil  eine  grade  Linie  durch  ieinen  bestimmten  Pnnet, 
K*  B.  (pt9g)  gehen  und  mit  einer  der  Axen,  z.B.  mit  der  Axc  der 
90  parallel  s^n,  so  ist  es  soviel^ als  venn  Bie  durch  zwei  Puncte 
gfht,  deren  OHinalen  9t  und  9%  einander  gleich  sind.  Man 
mufs  daher  in  die  Gleichung  der  Linie  ($.  a4it)  9^  =:  9t  setzen; 
Dieses  giebf  (pj  —  p,) y  ca  (p ,  — pj)qa ,  äZjo 

ycBqa*  ...  '  j 

toie  gehörig,   weil  alle  Ordinalen  der  Linie  jetsX  gleich  qa  suia^ 

(jtcie  in  S.  aa^.V 

243. 


I- 
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.    ^      .  '      '.      '     . 

tjehrsaiz.  Jiott  hink  gi-aäe  JLi^iä  dureii  iineii  5«- 
stiinrnteit  Pünet  (pd)  gekpn  ukd  Zugvieh  auf  äiütt  äH^ 
dsrn,  derdh  Gleiehung 

iit,  ääiiktethi  st^H^n,  so  ist  ihrb  Gleichung t 

^^q  =  in.(x— p),  oder  i  — ps=ki(y— q). 
Diä  Liniä  ist  dmteh  ,di&  BestiiiuätmgS'  Se&ekä  p^^  mnä  k^  dei' 
Anderh  tAHis  Und  durth  diä  Ööordlnatsn  p  Und  ^  d4s  b »stimme 
tsu  Fuhcts  g^gehen^  Uhd  folglich  ist  nkr  eine  LtHih  rhö-e^ 
lieh,  welche  durch  einek  heHimmten  Puh^t  (p<})  gbht  und  zugleuh 
tmf  einer  andern  gegetenen  lAnie  senkrecht  steht. 

Ist  äbi^  bestinükih  Pünet  (pcß  dar  JnfaHgs  -  Punei  der  Cöördii 
ikuMt^  so  ist  pz±Oi  4±=o;  also  ist  alsddhn  die  Olbiehung  dst  LüUäi 

ysm^x  oder  nssksf. 

B^ioäiii  bi  Alt  kidcrt  linicn  mit  Manikit  ietJkncht  ierii 
Mtik,  nad  di<  GleichöBf  Aet  t^ntn  ac^miy^t^^t  oSiet  y^k^x^oi 
jtty  so  itt  sn  Folg«  (|^  938«)  die  Gleichung  der  tfndciiit 

9C— ijyriÄt^  oder  v«^m3'0oc=:ft^.    . 
Nttti  soll  Mit  äle$^  mdifrt  Cime  a*ch  nodi  durch  deh  Putict  (p^ 
gehen»  äüo  Ist  äfDch  iät  9§^pf  y^a^f^ 

•p^kiffzuaa   0d*r  ^ -a- *ii tr si: 5^ . 
&eht  iHan  diöle  Gleichung  ^on  de^  vorige  «b«  *o  mk9M  iftan 
9»  — p  — *i(y— y)  =  o  und  y^q  —  «ia  f»— ;»)==o,  oM 
r— ^=3;M,(90-J.p)tmdtt-^|ysfc,(jr-='^; 
tk  behiöptet  wird.  9 


ä44. 

ZjeHräatXi  iöll  eine  grade  Liniä  4krek  e  ^nfh  h  eätikikt' 
ieh  Punct  {fx^^)  gehen  und  zugleich  auf  einer  anderH 
senkrecht  steheri,  die  durch  ztöe'i  hestikimtS  PuHcte 
(Pz^i  »n^  ip^^i)  g^k^  ^  ift  ihre  Gleichung/ 

,      (r'-<ii)(q»— ji*)=f={F«,--x)(p2--p.$)%  .  , 

Ist  dar  Punct  (piq«)  der  Anjanes  »Ptinct  der  CoörditiMted^  iO  ist 
p|3SOy'  q^=0,  also  alsdann  die  Gleichung  ddr  JUnies 

.       '.    yCqu—qs)  Ä5  x(p|,-Dji).^ 

Ist  einer  der  beiden  andern  Punete^  z.  B.  der  Punct  Cpt  qy)  dv^  J^r 
fange  "Pün^t  der  CoördinateH,  sO  ist  p^z=io,  q^  =  0  und  also  dU 
Gleichung  dir  Linie  in  diesem  Fall 

(7  — qi)q2  s=  (Pi-^«)Pa»   od^ 
y^2  +  ^l'a  =  PiP'i  +  qi^a- 
Beiv&is.    i)te  Gleichung  d^r  Liiiie,  welclie  durclli  diW  bd<te'n 
Aificte  ip^^j)  ''"'^  (P^q»)  gehte  toll»  i«t  sn  Folge  ($.  a4i«) 

(Pa -- r*>y  +  (q^ — q«) « = Fä9» -^  ?'f9'«  > 

p2  —  Pst  Fa— F* 

oder,  irefm  tftafi  einen  Aagenblick  % 

Fa-Fi^  Fa— F» 

Crelle's  Geometrie.  14 
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Soll  nun  die  andere  Linie,  welche  durrli  den  besliromten  Ponct 
(piVi)  S****»  •"^  dieser  senkrecht  stehen,  so  ist  ihre  Gkichung  tu 
folge  (5. 343.) 

X  —  p^  =:  ^2(7  — 7,), 

abo  hier 

P2  —  P% 

oder  (y  — 7i)<7»^ys)=(Pi— *)(F2— rj)j 
wie  behauptet  wird. 


wa« 


245; 


Lehrsatz,     Die   Län^e   P    eines   Perpendikels    auf    . 
einem  gegebenen  Puntte  (pq)  auf  eine  gegebene  ^rade  Linie ,  deren 
Oleichuns 

X  4-  m  y  =:  a  pdfr  y  +  k  x  =  b     ^ 


'^ 


tst,  ist 


1) 


^_b-^q^kp_a--p-^fnq 


filmet/.    Der  gegebene  Punci  (ptjf)  sey  M  (Fig.  i^b.),   so  ist 
der  Inhalt  des  Dreiecks  JMD=iaq,  .  .     * 

*^  der  Inhalt  des  Dreiecka  >^7^C==:£V* 

.  der  luball'  dea  Dreiecks  CMD  =  *  P  /(a«  +  &«) , 
der  Inhalt  des. Dreiecks  CJD  ^\ah» 
Der  Inhalt  d^r  drei  ersten  Dreiecke  aber  ist  dem  Inhalte  des  letzten 
gleich.    Also  ist 

aq  +  bp  +  P}^(a^  +  b*)  =  ab. 
Hieraus  folgt 

h  « 

p aft  -—  gy  —  hp  ^^  ^        tf    ;  _^ »  ^ 

oder  weil   -r-ssrfit,   —  ==:  fc  ist  (J,  a35.)» 

'      TCH^W^  /(!  +  "»«)  • 

wie  behauptet  wird. 

246. 

Jnmerkuns.  Diese  Sätze  reiche  hin,  die  Abschnitte  and 
die  Lage  sich  schneidender  gfader  Linien  auch  ip  andern  Fällen 
durch  Coordinaten  zu  finden. 
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Vom    K  r  ßS  a  e. 


r  y\ 


J-^rklärungen.  I.  Die  von  einer  Kreislinie  um- 
schlossene Fläche  heifst Kreis  {tat.  Circulus),  Die Kreis^ 
Linie  hei/st  auch  Umfang  des  Kreises  {Peripheria),  Die 
gleichen  Entfernungen  aller  Puncte  der  Kreislinie  von  ihrem 
Mittel*  Puncte  M  (Fig.  l36.),  also  die  graden  Ldnien  AM 
ssBMsCM^DMefo.  heifsen  Halbmesser  {Radii)*). 
II.  Jede  grade  Linie  durch  den  Mittelpunct  eines  KrH^ 
ses,  innerhalb  des  Kreises  ^  die  also  dem  zwiefachen  HaW- 
messer  gleich  ist,  heifst  Darcbmeaser  {Diameter), 

IIL  Jedes  Stück,  der  KreisUniey  oder  des  Kreis -Um- 
fanges,  wie  z.  B.  AB,  ABC,  ABCP  et€.  hetfst  Kreis-Bo. 
gen  {Arcus),  Der  Bogen  kann  auch  grbfser  seyn  als  der 
gante  Umfange  und  grö/ser  we  eine  beliebige  JSahl  von 
Umfangen ;  ohne  Ende,  Dann  enthält  der  Bogen  einen  oder 
mehrere  Umfange  und  noch  ein  Stück  des  Umfanges  dcuUf 
z.  B,  der  Bogen  ABCP AQ  enthält  einen  ganzen  Umfang 
und  noch  das  Stück  AO  von  dem  zweiten,   ' 

IV.  Jede  von  einem  Kreisbogen  und  den  beiden^  durch 
die  Enden  des  Bogens  gehenden  Halbmessern  eingeschlos^ 
sene  Fläche^  wie  z^  B.  AMB  oder  BMC  ^tc,  heifst  l^r.eis- 
Ausschnitt  {Sedtor). 

V.  Jede  grade  Linie^  welche  eine  Kreislinie  schheidet, 
wie  EFGH,  IKLZ  etc.  heifst  SchDeidende  {Secans). 


i  nothwftndig,  wenigstens  cliejenri^n  Uteiniachen  Benetir 
beim  Kreise  su  meraeki,  welche,  Kom  Theil  mit  dent- 


♦)    E«  ist 

»eben  Bie^Dgen,   bäu6g   auch   ttatt  der  deaUchen  gebraucht 
werden. 


14* 
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D^  inn^rhalh  des  Ki^eises  Uegehd^e  Theil  einer  Se- 
cante^  wie  FG,  KL  etc.  keifst  Sehne  {Chorda).  Jede 
Sehne  gehört  zu  ziUei  Bogen,  die  Xi^salmnten  einen  oder 
mehrere  Uftifäng^  ausmachen^  z.  B,  die  Sehne  FG  gehört 
zu  den  beiden  Sogen  FN6  und  FRSG,  weiche  zusam- 
men einen  Ümfanj^  cäisniacheH ,  und  zu  jedem  dieser  Bogen 
"kann  fnan  noch  einen  oder  mehrere  Umfange  hinzugetfiah 
sich  vorstellen. 

Das  Petpendikel  aus  dem  Mittelpunct  eiMs  Kreises  auf 
eine  Sehne f  wie  MX,  he^fst  auch  Apotome. 

VI.  Die  von  einer  Sehne  und  dem  zugehörigen  Bögen 
nngeschtossene  FlächiejiMe  z.  J3.  die  Fläche  FNG,  oder  die 
Fläche VDPCG  hei/st  Rreis-Abichnitt  (ßegmenttm). 

VW«  Plächenj  welche  von  zwei  Kreisbogen  von  glei' 
chen  oder  ungleichen  Halbmessern  eingeschlossen  iverden, 
wie  \Y  Yi  YftCB ,  heifsen  Monden  {Lunuiae^  Menisci), 

VIII.  WinkeL  deren  Schenkel  zwei  Halbmesser 
sind,  und  detm  Scheitel  also  im  Mittelpunct  des  Kreises 
liegen y  ufie  z^  B.  BMG,  CMD  etc.  heifsen  Winkel  Am 
Mittelpuncte. 

IX.  Winkel^  deren  Schenkel  zwei  ßehnen  sind^  und 
deren  Scheitel  also  itn  Urnfange  liegen^  wie  z.  B.  ^RS^  hei- 
fsen Winkel  am  ümfanjfe,  und  man  ^gt^^der  fFin- 
fteZ  QRS  atehe  auf  dem  Bogen  ()5.  ' 

X4  Jede  grade  od^fr  zweite  Kreislinie,  wie  tt/j,  ßf,  7^ 
etc*y  zwischen  welcher  und  einer  Kreislinie  keine  grade  Ia- 
nie  mbgKch  ist^  die  die  Kreislinie  nicht  zweimal  sdinittey 
heifst  Berfjhrende  {Tangens),  auch  wohl  die  gradeli- 
nie  auschlief stich  Berührende  oder  Tangente, 
die  zweite  Kreislinie,  berührende  Kreislinie, 

XI.  Gradlinige  Piguren,  deren  Undpuncte  in  eiher  Kreis- 
linie liegen  wie  z»  B.  abcd»  heifsen  eingeschriebene 
(inscriptae).  Der  Halbmesser  des  Kreises  ist  diso  der  Halb- 
messer der  Ecken  4in(hr  eingeschriebenen  Figur» 

XII,  Gradlinige  Figur en^  wie  aßySe^  derben  Seiten  Tan^ 
genten  einer  und  derselben  Kreislinie  sind^  hei/sen  nm- 
achriebene  (circumscripta^) .  Der  HaUbinesser  des  Krei- 
ses ist  also  der  Halbmesset  der  Seiten  einer  um^ 
schriebenen  Figur. 


\ 
) 


y 
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I.    Voi^  gleichen  Kreisen  HQd  dem  "was 

duTO«   abhängt 

248. 
Lehrsätze.    I.     Wenn  KreUe  ^leicAe  Halbmesser 
hßhem^  SQ  smd  sie  ^McA. 

Reweis.  ^Man  lege  die  Iküttelpiuicte  der  Kreide 
in  einaadery  ft.  E.  N  in  M  (Piff.  xSy.)»  *<>  ^^^^  netbweo- 
dig  irj^end  ein  Ponct  JB  der  Krei^Knie  (IL)  ia  einen 
Punct  A'  der  Kreislinie  (L)»  weil  die  Halbmesser  BN 
und  AM  gleich  voraasgesetst  werden.  Abiar  auch  kein 
anderer  Pnoct  der  Kreislinie  (II.)  kann  aaüierhalb  der 
Kreislinie  (I.)  faHen.  Denn  geseUt^  der  Panct  0  fiele 
in  P;.  anflierhalb  der  Kreislinie  (I.)>  so  wären  die  £nt- 
fernimgen  MF-  oder  QN  der  Enifernang  uiM-  niollt 
gleich,  weil  die  Entfernungen  alle^  Pancte  de«  Um- 
fang es  des  Kreises  (I.)  gleich  sind.  Es  wird  aber  JBjW 
^:=:AM  Toraasgesetst,  also  aach,  weil  QN  zsz  BN  isty  QN 
sszAM.  Folglich  können  JfP  und ^M  nicht  nngleioh 
seyo,  and  folglich  kann  kein  Ponct  der  Kreislinie  (II.) 
aoTserhalb  der  Kreislinie  (I.)  fallen,  sobald  man  die  Mit» 
telpuncte  in  einander  legt,  und  folglich  sind  die  Kreise 
gleich,  wenn  sie  gleiche  Halbmesser  haben. 

II.  Werm  Kreise  gleich  sind,  so  haben  sie»  gleiche 
Üalkmesser. 

B etaeis.  Man  lege  die  Umftinge  der  gleichen  Kreise, 
s.  B.  (II'  und  I.)  (Fig.  1S7.)  in  einander.  Gesetz  der 
Mittelpunct  N  des  Kreises  (II.)  iiele  nicht  in  den  Mit- 
telpunct  M  des  Kreises  (I.),  sondern  irgend  wo  anders 
hin  9  s.  B.  in  Z,  s^  seyf  CMZK,  ^ine  grade  Ijinie  durch 
üf  und  Z.  Da  nun  alle  Halbkiesser  beider  Kreise 
gleicli  seyn  müssen,  so  müfste  CM^^MK  und  sogleich 
CZssZJK  seyn.  Dieses  ist  unmöglich^  denn  es  ist  CZ 
=zCM  +  MZ  und  ZKiszMK  —  MZz=z'CM—MZ  und 
es  kann  nicht  GM-i-MZ^sCM—MZ  seyn.  Also  kann 
der  Mittelpunct  N  nicht  aoTserhalb  des  IVEittel  -  PuocU  M 
fallen;  die  beiden  Miltelpuncte  müssen  vielmehr  in  ein- 
ander fallen.  Dann  aber  sind  die  Halbmesser  der 
beiden  Kreise  gleich;  denn  sie  sind  alsdann  die  Eotfer- 
uungen  einer  und  derselben  ISoreisUnio  von  einem  und 
demselben  Puppte« 
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249. 

Lehrsätze,  I.  ff^enn zwei  Kr  tiS'  Ausschnitte 
gleiche  Winkel  am  Mittelpuncte  und  gleiche  Halbmesser  ha- 
beUf  so  sind  sie  gleich. 

Z.  B.  die  Ausschnitte  CME  und  EMG  {Fig.  iS?.), 
oder  wenn  CMssDN^  die  AuBSchnitte  CME  und  J)NPy 
Bfnd  gleich,  wenn  die  Winkel  CME  und  EMG,  oder 
CME  und  DNP  gleich  sind. 

Beweis,  Legt  man  den  Winkel  DNF  oder  EMG 
in  den  Winkel  CMGy  so  fällt  D  in  C,  F  in  E,  eben  so 
wohl  wie  £  in  C  und  6  in  E.  Dann  aber  müssen  aach 
die  Bogen,  welche  mit  den  Schenkeln  der  gleiches 
Winkel  die  Ausschnitte  einscbliefsen»  in  einander  fallen. 
Denn  da  alle  Halbmesser  des  Bogens  GE  gleich  laojr 
aind^  so  yrärey  wenn  irgend  ein  Punct  der  Bohren  EG 
oder  DP  aufs  erhalb  des  Bogens  C£,  etwa  in  P  fiele, 
Ider  Halbmesser  MP  nach  diesem  Puncto,  dem  Halb- 
messer des  Bogens  CE  nicht  gleich^  welches  der  Vor- 
aussetsnng  entgegen  ist,  indem  auch  die  Halbmesser 
der  Bogen  £6  und  DP  alle  unter  sich  und  dem  Halb- 
messer des  Bogens  C£  gleich  sind. 

Da  Dun  die  Schenkel  des  Winkels  und  die  die 
Ausschnitte  begrenzenden  Bogen,  also  alle  Grensea 
der  Ausschnitte  in  einander  fallen,  so  sind  die  Aus- 
schnitte gleich. 

n.  Wenn  zwei  Kreis-Ausschnitte  gleiche  Bogen 
haben  ^  so  haben  sie  auch  gleiche  Halbmesser  und  gleiche 
Winkel  am  Mittelpuncte  und  sind  gleich. 

Zi»  B.  wenn  in  (Fig.  iSy.)  die  Bogen  DP  und  CE 
^  gleich  sind,  so  sind  auch  ihre  Halbmesser  DN  und  Cil 
und  die  Winkel  am  Mittelpunct  DNF  und  CME  gleich 
und  die  Ausschnitte  DNP  und  CME  selbst  sind  gleich. 

Beweis.  Man  lege  den  Punct  D  in  den  Punct  C 
und  den  Bogen  DP  in  den  Bogen  C£,  so  fällt  P  in  Ej 
weil  die  Bogen  gleich  seyn  sollen.  Fiele  nun  der  Mit- 
tfdpunct  N  des  Bogens  DP  nicht  in  den  Mittelpunct  M 
des  Bogens  CE,  sondern  irgend  wo  anders  hin,  k.  B.  in 
r,  so  dafs  DN  in  CY,  PN  in  EY  fiele,  so  wäre  CY=EYy 
weil  die  Halbmesser  DN  und  PN  gleich  sind.  Da  non 
auch  die  Halbmesser  CM  und  Em  gleich  sind,  so  wä- 
ren in  den-  beiden  Dreiecken  CYM  und  EYM  alle  drei 
Seiten  gleich,  nemlich 

CY=EY,CM  —  E^^ndYM=YM. 
Dieses  ist  unmöglich,  weil  mit  den  nemlichen  drei  Sei- 
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ten  nJcbt  zwei  verschiedene  Dreiecke  existiren. 
Also  bann  N  nicht  anfserbalb  M^  sondern  ninfs  in  jlf 
fallen.  Daraus  folgt,  dafs  die  Halbmesser  dei^  beiden 
gleichen  Bogen  und  ihre  Winkel  am  Mittelpuncte,  folg*- 
lieh   auch  die  Ausschnitte  DNF  und  CMM  gleich  sind. 

250,      * 

Zusätze*  I.  Also  gehören  zu  gleichen  Winkeln 
Qfn   imiittelpuncte  gleiche  Bogen  von  gleichen  Halbmessern^ 

,  II.  \md  zu  gleichen  Bogen  gleiche  Halbmesser  und  glei» 
che   Winkel  091  Mittelpunct» 

III.  Jeder  Durchmesser  eines  Kreises  ^heilt  ihn  und 
und  seinen  'Umfang  in  zwei  gleiche  Theile^  oder  in  Ha  Ibe  - 
Kreise  und  Halbe  ^Umfange. 

Denn  der  Durchmesser  besteht  aus  zwei  Halbmes- 
aem  »  welche  unter  zwei  rechten  Winkeln  zusam- 
menstofsen.  Die  Theile  vom  Kreise  zu  beiden  Seiten 
eines  Durchmessers  sind  also  gleiche  Ausschnitte, 
deren  Winkel  am  Mittelpuncte  zwei  rechte  sind. 

IV.  Jede  grade  Ldnie^  die  einen  Kreis ,  und  folglich 
seinen  Umfang  in  zwei  gleiche  Theile  theilt^  ist  ein  Durch- 
messer und  geht  also  durch  den  Mittelpunct. 

Denn  zu  dem  gleichen  Halbkreis -Bogen  gehören 
gleiche  Winkfei  am  Mittelpuncte.  Nua  gehören  zu  dem 
^Hnt^n  ünifaage  yier  rechte  Winkel  am  Mittelpuncte, 
also  f.wei  rechte  zu  dem. Halbkreise.  Also  stofsen  die 
Halbmesser  ans  dem  Mittelpuncte  nach  den  Endpuncten 
der  Halbkreise  unter  zwei  rechten  Winkeln  zusammen, 
und  liegen  folglich  in  einer  graden  Linie,  und  zwar  im 
Durchmesser»  weil  der  Mittelpunct  in  ihm  liegt.  Sie 
sind  folglich  die  grade  Linie  selbst,  welche  den  Kreis 
halbirt ,  weil  zwischen  den  zwei  End  -  Puncten  der  glei- 
chen Halbkreisbogen  nur  ei^ne  grade  Linie  möglich  ist 
($.  11.).  Die  halbirende  grade  Linie  ist  also  ein  Durch-' 
messer  und  geht  folglich  durch  den  Mittel- 
punct« 

251. 

IdeJirsätZe*  L  Wenn  zwei  Kreis-Abschnitte 
gleiche  Sehnen  und  gleiche  Hulbm  e sser  haben,  so  'sind 
sie  gleich, 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  iSy.)  die  Sehnen  CE  und  DF 
und  die  Halbmesser  CM  und  DN  gleich  sind,  so  sind 
cjie  Kreis  -  Abschnitte  CUE  und  DVF  gleich. 


\ 
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Petv0i^.  Weil  NP^Dtf  upd  JeM:^CM  iat  und 
pjy  =  CM  sey n  soll,  60  i»t  iq  den  DrisiecMn  CM]?  und 
p]!fF,  CHI^m,  UM  — PN,  apsjleipJnjn  ist  naqh  der 
Vpraps^etsupg  CEsszfiF.  AUp  «ind  ^U«  dr^i  ß^iteQ  in 
0em  einen  JDreieck  so  grofs  al<  in  dem  andern«  FQl|p- 
.  )ich  und  die  Preiecke  CM^  und  DJYF  und  mithin  auch 
^  die  Winkel  am  Mittelpuncte  CME  upd  j)jWFp  für  gleiche 
Halbmesser  CMsszDNy  gleich.  Za  sOlehi^n  Winkeln 
aber  gehören  gleicbp  Bogen  (^.  s6o,  I.),  Al^o  faUen, 
Wenn  man  die  Sehnen  CE  und  DF  in  einander  legt» 
fiuch  die  Bogen  C17£  und  DVF^  mithin  alle  Grenuift 
der  Kreis .  Absehnitte  CUE  und  DFT  iß  einander  und 
^Iglich  sind  die  Absehnitte  gleich.  .   " 

JJ*  .fTeni^  zfpei  Krtiß^Abschnitte  gleiche  Begen 
häben^  sq  f^aherp  sie  auph  gleiche  Sehnen  und  sind  gleich. 
Desgleichen  haben  sie  gleiche  Halhme^ssev  unfl  gleiche 
Winkfl  axfi  Mittelpuncte.  ' 

%.  %  ^enn  die  Bogen  CUE  und  DP7  gleich  sind, 
so  sind  anch  die  Sehnen  (TE'und  DF^  und  die  Ab- 
schnitte CUE  und  DVT  gleich,  und  haben  gleiche  Halb- 
messer CM=sDSf  un4  gleiche  Winkel  am  lilittelpuncte 
(}ME  =  DNF.  .        ^ 

,  Beweis.  Wenn  die  Bogen  Cl/IF  und  DFT  gleich  sind^ 
so  sind  auch  ihre  Sehnen  CE  und  DF  gleich  $  denn  legt 
man  die  Bogen  in  einander,  so  fallen  ihre  EodrPoncte 
|n  einander  und  Ewischen  swei  Puncten  ist  nur  eino 
grade  Linie  möglich  ($.  ii.).  Da  nun  auf  diese  Weise 
lille-Grenften  der  Absbhnitte  in  einander  fallen ^  so  sind 
die  Abschnitte  gleich-  Dio  Halbmesser  der  Abschnitte 
und  die  Winkel  am  Mittelpuncte  sind  gleich»  IveU  di? 
Rogeii  glßif^h  sind  (f,  960.  H,), 

252, 
'  Zu^atm.    I.  ufUo  gehören  z^gle}che^  Sehnen^  för 
gleiche  ffalhmesser,  gleiche  Bogen, 

IJ.    ^n4  z^  gleifh^n  JßQgen  gkifhf  Sejinen, 

253, 
Lehr^qtZß*    I.     JFenn  einß  graie  Jjinfe  (fuf  einer 
.  Sehne  senkrecht  steht  und  sie  halbirt,  so  hßlbirt  sie 
iiuch  diif  ZM>  4er  SAne  gehörigen  bpiden  Ppgßn  mit  i^l 
fin  Vt^rq^V^ßsser  deß  Kreises, 

fts  Pt   wpnn  DJB  (fig.  i5ö.)  imf  ^^  ^enlirecbt  und 
^(7=  PS  Wt,    SP   i\nd^  auch   die   Bc>gen   41^,  BD  und 
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4BB^  BSB  elelch  nod  DE  griit  durch  den  Blittelpnnct  * 
de«  Kreitea  M. 

Beweis.  Da  yfCss  b^  voranagfaetst  wird  und  die 
l^adep  Linien  1>C  nnd  £(7  «ich  selbst  gleich  sind,  so 
sind  die  rechtwinjLligen  Dreiecke  jipp,  BCD  nnd 
AGB,  PCB  gltich;  folglich  istv^2>=rBD  ai|d  AEs;;:BE. 
jOa  i^uf  diese  Weise  die  Kreis -^Abschnitte  jiPD^  BQD 
nnd  AKBy  BSB  {[leiche  Sehnen,,sngleich  aber  sämipt- 
lieb  eineo  nnd  denselben  Halbmesser  haben,  so  sind 
auch  die  ^ogen  APD,  BQD  und  ARE,  BSE  gleicji 
{$.  s5s.  10;  welches  das  Erste  war* 

Es  sind  abei*  ahph  die  Summen  dieser  IBogen  j?iLif/*P 
pnd  J^SBQD  gleich.  Dieselben  sind  also  Halbkreise^ 
Bod  folglich  ist  das  Perpendikel  DJ?  ein  Dordimea«- 
s«r  und  geht  also  ^arch  den  Mittelpunct3f($.a5o.iy.). 

n*  tFenn  eine  grade  X^nie  einen  Kreisbogen  un^ 
ßeine  Sefine  hßlbiri,  so  steht  sie  auf  der  Sehne  senkrecht, 
Jicdbirt'  auch  den  ßndsrn  zu  der  Sehne  gekjarigen  Bogen 
^nd  ist  ein  DurchTrtessejr. 

Z,  B/wenn  in  (Fig.  i?8.)  ^(7=  C0  ist,  und  die 
Pogen  jiPD  und  BQD  sind  gleich,  so  steht  DC  auf  AB 
aenkrecht;  ferner  sind  au0h  die  Bogen  ARS  und  BSE 
gleich  und  die  grade  Linie  DCE  geht  durch  den  Mit- 
telpnnct  des  ILreises  3J. 

Beweis,  Da  die  Bogen  APD  und  BOD  gleich  seyn 
sollen,  so  sind  auch  ihre  Sehnen  gleich  ($•  aia.  IIA 
]tf ithio  sind  in  den  beiden  Dreiecken  ACD  und  BCD 
pdle  drei  Seiten  in  dem  einen  so  grofs  als  in  dem  an. 
derp,  nemlich  AO^PC,  ^DaesJSP  ^nd  DC^DC,  folg. 
lieh  sind  diese  Dreiecke  gleich.  Also  sind  die  Winkel 
PCA  und  pCB  gleich»  nnd  folglich,  weil  AGB  eine  grade 
Linie  ist»  rechte«  Folglich  steht  DG  auf  AB  seqkrecht  ^ 
welches  das  Erste  war. 

Da  nun  auf  diese  Weise  DC£  ein  Perpendikel  auf 
die  Mitte  der  Sehne  AB  ist,  so  sind  auch,  vermöge 
(I.)  die  Bogen  ARE  und  BSE  gleich  und  DCE  ist  ein 
Durphmesser;  welches dasZweiteundDritte war. 

III.  Wenn  einß  Sehne  pon  einem^  Durchmesser 
fialbirt  wird,  so  steht  dieser  Durchmesser  auf  der  Sehne 
senkrecht  ^nd  haWirt  die  zu  ihr  gehörigen  beiden  Bogen* 

Z.  B.  wenn  DJlfE  (Fig.  i58.)  ein  Durchipesscr  und 
AC^=  CB  ist ,  so  steht  DE  auf  AB  senkrecht  nnd  die 
Bogen  APDy  BQD  und  ARE,  BSE  sind  gleich. 


2l8  1.   Theil.        3.  Buch. 


253- 


< 


B-eweis,  Da  die  Linie  DE  ein  DarcbmeMer  ist, 
so  geht  sie  darch  den  Mittelpnnct  il/.  Also  sind  AM 
and  BM  Halbmesser;  und  folglich  gleich.  Mithin  sind 
in  den  Dreiecken  AMC  and  BMC  alle  drei  Seiten  in 
dem  einen  so  ^rofs  als  in  dem  andern ,  nemlich  j4M 
^ssJBMj  AC=^BC,  nach  der  Voraasselzung,  und  CM 
SS  CM,  Folglich  sind  diese  Dreiecke  gleich ,  und  folg- 
lich sind  bei  C  rechte  Winkel.  Mithin  steht  DE  auf 
jiB  senkrecht^  welches  das  Erste  war. 

• 

Da  aof  diese  Weise  DE  ein/Perpendikel  auf 
die  Mitte  der  Sehne  AB  iai,  so  sind  auch,  vermöge 
(L),  die  Bogen  APD,  BQD  und  ARE^  BSE  gleich i  wel- 
ches  das  Zweite  war. 

IV.  Wenn  eine  f^acie  ,Lanie  einen  Kreis-  Bogen 
halbirt  und  auf  seiner  S e h n e  senkrs-cht  stehtj  so  hal- 
hirt  sie  mich  die  Sehne  und  den  andern  zu  ihr  gehörigen 
Bogen  und  ist  ein  Durchmesser, 

Z.  B.  wenn  die  Bogen  APD  und  BQD  (Fig.  iSft.) 
gleich  sind  und  die  gra.de  Linie  DCE  steht  auf  der 
oehne  u^l?  senkrecht»  so  ist  auch  AC:=:BC,  üogen  ARE 
:^  Bogen  BSEp  und  DCE  ist  ein  Darchmessei^. 

Beweis.  Da  die  Bogen  APD  und  BQO  gleich  seyn 
sollen,  so  sind  auch  ihre  Sehnen  AD  und  BD  gleich 
(§.  262.  II.)-  Also  ist  in  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken ACD  und  BCD,  AD=:BD  und  DC=DC.  Folg- 
lich sind  die  Dreiecke  gleich  und  es  ist  ACz=zBG\  vrel« 
^hes  das  Erste  war. 

'  Da  nun  auf  diese  Weise  DCE  ein  Perpendikel  auf 
die  Mitte  der  Sehne  AB  ist,  so  sind  auch*  vermöge 
(I.),  die  Bogen  ARE  und  BSE  gleich,  und  DCE  ist  ein 
Durchmesser. 

V.  Wenn  ein  Durchmesser  einen  Kreistagen 
halbirt y  so  halbirt  er  auch  seine  Sehne ^  Steht  auf  ihr 
senkrecht  und  halbirt  auch  den  andern  y  zu  der  Sehne 
gehörigen  Bogen. 

Z.  B.  wenn  die  Bogen  APD  und  BQD  (Fig.  i3ö) 
gleich  sind  und  die  ffrade  Linie  DCE  ist  ein  Durchmes- 
aer,  so  sind  bei  C  rechte  Winkel;  fernei'  ist  -4C=^^> 
und  auch  die  Bo;^en  ARE  und  BSE  sind  gleich. 

Beweis.  Da  der  Dorchniesser  DCE  den  llmfanff 
des  Kreises  halbirt  (§•  260.  IIL),  und  di^  Bogen  APO 
und  BQD  gleich  seyn  sollen,  60  sind  auch  die  Bogen 
ABE  und  BSE  gleich,  wie  beliauptel  wird. 
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Da  die  Bogen  ^PD  und  JBQD^tiBich  «ind,  00  sind  Aach 
ihre  Sehnten  AD  und  BD  gleich  ($.  2äs.  IL)«  Eben  so 
Yerbält  es  sich  mit  den  Sehnen  AE  nnd  BB  der  gleichen 
Bogen  ABB  und  BSE.  Also  siod  in  den  Dreiecken  ADE 
nnd  BDE  alle  drei  Seiten  in  dem  einen  so  grofs  als  |n 
^em  andern.  Folglich  sind  die  Dreiecke ,  und  folglich 
die  Winkel  ADE  und  BDE  sjeich.  Dann  aber  sind  die 
Dreiecke  .r^JSC  nnd  BDC  gleich,  weil -rfD=BD,  DC^DC 
nnd  die  eingeschlossenen  Winkel  gleich  sind.  Also  sind 
bei  C  rechte  Winkel;  welches  das  Zweite  war. 

Desgleichen  ist  ACszBC;  welches  daa  Dritte  war. 

VI.  Wenn  ein  Durchmesser,  eines  Kreises  auf  ei^ 
ner  Sehne  senkrecht  steht^  so  halbirt  er  sie  und  die 
zu  ihr  gehörigen  Bogen. 

Z.  B.  wenn  DCE  (Fig  iSö.)  ein  Durchmesser  ist  und- 
bei  C  rechte   Winkel  sind,   so  ist  AC=^CB  und  die;. 
Bogen  APDy  BDQ  nnd  ABB,  BSE  sind  gleich. 

Beweis.  Da  DCE  ein  Durchmesser  seyn  soll,  so 
sind  AM  nnd  BM  Halbmesser  und  folglich  ist  JM 
ssBM.  Mithin  sind  in  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken AMC  und  BMCj  AM=.BM,  CM=CM.  Also 
sind  die  Dreiecke  gleich  und  folglich  ist  AC:s=iBC^  wel- 
ches das  Erste  war. 

Da  nun  auf  diese  Weise  DE  ein  Perpen4ikel  auf 
die  Mitte  der  Sehne  AB  ist^  so  sind  anch,  vermöge  (L), 
die  Bogen  APD,  BQD  und  ABE^  BSE  gleich;  welches 
das  Zweite  war. 

254. 

Anmerkung.  Die  6  Lehrsätze  des  vorigen  Para- 
.  graphs  kann  man  auf  folgende  Weise  in  Worten  zusam^ 
menfassen» 

Es  kann  eine  grade  Linie : 

1)  die  Sehne  eines  Kreises  halbiren; 

2)  auf  iht  senkrecht  stehen ; 

3)  den  einen  oder  den   andern,   zu   der  Sehne  gehörigen 
Bogen  inalbiren  ; 

4)  ein  Durchmesser  seyn. 

Ist  sie  in  zwei  von  diesen  Fällen,  so  ist  sie 
auch  in    den   beiden   andern. 

Da  sich  KW  ei  Dinge  aus  vieren  nicht  öfter  als 
sechs  Mal  auf  verschiedene  Weise  nehmen  lassen,  so 
giebt  es  nicht  mehr  als  die  oben  abgehandelten  sechs 
Fälle. 


y 
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245. 

Lehrsatz^  I.  Gleiche  Sehnen  eines  Kreises  sind 
vom  MitielpunQte  gleich  weit  entfernte  , 

Beweis.  Die  Sehne  AB  {Fiff.  1^9.)  sey  der  Sehne 
F6  gleich.  itM  sey  aaf  .^^  and  LM  auf  FG  sen  kr- 
recht,  80  ist  jK=^jiS  und  PL  =  iFG  ($.  265.  VI.), 

^  weil  die  graden  Linien  JOf  und  IM  durch  den  Mit- 
telpunct  ^ehen  und  folglieh  Durchuiesser  sind.  Da  nua 
jiB  ==  F^  vorausgesetzt  wird,  so  ist  auch  AK=z*FI^. 
Nuu  sind  auch  die  Halbmesser  AM  und'  FM  gleich. 
Also  sind  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  ^ill £7 
und  FML  die  Seiten  AM^  FM  und  AKy  PL  gleich. 
Folglich  sind  die  Dreiecke  gleich »  und  folglich  ist  KSf 
sszLM^  das  heifst;  gleichet  Sehnen  sind  yomAlittelpuncte 

""gleich  weit  entfernt. 

II.  ,  Gleich  v>eit  vom  Mitielpuncte  entfernte  Sehnen 
^d  gleich. 

Beweis,  Wenn  die  Sehnen  AB  und  FG  vom  Mit- 
telpuncte  gleich  weit  entferüt^  und  die  graden  LinieQ 
MK  und  MJU  aus  dem  Mittelpuncte  auf  den  Sebnea 
senkrecht  sindt  so  wird  vorausgesetzt  MK  =r  Mlt^ 
Also  5ind  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  AMKp 
FML  und  BMKy  GML  die  Seiten  MK,  ML  so  wie  die 
Seiten  MAy  MF  und  MB,  MO,  als  Halbmesser,  gleich. 
Also  sind  die  Dreiecke  gleich.  Und  folglich  ist  AK^ssFL^ 
BKrrz  GL,  folglich  auch  AK-^^  BK^  FL  +  GL,  oder  AB 
ssFG'y  das  heifst:  gleich  weit  vpm  Itfittelpunct  entfernte 
.Sehneq  sind  gleich- 

256. 

Lehp^ät'S,  Der  Durchmesset»  eines  Kreises  ist  die 
grojste  meiner  Sehnen, 
.  Pewets.  Welche  auch  die  Sehne  seyn  mag,  £•  B/ 
AB  (Fig.  i58.) :  immer  schliefst  sie  mit  swei  Halbmes- 
aeri|  nach  ihren  Endpuncten  ein  Dreieck  AMB  ein  und 
jn  diesem  Dreieck  ist  'AB  kürser  als  die  Summe  der 
beiden  Seiten  AM  und  BM  ($.  49.).  Nun  ist  AB  die 
Sehne,  und  die  Summe  der  beiden  Halbmesser  AM 
und  BM  ist  dem  Durchmesser  glei^^hi  also  ist  jede 
$ehne  kürzer  als  der  Darchmesser, 

257. 
Liekrsät Z6*     I.     Wenn  ein  Kreisbogen  immer  fort 
zunimmt,  bis  ,zum  halben  IJ mfans  e^    so   nimmt  auch 
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seine  9ehne  zUj  bis  JtMift  Durchmeaser*  Nimmt  der 
Kreisbogen  weiter  zu,  bis  zum  zweiten  halben  Um- 
fangey  so  nimmt  die  Sehne  ab^  bis  Null.  P'on  hier  bis 
zum  dritten  halben  Umfange  nhumi  die  Sehne  wieder  mit 
detn  Bögen  zu;  vom  dritten  bis  zum  vierten  halben  Um- 
fange  nimmt  sie  ab  u.  s.  w.  abwechselnd  ab  und  zu. 

Beweis.  Wenn  d«r  Bogen  AC  (ßig.  t$90  gröl^er 
ist  ala  der  Bogen  ABt  so  ist  der/VVinkef^JlfC  gröber 
als  der  Winkel  AMB.  Nun  schliefsen  die  Haltunesier 
nach  den  Endpnnoten  des  Bogen«.  Ail,  MB,  und  AM, 
MÖ,  so  lange  mit  den  Sehnen  Ap  nnd  AC  Dreiecke 
ein  ,  als  die  Winkel  AMÜ  nnd  AMC  kleiner  sind  als 
swei  reckte.  Ist  ein  Bogen  gröfser  als  ein  halber 
Umfange  wie  ACE,  nnd  folglich  der  sugebSrige  VVin* 
kel  ^JuJ5  gröfser  als  awei  rechte^  so  sc^eben 

Halbmesser  nach  deinen  Endpnncten  AM  ^nd  MJS 
mehr  mit  seiner  Sehne  AE  ein  Dreieck  ein^  des- 
sen Winkel  der  an  dem  Bögen  ^Cfi  gehörige  fiofsere 
Winkel  AME  wäre,   weil  kein  Winkel  eines  Dreieicks 

JröJRser  seyn  kann  als  swei  rechte  ($•  33^  IL)»  sondern^ 
er  Winkel  des  Dreiecks  äME  ist  «Ue  Ergän^ntig 
des  anfsern  Winkels  AME  «n  Vier  rechten.  Was  aU6 
dnrch  ein  Dreieck  bewiesen  wird^  d<^ssen  Seiten  iswei 
Halbmesser  nach  den  Endponcten  eines  Bogens,  nebst  der 
Sehne  sind,  gilt  nar  so  lange;  als  der  Bugen  kleiner 
ist  als  ein  hi^ber  üm&ng. 

Es  mögen  daher  AB  nnd  AC  awei  Bogen  <^yn^  die 
kleiner  sind  als  ein. halber  tlmfang,  so  sind  in 
den  beiden  Dreiecken  AMB  nnd  AMC  die  Seiten  AM, 
MB  nnd  AM,  MC  die  nemlichen,  denn  sie  sind  sämmt* 
licU  Halbmesser»  hingegen  der  Winkel  AMC^  den 
AM  nnd  MC  einschliefsen ,  Ut  grötset  als  der  Win- 
kel AMB,  den  AM  nnd  M]S  einscbliefisen.  Also  ist 
anch  die  dritte  Seite  AC  gröAer  als  AB  ü*  ^h  lO-  ^^Iff' 
lieh  wächst»  mit  dem  Bogen»  ton  o  bis  aom  halben  TJnu 
fange^  .seine  Sehne»  nnd  awar  Yon  Null  bis  zum  Dnrch'^ 
measer^  dehn  die  Sehne  des  Bogens  Null»  ist  Null  nnd 
.die  Sehne  des  halben  Umfanges,  ist  der  Durchmesser« 

Nun  gehört  aber  die  Sehne  eines  Bogens  anch  tur 
nächst  noch  an  einem  Bogen  der  jenen  a&n  einem 
ganaen  Umfange  ergänat»  a.  B*  die  Sehne  a^C  des 
Bogens  ABC  gehört  auch  an  dem  Bogen  CEA^  der  den 
Bogen  ABC  au  einem  ganaen  Umfange  ergänat«  Diese 
Er^änaung  eines  Bogen»  wie  AC,  der  kleiner  ist  als  ein 
halber  Umfiing»   nimmt  aber  von  einem  ganaen  bis  au 
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eihem  halbeo  Umfange  ab>  wenn  der  Bogen  AC  von 
Null  bia  KU  einem  halbed  Umfange  nräcbst  Also  nimmt 
die  Sehne  eines  Bogens,  die  swischen  einem  halben  und 
einem  ganzen  Umfange  liegt»  a  b»  wenn  der  Bogen  Yom 
lialben  bis  zum  ganzen  Umfange  zunimmt,  und  swar 
vom  Durchmesser  an  bis  zu  Null. 

Ferner  gebeert  die  Sehne  eines  Bogens  auch  su  ei- 
nem Bogen  der  um  einen  ganzen  Umfang  grd* 
Iser  ist,  z.  B.  die  Sehne  AC  gehört  auch  zu  dem  Bo* 
gen  ABDEAC,  und  dieser  Bogen  nimmt  Ton  einem  gau- 
iben  bis  zu  anderthalb  Umfangen  zu,  wenn  die  Sehne  AC 
•  voh  Null  bis  zu  einem  halben  Umfange  zunimmt.  Also 
nimmt  die  Sehne  eines  Bogens,  der  zwischen  einem  gan- 
zen und  anderthalb  Umfangen  liegt,  zu,  wenn  der  Bo- 
gen von  eineni  ganten  bis  zu  anderthalb  Umfangen 
wächst,  und  zwar  von  Null  bis'  zum  Durchmesser. 

Sodann  gebort  die  Sehne  eines  Bogens,  wie  ACf 
auch  zu  einem  Bogen  CEABDEA^  welcher  den  Bo«> 
^en  AC  zu  zwei  ganzen  Umfangen  ergänzt* 
Dieser  ergänzende  Bogen  nimmt  aber  ab,  wenn  der-JBo- 
gen  AC  von  Null  bis  zum  halben  Umfange  zunimmt« 
Also  nimmt  die  Sehne  eines  Bogens ,  der  zwischen  an-« 
derthalb  und  zwei  ganzen  Umfangen  liegt,  ab,  wenn 
der  Bogen  von  anderthalb  bis  zu  zwei  Umfangen  zu- 
nimmt und  zwar  vom  Durchmesser  bis  zu  Null. 

Und  so  abwechselnd  weiter. 

II.  Zu  gröjseren  Sehnen  gehören  grbfsere  BogeUy 
zwischen  Null  und  y,  1  und  i|,  2  und  2f,  5  und  3|  etc, 
und  kleinere  Bogen  zwischen  f  und  i,  I7  und  2,  fi|  und  5 
eic.   Umfangen. 

Beweis.  Wenii  z.  B.  die  beiden  Sehnen  AB  und 
^C  (Fig.  iSg.)  zu  Bogen  gehören,  welche  beide  klei- 
ner sind  als  halbe  Umfange,  so  sind  die  Winkel 
AMB  und  AMC  y  welche  Halbmesser  nach  den  End^ 
pUncten  der  Bogen  einschließen,  kleiner  als  zwei 
rechte.  Folglich  schliefsen  die  Halbmesser  mit  den 
Sehnen,  D  r^  i  e  c  k  e  AMB  und  AMC  ein.  In  diesen  Drei« 
ecken  sind  zwei  Seiten  AMy  BM  und  AM^  CM  die  nem- 
lieben,  die  dritte  Seite  AC  aber,  nemlich  die  eine  Sehn<9, 
ist  nach  der  Voraussetzung  gröfser  als  die  andere  Sehne 
AB*  Also  ist  auch  der  gegen  tiberliegende  Winkel  AMC 
gröfser  als  der  Winkel  AMB  ($.  5i.  H.),  folglich  ist  auch 
der  Bogen  AC  gröfser  als  der  Bogen  AB^  das  heifst :  zu 
gröfseren  Sehnen  gehören  gröfsere  Bogen  zwischen  o 
nnd  i  Umfang.  ' 
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Nan  gehören  die  Sehnep  jiB  und  AC  auch  sa  den 
Bog^n  £D£^  und  CDEA^  welche  die  Bogen  AB 
und  AC  KU  einem  ganeeu  Umfange  ergänzen. 
Die  auf  Sern  Winkel  AMB  und  ^MC,  welche  n 
diesen  Bogen  gehören,  sind  die  Ergänsungea  der 
Winkel  AMB  und  AMC  %n  vier  rechten.  £s  ist  aber 
vorhin  bewiesen,  dafs  der  Bogen  ACy  welcher  eu  der 
^öfsern  Sehne  AC  gehört^  gröfser  ist  als  der  Böge« 
ABy  welcher  zu  der  kleiaern  Sehne  AB  gehört  Also  ' 
ist  der  ftu  der  gröfsern  Sehne  AC  gehörende,  «rgän* 
sende  Bogen  (7D£^  Meiner '  als  der  zu  der  kleinern 
Sehne  AB  gehörende  ergänsende  Bogen  BDEA \  folg. 
lieh  gehören  kleinere  Bogen,  zwischen  f  und  i  Um- 
feng,'  SU  gröfseren  Sehnen* 

Ferner  gehören  die  Sehnen  AB  und  AC  zu  den 
Bo^en  ACEAB  und  ABDFAC,  welche  swischen  i  und 
if  ITmfänge  liegen.  Dergleichen  Bogen  nehmen  mit  AB 
und  AC  sogleich  su.  Also  gehören  su  gröfseren 
Sehnen  gröfsere  Bogen  swischen  i  und  ti  Um- 
fangen. 

Dagegen  nehmen  wieder  Bogen,  welche  AC  und  AB 
sü  swei  ffansen  Umfangen  ergänseo,  ab,  weiiii 
AC  und  jßS,   von  Null   bis   sum   halben  Umfange  zn*  ' 
nehmen.     Also  gehören   su  gröfseren    Sehnen  klei- 
nere Bogen  swischen  if  und  2  Umfangen. 

Und  so  abwechselnd  weiter. 

258. 

Lehrsatz,  h  Gr'6/sere  Sehnen  sind  dem  Mü- 
ielpunct  näher  als  kleiner e^  oder  kleinere*  enif^ern- 
ter  davon  als  gröfsere. 

Beweis  Die  Sehne \^C  (Fig.  iSg.)  sey  gröfser  als 
die  Sehne  FG^  und  MQ  auf  AC,  ML  anfFG  senkrecht, 
so  ist  AQaiAC  und  FL  =  iFG  ($.253.  VI.),  weil  die 

{raden  I^inien  MQ  und  ML  durch  den  Mittelpunct  ee- 
en  und  also  in  Durchmessern  liegen.  In  dem  recht- 
Winkligen  Dreieck  AMQ  ist  also  die  Seite  AM  so  grofs,  / 
als  die  Seite  FM  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  PML; 
denn  beide  sind  Halbmesser.  Hingegen  die  Seite  AQ 
ist  gröfser  als  FL;  denn  AQ  und  FL  sind  die  Hälfteii 
der  Sehnen  AC  und  FC,  und,  AC  wird  gröfser  voraus- 
gesetst  als  FG.  Also  ist  die  dritte  Seite  MQ  kleiner 
als  die  dritte  Seite  ML  ($.48. 1.},  das  heifst:  gröfsere  Seh- 
nen liegen  dem  Mittelpunct  näher  als  kleinere,  und  um- 
gekehrt. 
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IL  Ifahfr  am  Mütelpwict  liegende  äeKrieti  sind  gro^ 
f3er  ,   Mfemtere  kleiner  i 

Beweis.  Weon  die  Sehne  AC  {tig.  iSg.)  deiü 
Mittelpanct  Jlf  iiäher  liegt  als  die  Sehne  PG^  und  MQ 
auf  AC,  ML  auf  FG  senkreoht  ist>  «o  wird  TorauAge- 
aeüst  MO  ^  ML,  Es  ist  also  in  den  rechtwinUigeii 
Dt^eiecken  AMQ  ond  FMLf  deren  Hypothenosen  u^iM* 
mid  FMi  als  Halbmesser,  gleich  sind,  die  Calhete  MQ  in 
dem  ei*sten  kleiner  als  die  Cathete  ML  in  dem  andern. 
Also  ist  die  andere  Catheie  AQ  in  dem  ersten  gröfser 
als  die  andere  Cathete  FL  in  deni  Aweiten  ($.  48.  L)* 
Eben  sowei'hält  es  sich  mit  den  rechtwinkligen  Drei- 
ecken CMQ  und  GMLi  Es  ist  also  auch  AQ+QCp^  FL 
+  LGf  oder  ACy^FG;  das  heifst:  nSher  dem  Mittel* 
Punct  liegende  Sehnen  sind  gröüBer  als  entferntere j  und 
umgekehrt« 

25Ö; 

Ljehfsdtii.  t  Jede  grade  UHii^  di^  einin  Kreis 
xtbeimal  schneidet^  folglich  auch  jede  Sehne,  ntacJtt 
mit  den  Duröhmessern  durch  die  Durchschnitts ^Punetf  glei- 
che fyihkel,  die  kleiner  sind  qil^  rechte, 

Beuie  is.  Die  grade  Liüie  UABf^jVigi  1S9O  schneide 
.  den  Kreis.  ^CG  sweinfiäl,  in  A  und  B»  aö  schliefst  die 
Sehhe^JSmitden  Hdlbmeftsefn^JfiindJSJIf  das  gleidÄ- 
schenklige  Dreieck  AMB  ein.  Also  sind  die  Win* 
kel  A  und  j3,  welche  sie  mit  den  Durchmessern  AMD 
und  BMS  machti  gleich  uüd  kleiner  als  rechte 
(5.  46.  I.). 

IL  tFenii  ein^  ^rade  Linie  dutch  deh  bürchschniits- 
Fund  einer  KreisUide  und  eines  ihrer  Durchmesser  geht  imd 
mit  dem  Durchmesser  einen  Winkel  machte  der  kleiner  ist 
als  ein  rechter,  so  schneidet  sie  die  Kreislinie  nothuteH- 
dig  noch  einmal* 

Seid  eis.  Der  Winkel  P^AD  (Fig.  ijg-),  welch  jWi 
\  die  grade  Linie  VAEk^  die  die  Kreislinie  in  ja  schneide^ 
mit  dem  Durchmesser  J^D  an  dieser  Stelle  ^  macht,  aey 
Ueiner  als  ein  rechter,  so  sind  schräge  Linien  von  M 
nach  AP'  möglich^  die  kürser  sind  als  der  Halbmesser 
AMi  Denn  es  sey  s*  &.  der  Winkel  XMA  kleiner  als 
4clas  Co  mp  1  e m e  n  t  des  Winkels  XAM^  so  ist  der  Win- 
kel AXM  gröfser  als  ein  rechter^  also  iim  mehr  grö- 
fser  als  der  Winkel  XMIt  folglich  ist  die  ihm  in  dem 
Dreiecke  AXM  gegenüberliegende  Seite  AM  gröfser  als 

XM. 
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XM:  ?ol|^Uch  {iei^l  .^in  Tbeil'  der  (^aden  liioie  AV 
nothweadi^  switchen  dem  Mittelpancte  des  Kreist 
und  der  Kreislinie»  oder  innerhalb  des  Kreisesi 

Es  giebt  aber  anch  eine  schrägte  Linie  MBy  M^elche 
dem  Halbmesser  ilf^gfl eich  ist$  denn  nimmt  man  dt^n 
Winkel  AMB  gleich  dem  Supplemente  des  j^vrclfa- 
chen  Winkels  BAM,  so  sind  ia  dem  Dreieck  AMB  dit; 
Winkel  ABM  «nd  BAM;  nnd  folglich  aoch  die  Seiten 
BM  usd  'AM  gleich.  Alle  schräge  Lioiea  nach  Ü/, 
switfchen  A  und  By  sind  kürser  als  AM^  und  alle 
schräge  Linien  aufserhalb  AB,  wie  illT,  sind  län* 
ger.  Folglich  liegt  Af^^  vpn  AhisB  innerhalb,  und 
übrigens  aufs  er  halb  des  Kreises.  Mithin  schneidet 
die  grade  Linie  AV  die  Kreislinie  in  B  noch  einmal, 
und  AB  ist  eine  Sehne. 

260. 
Lehrsätze.  L  Eine  grade  Linie ^  die  in  dem 
Puncte  wo  der  Durchmesser  eines  Kreises  die  KrHslinie 
schneidet^  auf  dem,  Durchmesser  senkrecht  steht, 
hat  mit  der  Kreislinie  nur  diesen  einen  Funct  gemein 
und  berührt  sie  in  demselben^  oder  ist  eine  Tan- 
geote  der  Kreislinie  in  dem  Durchschnitts- 
runcte. 

\ 

Beweis.  Angenommen  es  sey  anders,  und  z.  B. 
das  Perpendikel  in  A,  auf  den  Durchmesser  AD  (Fig. 
i$9.),  könne  die  Kreislinie  noch  in  einem  sweiten  Pancte 
N  schneiden,  $o  wäre  NM^=AM.  Also  wäre  eine 
schräge  I>inie  MT^  möglich^  die  dem  Petpendikel 
MA  gleich  wäre.  Eine  solche  schräge  Linie  giebt  es 
aber  nicht  ($.  63.  IV.) »  folglich  kann  auch  das  Perpen^ 
dihel  in  A  auf  deu  DurcUinesser  AM,  nicht  einen  zwei- 
ten, und  mithin  nur  einen  Punct  mit  der  Kreislinie 
gemein liaben;, welches  das  Erste  war. 

Nun  ist  eine  Tangente  diejenige  grade  Lioiie,  £  w  i« 
^chen  welcher  und  der  Kreislinie  keine  .andere  grade 
Linie  möglich  ist,  die  die  Kreislinie  nicht  zweimal 
sehntite  ($•  Qij.  X.).  Wäre  alio  t*  B.  das  Perpendikel 
AY  nicht  eine  Tangente,  ^o  könnte  es  zwischen  AY  und 
der  Kreislinie  grade  Linien  geben  ^  welche  nur  einen 
Punct  mit  der.  Kreislinie^  nichtswei^  gemein  hätten. 
Dergleichen  grade  Linien  könnten  aber  nur  Perpendi- 
kel auf  den  Durchmesser  seyn:  denn  jede  andere^  nicht 
auf  AD  senkrechte  Linie  schneidet  die  Kr^Knie  noth- 

15 


^    ^ 


226  1.  TheiT.^  '    5!  Buch.  560. 

■wendig  flweimal  ($•  ab^.  IL),  Nun  giebt  es  alier  nnr 
ein  Perpendikel  auf  j^D;  aUo  ist  swischeii' ^V  und 
der  Kreislinie  keioe  grade  Linie  möglich,  die  die  Kreis- 
linie nicht  «weimal  schnitte^  folglich  ist  das  Perpendi- 
kel  AY  die  Tangente  der  K.reislinie  in  dem  Ptincte  A\ 
welches  das  Zweite  war« 

IL  Ente  grade  tdrii4^  tihelche  ndt  einer  KreisKnie  nur 
einen  PUnct  gemein  hat^  steht  auf  dem  Durchmesser  durch 
diesen  Punct  senkrecht  und  ist  eine  Tangente  der 
Kreislinie,  in  dem  nemlichen  Puncte. 

Beweis,  Ware  die  Ljnie  laicht  auf.  dem  Durch- 
messer senkrecht  y  sondern  machte  mit  ihm  irgend  ei- 
nen andern  als  einen  rechten  Winkel,  so  schnitte  sie 
die  Kreislinie  nothwendig  zweimal  '($.  i^Sg.  IL):  gegen 
die  Voraasseteung.  Also  steht  sie  auf  dem  Durchmes- 
ser, nothwendig  senkrecht;  welches  das  Erste  war. 

Dann  aber  ist  aie  auch  su  Folge  (I.)  nothwendig  eise 
Tapgente  der  Kreislinie»  in  ihrem  Durchschnitts -Poncte 
mit  dem  Durchmesser;  welches.das  Zweite  war. 

IIL  Die  Tangente  einer  Kreislike  steht  aiif  dem  Durch- 
messer durch  den  Berührungs  -  Punct  Senkrecht  und  hat 
Tnit  der  Kreislinie  nur  einen  Punct  gemein. 

, Beweis.  Gesetzt  die  Tahgente  in  A  stünde  auf 
dem  DurcbmesfiAr  j4D  nicht  senkrecht,  sondern  machte 
mit  ihm  den  Winkel  IfAD^  welcher  kleiner  ist  als 
ein  rechter,  se  ist  der  Winkel  TTuiD  gröfser  als  ein 
rechter;  folglich  liegt  das  Perpendikel  AZ^'aniAD^  swi^ 
sehen  ATF  und  der  Kreislinie  AR.  Das  Perpendikel 
bat  aber  £u  Folge  (I.)  nur  einen  Punct  mit  dem  Kreise 
gemein.  Also  wäre  eine  Linie  AZ,  die  die  Kreislinie 
nicht  Eweimal  schneidet,  zwischen  der  Tangente 
AW  und  der  Kreislinie  AR  möglich ,  welches  der  Ei- 
genschaft der  Tangenten  zuwider  ist.  Also  iet  AW 
keine  Tangente  und  es  ist  keine  Tangente  mdglicbj^ 
die  mit  dem  Durchmesser  einen,  andern*  als  einen  rech- 
ten Winkel  macht.  Folglich  steht  die  Tangente  noth- 
wendig auf  dem  Durchmesser  senkrecht^  welches  das 
Erste  war. 

Dana  aber  hat  sie  BXfLc\x  mit  der  Kreislinie,  va 
Folge  (L),  nur  einen  Punct  geknein;  welches  das 
Zweite  war« 
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ZjehrSütZ*  An  jedem  Funct  eines  Kreises  ist  nur 
eine  Tangente  moglicf^.  Dtigegen,  an  jedem  Pimoie  ei--  , 
ner  graden  Ldnie  sind  unzählige  berührende  Kreise 
möglich  9  deren  Mütelpunete  alle  in  einem  Perpendikel  ai{f 
die  berührende  grade  Ldnie^  durch  den  Berüknmgs  -*  Punat^ 
Hegen.  i 

Beweis,  Die  Tangente  i«t  ein  Perpendikel  auf  den  . 
Durcfamesser,  durch  den  Berührung^  «  Panct  ($•  860.  III.) 
und  in  einem  und  demselben  Puncte,  auf  eine  und  die- 
selbe grade  Linie,  ist  nur  ein  Perpendikel  möglich 
($.26.  I.)?  also  ist  an  jedem  Puncte  eines  Kreises  nur 
eine  Tangente  m&'glich;  welches  das  Erste  war. 

Dagegen  ist  eine  und  dieselbe  grade  Linie  ein  Per« 
pendikel  auf  alle  Halbmes'ser,  die  die  nemlichen 
Endpuncte  in  dem  Perpendikel  haben  und  in  einer  und 
derselben  graden  Linie  liegen.  Also  sind  unzählige 
ILreise  mdglich,  deren  Mittelpuncte  in  einet*  und  der* 
selben  graden  Linie  liegen  und  die  alle  die  nemliche 
grade. IJnie  in  demselben  Puncte  berühren. 

262. 

I 

Lehrsatz.  Eine  grade  I^inie  und  eine  Kreis- 
linie können  einander  in  nicht  mehr  a.ls  zwei  Puncten 
schneiden^ 

Beweis.  Denn  alle  Puncto  einer  Kreislinie,  also 
auch  die  Durchsch  nitts*-Puncte  einer  Kreislinie 
und  einer  graden  Linie,  si&d  gleich  weit  vom  Mit- 
telpuncte. des  Kreises  «entfernt*  Gibe  es  ufin  mehr  als 
«wei  solcher  Durchschnitts- Puncto t  so  wären'  mehr 
ala  ewei  gleich  lange  schräge  Linien  aus  des  Krei« 
•es  Mittelpunct  nath  der  grasten  lUnie  möglich,  welches 
nicht  der  Fall  ist  ($.  63.  IL).  Folglich  sind  nicht  mehr 
ßls  ftwei  Durchschnitts -Puncte  möglich. 

263* 

LehrSütZ.  Parallelen  schneiden  von  .einer  Kreis^ 
lime  gleiche  Bogen  ab. 

Beweis.  Die  Parcdlelen  können  «  ar  .eine n^.  oder 
nur  BW  ei  Puncte  mit  der  Kmisliale  gemein  haben ; 
denn  in  mehr  als  swei  Pancleafcann  eine  grade  Linie 
eine  Kreislinie  nicht  schneiden  {§r2ßih).  Sie  können 
also  aar  Tangenten  oder  Secanten  aeyo» 
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Wenn  nnn  e«  B.  MO  und  NP  (Fi{^.  i4o.),  swei  p  a  r* 
allele.Tan^enten  Bind,nDA jiM^  und Jf^iSaind Halb- 
messer,  welcbe  dorch  die  Berübrnngs  •  Poncte  liehen, 
so  sind  diese  Halbmesser  anf  den  Tangenten  senlirecht 
(^.  26o.  III.)-     Also  ist  AM^B  eine  grade  Lin^e,  und 
"^  folglicb   ein  Darc  hm  essen      Der  Durchmesser  aber 
^  balbirt  den  Kreis- Umfang  ($. 25o. III.)-     Folglich  sind 
die  Bogte  AKB  and  AIBf  zwischen   den  Berübmngs- 
Pnncten  der  parallelen  Tangenten  MO  und  jVjP,  gleich. 
Wenn  ferner  PG  eine  mit  der  Tangente  MO  paral- 
lele Secante  ist,   so  ist  der   Durchmesser  AMzB  auf 
derselben    senkrecht ,    weil  er   auf  MO  senkrecht    ist« 
Also   balbirt  er   den   Bogen   FAG  in  A  {§,  253.  VL)- 
Folglich  sind  auch   die  Bogen  FA  und,  GA,   zwischen 
den  Puncten,  welche  eine  Tangente  und  eine  beliebige^ 
mit  ihr  par&llele  Secante  mit  dem  Kreise  gemein   ha- 
beo>  «gleich. 

Wenn  endlich  HI  und  KL  andere,  mit  der  Tan- 
l^eate,  also  auch  der  vorigen  Secante  parallele  Secan- 
ten  sind,  so  sind,  auf  dieselbe  Weise^  auch  dio  Bogen 
AH9  AJ  und  AHKy  AIL  gleich.  Also  sind  auch  die 
Bogen  H£  und  IL  u.  s.  w. »  folglich  auch  die  Bogen  swi- 
.  echen  den  Pnrcbschnitts-Puncten  zweier  beliebigen  Se- 
caoten  und  der  Kreislinie,  gleich. 

Die  Bogen  ewischen  den  Puncten,  welche  Parallele^ 
mit  einer  Kreislinie  gemein  haben,  sind  also  in  allen 
Fällen  gleich.  • 

264. 

'  Lehrsatz.  Wenn  die  Entfernung  der  Mittelpimde 
mveier  Kreise  der  Summe  ihrer  Halbmesser  gleich  «sf,  so 
hahem  ihre  Umfange  einen  Pimct  gemein^  der  mit  den 
Mittelpuncten  in  grdder  Liiiie  liegt,  aber  nur  einen  Punci 
und  berühren  ^ch  in  demselben^  austvendigm 

Wenn   die  Entfernung  der  Utittelpukcte  zweier  Kreise 
dem  Unterschiede  ihrer  Halbmesser  gleich  ist,  schaben  - 
die  Umfange  einen  Ptinct  gemein^  der  wiederum  mit  den 
Mittelpuncttn  in  grader  Urne  liegt ^  aber  nur  diesen  ^inen 
.  Punct  und  berühren  sich  in  demselben^  inwendig. 

Beweis»    Im  ersten  Falle  sey  MN  (Fig.  i4i0 
die  Entfernung^  der  Mittelponcte  der  beiden  Kreise  und  - 
auf  der  graden  Linie  durch  Jf  und  N  sey  MA  gleich  dem 
Halbmesser  'des  ^  einen  Kreises ,  so   ist  NA  gleich  dem 
Halbmesser  des  andern  |   weil  nach  der  Voraussetzuni^ 
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Jf  ^  f  Idcb  der  Samme  d«r  Halbinesier  d«r' beiden 
Kreise  ist«  AUo  haben  die  beiden  Kreise  oothwendi^ 
den  Ponct  A^  der  in  der  geraden  Linie  MN  liegt  ^  ge- 
mein $  welches  das  Erste  war. 

« 

Die  Summe  der  Entfernanpen  fedes  andern 
Pancts  B,  J3x..My  oder  fr,  frx««**  eines  der  beiden  Kreis  «Um« 
fange  von  den  IMUttelpuncten  M  nnd  Nf  ist  aber  grö«^ 
t»er  als  die  Summe  :der  Halbmesser,  edergr-ö* 
feer  als  Jt/iV;  denn  ^ie  beiden  Seiten  MB^  MBi  «... . 
und  BN,B^N....  der  Dreiecke  JlfJ?i>r,  MBrN.\., 
oder  die  beiden  Seiten  Mb,  Mhj...^  und  hN,  btN..^. 

der  Dreiecke  MbN^  MhjN sind .  cusammen  länger 

als  die  dritte  Seite  MN.    Das  heifst,  es  ist  z.  B. 
MB  +  A^B  >iH]V>M^  +  2Vr^und 
Mb  +Nb  y^MNy^MA  +  NA. 
Nun  ist  J»fBÄ:Mff,  ....=JKM  und  Nbss:Nh^....  szJiA; 
«Iso  ist  NB,  NB^....yNA  und  MbJjab^....>MA. 
Alao'l^ann  ein  Punct  B,  B^.,.:  der  Kreislinie  um  M^ 
nicht  zugleich  in  der  Kreislinie  um  .Nj  und  ein  Punct 

6,^2 der   Kreislinie  um  ^  nicht  zugleich    in    der^ 

Kreislinie  um  M  liegen.  Folglich  können  die  Kreis^ 
Umfinge  keinen  sweiten  P^nct  gemein  haben ^  wel- 
ches das  Zweite  war» 

In  dem  einen  Puncte  A^  welchen  sie  gemein  haben^ 
ist  das  Perpendikel  JTy/L  b,v£  MN  eine  Tangente» 
sowohl  des  einen  ab  des  andern  Kreises  ($•  d6o.  I.)« 
Also  ist  Ewisehen  der  graden  LiAie  KAh  und  den  beiden 
Kreislinien  keine  andere  grade  Linie  möglich^  welche 
nicht  die  Kreislinie  sweimal  schnitte.  Folglich  ist  aucb 
xwischen  den  beiden  Kreislinien  selbst  keine 
solche  ffrade  Linie  möglich.  Mitbin  berühren  sich 
die  beiden  Kreislinien  in  A  ($*247.  X.),  und  »war  aus- 
wendig, weil  jeder  Kreis  gans  aufserhalb  des  an- 
dern liegt,  welches  das* Dritte  war. 

Im  zweiten  Falle  sey  MP  die  Entfernung  der 
Mittelpuncte  der  beiden  Kreise,  und  auf  der  graden 
Linie  durch  ^f  und  P  sey  MD  gleich  dem  Halbmesser  des 
einen  Kreises,  so  ist  PD  gleich  dem  Halbmesser  des 
andern,  weil  nach  der  Voranssetsung  JkCP  gleich  dem 
Unterschiede  der  Halbmesser  der  beiden  Kreise  seyn 
soll.  Also  haben  die  beiden  Kreise  nothwcdbdig  dea 
Punct  D  gemein  $  welches  das  Erste  waiv 

Kein  anderer  Punct  C^Cx  ....  der  Kreislinie  um  M, 
kann  aber  um  den  Halbmesser  DP  -der  Kreislinie  um 
P,  von  P^  und  kein  anderer  Punct. c,  c,  ..«.  der  Kreis- 
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lioie  Hin  P,  um  den  Halbme^ier  DM  der  Kreielinfe  um 
M,  von  M  entfernt  seyn^  Denb  die  Dreie<äLe  DMC, 
DMCt....  sind  über  DC,  DCt....  und  die  Dreiecke  DPc^ 
DPcx:.>  über  De,  Dc|....  |;leicli8chenkli|^:  also  sind 
s.  B.  die  Wittkel  DCM,  CDM  und  DcP,  cDP  ^^leich.  Aber 
CP  IHUt  mit  Cüf  and  cP  mit  cM  nur  dann  zusammen^  wenn 
C  and  G  in  D  oder  A  liegen,  undnar  in  dem  ertten  Falle 
allein  ist  CP  and  cP  gleich  DP;  denn  AP  ist  um  üMP 
g  r  ö  f  8  e  r*aU  DP.  In  jeder  andern  Lage  dea  Pancts  C,  oder 
c,  fällt  CP  and  cP  n  i  c  b  t  in  CM  and  cM.  Also  aind  auch 
in  jeder  andern  Lage  TOn  C  nnd  c  die  Dreiecke  DPC 
and  DJMc^  welche  mit  den  ^eichschenkligeo  Dreieckea 
DMC  und  DPc  die  Seiten  Z)C  und  De  gemein  haben, 
nicht  gleichschenklig,  und  folglich- kann  für  kei- 
nen andern  Panct  C,  Cj  ....  c,  c,  ....  als  D  allein,  CPund 
cM  gleich  DP  seyn;  das  heilet,  kein  Punct,  aofser  JD, 
in  einer  der  beiden  Kreislinien,  kann  um  den  Halbmes« 
■er  der  andern  von  dieser  ihrem  Mittelpunct  entfernt 
seyn.  Folglich  kfinnen  die  beiden  Kreis  -  Umfange  kei» 
nen  zweiten  Punct  gemein  haben  $  v^elchea  das  Zwei* 
te  vrar» 

in  dem  «inen  Pnnct  D,  welchen  sie  gemein  haben, 
ist  das  Perpendikel  GDHaut  MD  eine  TangentCi  sowohl 
des  eid^n  als  des  andern  Kreises  ($.  S160.  I»)..  Also  ist 
zwischen  der  graden  Linie  GDH  and  den  beiden  Kreis- 
linien keine  andere  grade  Linie  möglich,  welche  nicht 
die  Kreislinie  sweimal  schnitte.  Folglich  iat  auch  swi- 
schen  den  Kreislinien  selbst  keine  solche  srade 
Linie  möglich.  Mithin  berührte  sich  die'  beiden  Kreis. 
Knien  in  D  ($. I147.  X.),  und  Kwar  inwendig,  weil  der 
eine  Kreis  gane  in  n  erhalb,  des  andern  liegt  $  welches 
das  Dritte  war. 

265. 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  Tangenten  eines  und  dessel- 
heh  Kreises  sich  schneiden,  so  halhirt  die  grade  lAnie  durch 
ihren  Durchschnitts  -  Punct  und  den  Mittelpunct  des  Kreises 
den  fFinkely  welchen  die  Tangenten  einschlie/sen.  ,Auch 
halhirt  sie  di^  Sehne  zwischen  den  Berührungs  -  Puncten  und 
steht  auf  ihr  sef^recht.  Desgleichen  sind  die  beiden^  sich 
schneidenden  Tangenten  gleich  lang. 

Z.  B.  wenn  ZC  und  ZD  (tiff.  i452.)  Tangenten  des 
Kt*eises  CFD  sind,  dessen  Mittelpunct  N  ist,  so  sind 
die  Winkel  CZiV^  und  DZN  gleich,  Ferner  ist  CPäPD, 
bei  P  sind  rechte  Winkel  und  CZ  ist  gleich  DZ. 
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Beweis,  Die  Halbmesser  CN  und  DN  durch  die 
Beriihrun^s  Puocte  sind  auf  den  Tangenten  fC^T  und  DZ 
aenkrecnt  ($.260. III.)  und  einander  gleich.  Also 
sind  in  den  rechtwin  lrli|^en  Dreiecken  Z^C  tind 
ZND  die  Hypotbenusen  ZN  und  die  Catheten  CN  und 
DN  gleich.  Folfflicb  sind  die  Dreiecke,  und'  folglich  di« 
Winkel  CZÜ  nnäDZN  gleich.  DesgleiqheU  ist  CZ^DZ*^ 
welches  das  Erste  und  Vierte  war» 

Femer  sind  die  Winkel  CNZ  und  DNZ  gleich;  also 
sind  die  Bogen  CQ  und  DQ  gleich  {§.  260. 1.).  Folglich 
halbirt  die  grade  Linie  ZQN  deu  Bogen  CQD  und  geht 
durch  den  Mittelpunct  des  Kreises»  oder  ist  ein  Durch- 
iDe«ser.  Daraus  folgt»  dafs  ZQN  auch  dit  Sehne  DC  baL- 
hirt  und  auf  ihr  senkrecht  steht  (9*  253.  V«) »  welches  das 
Zweite  und  Dritte  war« 

266. 

Lehrsatz.  Wenn  zwei  gltade  Linien  zwei  Kreise 
zugleich  berühren  j  so  geht  die  grade  Linie  ^  in  welcher  die 
Blittetpuncte  der  beiden  Kreise  liegen,  durch  den  Durchs 
Schnitts -Punct  der  Tangenten  unä  halhirt  den  Winkel  wel^ 
chen  die  Tangenten  einschUeJsen. 

Z.  B.  wenn  die  graden  Linien  ^C,  A^C^  und  JBD, 
fijDx  (Fig  ^4209  die  sich  in  Z^Z^  schneiden,  die  beiden 
Kreise  um  M  und  AT  berühren,  so  ist  MNZ  oder  MZ^N 
eine  grade  Lioi«,  und  die  Winkel  MZA^  MZB  und 
MZ^Ajy  JMZ^Bx  sind  gleich« 

Beweis.  Nach  ($.  s66.)  sind  die  Winkel  CZN^ 
DZN  und  C^Z.N^  D^Z^N  einander,  also  der  Hälfte 
des  Winkels  CZD,  C^Z^D^  und  die  Winkel  AZM. 
BZM  und  A^Z^M%  B^ZjM  einander,  also  der  Hälfte 
des  nemlichen  W^inkels  AZB  oder  A^Z^B  gleich;  also 
sind  die  Winkel  CZN,  AZM-,  C^Z^N-,  Aj,Z^M  und 
DZN,  BZM-,  D^Z^N-,  B^Z^M  gleich.  Folglich  ist  M^T^, 
oder  MZ^N  eine  grade  Linie,  welche  die  Winkel  AZB^ 
A^Z^Bt  halbirt« 

267. 
Lehrsatz.     Die  Ecken  jeder  nach  denselben  centri- 
sehen  Figur  liegen   in    einer  Kreislinie,   deren  Mittelpunct 
der  Mittelpunct  der   Ecken   der  Figur   ist,   aber  nur  in 
e'iner. 

Beweis.    Die  Ecken   einer   ccnlrischcn  Figur  sind 
gleich  weit  von  ihrem  MiUelpuncle  entfernt^  alle  Puncto 
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einer  Kreislinie,  dereQ  BliUelpanct  jeoer  Panct  iit,  und  ' 
der  durch  eine  der  £ckeji  (eht^  ebeafalls:  also  liegen 
alle  Ecken  der  Figur  in  einer  und  derselben  Kreis- 
linie, aber  nur  in  einer,  weil  die  centrische  Figur  t 
nur  einen  Mitielpunct  bat  |ind  die  Pnncte  mehrer  Kreis-  ^ 
linien  von,  einem  und  deoiselben  Mittelpuncte  nicht 
gleich  weit  entfernt  sind. 

268. 

Zusätze.  I;  Bie  Ecken  jedes  Dreieck»  lie- 
fen also  in  einer  Kreislinie  y  und  nur  in  einer  j  toeü  jedes 
Dreieck  centrisck  nach  den  Ecken  ist  und  nur  einen  Mit- 
teipund  hat  ($•  66*).  Oder  tnät  andern  Worteni  durch 
jede  .beliebige  drei  Puncte  kann  eine  Kreislinie  gehen ,  aber 
nur  eine, 

II.  Die  Ecken  vier»  und  mehrseitiger  Figuren 
aber  liegen  nicht  nothw endig  in  einer  KreisUn^e^  sondern 
nur  doTUt^  wenn  die  Figuren  centrisch  nach  denEcken 
sind.  Oder  mit  andern  JVorten :  nicht  durch  vier  und  mehr 
beliebige  Puncte  in  der  Ebene  kann  immer  eine  Kreislinie 
gehen^  sondern  nur  dann,  wenn  die  Figuren^  in  deren  Ecken 
die  Puncte  liegen^  centrisch  nach  den  Ecken  sind, 

III.  JHeEckenaüer  regelmäfsigenf^ielecke  liegen 
in  einem  und  demselben  Kreide»  Denn  regelmqfsige  KieU 
ecke  sind  centrisch  nach  den  Ecken  ($.  io8.  I.). 

269. 

Lehrsatz.  Die  Seiten  jeder  nach  ihnen  centriscken 
Figur  berühren  einen  und  denselben  Kreis y  dessen  Mit- 
ielpunct  der  Miitelpunct  der  Seiten  der  Figur  ist,  aber 
nur  einen. 

Beweis^  Wenn  Figuren  den  Seiten  nach  centrisch 
sind  f  so  ßini,  die  Seiten  von  ihrem  Mittelpuncte  gleich 
weil  entfernt^  das  heifst:  Perpendikel  ans  dem  Mit- 
telpuncte auf  die  Seiten  sind  gleich  lang«  Die  Puncte 
also,  in  welchen  diese  Perpendikel  dio  Seiten  schneident 
sind  gleich  weit  '▼om  Mittelpuncte  entfernt.  Alle  Puncte 
eines  Kreises,  dessen  Mitielpunct  der  tlittelpunct  der 
Seiten  ist,  und  der  durch  den  Endpunct  eines  Perpen-- 
dikels  geht,  sind  aber  ebenfalls  vom  Mittelpuncte  gleich 
weit  entfernt.  Also  liegefi  die  Endpnncte  aller  jener 
Perpendikel  in  einer  und  derselben  Kreislinie  und  nur 
in  ein  er ^  weil  die  Figur  nur  einen  Mittelpunct  der 
Seiten   bat  und  die  Puncte  mehrer  Kreislinien  von  ei- 
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tt^mond  demselben  Mittelpnncte  niclit  f^Ieich'weit  ent- 
fernt sind.  Nun  stehen  ferper  die  Seiten  'der  Ft|^ar  anf 
den  Perpendikeln,  in  den  DnrchschnittB  -  Pttnoten,  senk- 
rechte  also  berühren  die  Seiten  den  Kreig,  der  dtirch 
die  Zndpuncte  der  Perpendikel  geht  ($.  960.  I.)« 

270. 

Zusätze.  L  Die  Seiten  jedes  Dreieks  beruh- 
re.n  a|sp,  eine  und  dieselbe  Kreislinie^  weil  jedes  Dreieck 
centrisf^  nach  d^en  Seiten  ist  ($.  'j4.\  und  nur  eine.  Oder 
auch:  heliehiee  drei^  nicht  parallele  grade  Ldnien  können 
von  einer  und  derselben  Kreislinie  zugleich  berührt  werben» 

II...  Die  Seiten  vier  und  mehrsMiger  Figuren  dagegen 
herühren  nicht  nothwendig  eine  und  dieselbe  Kreislinie,  son-- 
dem  nur  dann^  wenn  die  Figuren  centrisch  nach  den  Sei^ 
ten'  sind;  oder  mit  andern  Worten:  nicht  vier  und  meh- 
rere beliebige  grade  Ldnien  in  der  Ebene  können  von  einem 
und  demselben  Kreise  berührt  werden  y  sondern  nur  dann^ 
wenn  die  Figuren j  die  sie  einschlief sen\,  centrisch  nach  den 
Seiten  sindm 

UL  Die  Seiten  aller  regelmäfsigen  Vielecke^ 
von  gleichem  Halbmesser  berühren  einen  und  denselben 
Kreis^^  denn  regelmässige  Vielecke  sind' centrisch  nach 
den  Seiten  ($•  io8«  I.)- 

271. 

Lehrsatz*  Zwei  Kreise  können  einander  in  nidd 
mehr  als  zwei  Funden  schneiden. 

Beweis»  Denn  haben  swei  Kreise  drei  Pnncte  ge« 
mein,  eq  schneiden  sie  sich  nichts  sondern  fallen  gans 
in  einander ,  weil  dnrch  drei  Pnncte  n  n  r  ein  Kreis 
möglich  ist  ($.,  268. 1.). 

272. 

Lehrsatz»  Wenn  sich  zwei  Kreise  in  Zwei  Punc- 
ten  schneiden,  so  steht  die  grade  Linie  durch  die  Mittel^ 
puncte  der  Kreise  auf  der  graden  Linie  durch  die  DwTch-' 
Schnitts "  Punctef  senkrecht  und  halbirt  sie» 

Z.  B.  in  (Flg.  i43.)  sind  bei  C,  C,  rechte  Winkel 
und  jiC  ist  gleich  BC,  A^Ct  gleich  BzCx* 

Beweis.  Da  die  Halbmesser  AM^  Bi(f;  A^My 
BjMxinA  AN,  BN;  AjN^,  Bj^Nj  gleich  sind,  so  sind  alle 
4rei  Seiten  der  Dreiecke  MAN^  MA.N.  den  Seiten  der 
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I)|r«ied«  JKBVy  ilfB,2ir,  gleich  ^  folgUcb  $iod  die  Pr^i- 
fcLe  selbst  i^nd  folglitsh  ancb  £.  B«  die  Winkel  udCMAK 
und  BMNj  AtMN^  und  Bxi'^^'i  gleich.  Also  sind  auch 
die  Dreiecke  ^MCaad  BMC,  A^MC^  wABjMC^  gleich» 
and  folglich  sind,  weil  ACBy  A^C^B^  grade  Unien 
seyn  soHen,  bei  C,  C,  rechte  Winkel  and  AC  ist  gleich 
BC,  -^,C,  gleich  B,C,. 

273. 
Lehrsatz.      Winkel    am    Kreis  -   Umfange 
($•247« IX.)  sind  AaZfr  50  ^rq/s  a/^  die  Winkel  am  Mit^ 
telpunctM  ($.  247.  VIII.)  über  denselben  Boget^. 

Z.  B.  der  Winkel  ADB  (Fig.  i44.)  ist  halb  so  grofs 
als  AMB  über  demselben  Bogen  AGB;  APB  ist  halb  so 
groXs  als  der  äafsere  Winkel  AMB. 

Beweis.  Der  Mittelpaoct  der  Ecken  des  Dreiecks 
ADB  ist  M  und  der  Dreiecks  -  Winkel  ADB  ist  halb 
so  grofs  als  der  Winkel  ani  Mittelpancte  .^ÜÜB  ($.  68.1.); 
der  Winkel  AGB  ist  die  H&lfte  d^  äobera  Winkels 
AMB. 

274. 
Zusatz.  Aüe  ün^angs -Winkel  über  dem  Durch- 
messerPQ  eines  Kreises,  z.  B.  PEQ,  PCO,  PX>0,  PFß, 
PHQ,  P6Q  etc.  (Fig  i44.)  sind  rechte.  Denn  der  zuge^ 
hörige  f  doppelt  so  grofse  Winkel  am  Miitelpuncte ,  PMQ, 
ut  gleich  zwei  rechten. 

275. 
Lehrsätze,  l.  Winkel  am  Umfange  über  gleiOten 
Bogen  sind  einander  und  den  Winkeln  gleich,  welche  die 
Sehnen  der  Bogen  mit  den  Tangenten  an  ihren  Endpiincten 
einschlief sen;  %.  B.  die  Winkel  ADB^  ACB^  AEB^  KAB 
und  KBA  (Fig.  i44.)  sind  gleich« 

IL  Die  Summen  von^  Winkeln  am  Unfange  auf  ver-^ 
schiedenen  Seiten  einer  und  derselben  Sehne  sind  gleich  zwei 
rechten  z.  B.  die  Summe  der  Winkel  ^DB  und  APB 
ist  gleich  swei  rechten. 

>  III.  Winkel  am  Umfange^  welche  kleiner  sind  als 
xechte^  und  die  Winkel  zwischen  den  Tangenten  an  den 
En4puncten  der  vigehprigeß  Bogeny  liegen  auf  entgegen- 
gesetzten  Seiten  der  Sehne  und  die  Summe  des  Um-- 
fangs -^Wink^ls  und  der  Hälfte  des  Tangenten  -  Winkels  ist 
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gßeu^  einem  reckten»  2^.  B«  wenn  d^r  Vw^bt^gä^ 
lYinkel  ABS  kleiner  ist  als  f^  so  liefen  M  n^d  ÜC  ^ 
▼erscbiedenen  Seiten  der  Sehne  «<iB»  und  £  -|^  |^  ist 
gleiche. 

IV.  Winkel  am  Umfange,  welche  gvöfs^r  eind  a\s 
rechte^  und  die  Winkel  zwischen  den  Tangentfn  an  de^ 
Sndpuncten  der  zugehörigen  Bogen  liegen  oi(f  4^  n^nkli* 
ohen  Seite  der  Sehne  wtd  der  Unterschied  d^s  Um^ 
fangs-- Winkels  und  der  Hälfte  des  Tangenten  ^tfTinkeU  isi 
gleich  einem  rechten.  Z.  B.  wenn  uiQB  gr^ljer  ist 
ale  Q,  so  liegen  6  und  £  auf  einerlei  Seiten  der  Sehne 
jlBy  nad  G-^iK  ist  gleich  f. 

Beweis.  I.  Die  Dreiecke  ADB^  ACB^  ABB  ete» 
.mit  der  gemeinschaftlicben  Seite  AB  sind  eoncea- 
triec^h  nach  denEcJcen,  denn  sie  haben  alle  densel- 
ben  Mittelpnnd  M.  FelgUch  sind  die  Wis»kel  fi,  C,  E 
fiber  der  gemeinsehafllich/Bn  Seite  AB  ekuuider  gleich 
($.  70;  II.>  Eben  so  die  Winkel  F,  H,  ^  10  den  con- 
centrischen  Dreiecken  APB,  AHB^  AsGB,  mit  dmt 
gemeinschaftlichen  Seite  AB. 

Rikkt  der  Scheitel  -  Pnnct  des  Winkek  am  Um- 
fange der  Sehne  näher  nnd  fallt  &alel»t  in  ihren  End- 
puncty  so  fällt  %.  B.  die  Linie  EA  in  PAK  nnd  EB  in 
AB.  Abo  ist  der  Winkel  BAK  gleich  dem  Winkel 
BEA,  und  eben  so  ABKssAEB.  Also  sibd  ^e  Win- 
kel zwischen  dtor  Sehne  nnd  den  Tangenten  an  den 
Endpnncten  des  Bozens  dem  tJmfangs-  Winkel  ftber  dem 
nemlichen  Bogen  gleicb,  .  > 

Dieses  leti&tere  folgt  auch  ans  den  Dreiecken  AMK 
nnd  MhA^  -welche  gleichwinklig  sind^  weil  MAK 
nach  ($.  d6o.  IIL)  und  KhA  nach  ($.  s65.)  rechte 
Winkel  sind,  und  der  Winkel  bei  K  beiden  gemein  ist. 
Deshalb  ist  der  Winkel  jL^X,  oder  B^iSC,  dem  Winkel 
AMK  gleich.  Aber  AMK  ist  die  Hälfte  des  Win- 
kels  AMB,  weil  die  Dreiecke  AUK  und  BMK  gleich 
sind,  also  ist  BAK^  oder  der  gleiche  Vyinkel  ABK, 

Sleich  dem  Umfaogs  -  Winkel  AEB;    denn  auch 
ieser  ist  die   Hälfte  des  Winkels   am   Mittel* 
pnn  cte  AMBj  über  demsejiben  Bogen. 

II.  Die  Schenkel  von  Winkeln  am  Umfange,  auf 
-verschie'denen  Seiten  einer  und  derselben  Sehne, 
sb.  B.  von  den  Winkeln  ADB  und  APBf  scbliebeii  eio 
Viereck  ^DJSF ein,  welches  nach  den  Ecken  cen- 
trisch  isty  und  die  gegenüber  liegenden  Winkel  Dund 
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F  eine«  «olcfaeiiv  Vierecks  siad  Easamm^n  gleich  Ewei 
rechten  {§.  86.  I.)« 

In.  So  lange  Wi»ke^am .Umfange,  wie  AßB,  kl  e  i- 
ner  als  rechte  sind,  sind  es  auch  die  ihnen»  su  Folge 
(I.)  gleichem  Winkel  BJK  nnd  j^BK,  an  'der  eutge- 
^engesetsteii  Seite  der  iSeline)  swischea  der  Sehne 
und  den  Tangenten  an  den  Endpnncten  des  Bogen». 
Also  schneiden  sich  die  Tangenten  an  der  entgegen* 
gesetzten  Seite  der  Sehne  ($•  S2.  L). 

Nan  ist  in   dem  Viereck  MAKB  'der  Winkel    M 
gleich  SQ — JST,  denn  A  und  B  sind  rechte  Winkel;  die 
Umfangs-Winkel,  wie  Es  aber  sind  die  Hilften  des 
ungehörigen    Mittelpuncts  -  Winkels    Mi  also    ist 
E=:i{2^—K)^Q  —  iK,  folgUch  E  +  iKszg. 

IV.  Sind  Winkel  am  Umfange,  wie  AGB^  grö» 
f  s  e  r  als  rechte,  so  sind  es  auch  die  ihnen,  au  Folge  (I.) 
gleichen  Winkel  PAB  und  QBAf  an  der  entgegen- 
gesetnten  Seite  der  Sehne,  ftwiscfaen  der  Sehne  und 
den  Tangenten  an  den  EndpuncCen  des  Bogens.  Also 
sind  KAB  und  KBA  kleiner  ab  rechte,  und  folglich 
schneiden  sich  die  Tangeuten  an  der  nem  liehen  Seite 
der  Sehne  ($•  22.  L}- 

Nun  ist  in  dem  Viereck  MAKB,  wie  Yorbin,  der 
Winkel  M  gleich  20 ^^K,  cdso  der^  äufsere  Winkel 
AMB  gleich  ^Q  —  l2Q  —  K)^2Q'\'K.  Der  Umfangs- 
.Winkel,  wie  G,  aber  iAt  die  Hälfte  dieses  äufsern  Win- 
kels  AMB;  also  ist  6=ai(a^  +  /C)ss^-|- |ÜC»  und  folg. 
lieh  G  —  IK=Q. 

•II.    Von    ähnlichen  Figuren    im  Kreise   und 

dem  was  davon  abhängt* 

276. 

Lehrsatz.  Die  Producte  der  Stücke,  welche  zwei 
beliebige  Sehnen  eines  Kreises  innerhalb  und  OM^serhalb  des-- 
selben  von  einander  abschneiden,  sind  gleich* 

Z.  B.  in  (Fig  i46.)  ist 

t.  AP.PD^CP.FB, 
2.  EA.EB^EC.ED, 
5.  FA.FC^FB.FD. 

Bett  eis.  Das  Viereck  ABCD  ist  nach  den  Ecken 
centrisch ;  AB^  BDy  DC  und  CA  sind  seine  Seiten  «und 
AJX,  BC  seine  Diagonalen.  Ein  solches  Viereck  bat  die  im 
Lehrsatse  ausgedrückten  Eigenschalten  {§.  s4öund  i4t.). 


t  ^ 
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LtthrsatZ.     Dis  Prodnef  der  Stücks f  weleht  je  zwei  Seh^ 
nmm  xtoirdUn  drei  beliebigen  Puneten.  eines  Kreitet\  und  eine  Taiu 
gmuts  an  einem  der  dreiPunete,  von  einander  abschneiden^  sind  gleich* 
Z.  B»  wcDB  EJ  (Fig.  i46.)  eioe  Taneente  «a  A  iit,  «o  ist 

|.    JE^        csEC.ED, 

3.    EJ.DAzsDE.JC, 

^     3.    AO.EJznDJ.EC. 

Beweis.  Der  WiDkel  u<D£  4b«r  der  Sthne  JC  ist  dem  Win), 
kel  Citf£  zwischen  der  Sehne  and  der  Tan^nte  gleich  (§.  375.  I.), 
und  der  Winkel  E  ist  den  beiden  Dreiecken  AEC  and  AED  gemein. 
Also  sind  diese  Dreieke  ähnlich.  Gleichliegende  Seilen  sind  AE 
vokd  ED;  AC  und  AD;  nnd  £C  und  EA.    Also  ist 

AE^AC^EC 

W^ÄD'^El' 
waches 

AE^        '=:EC.ED, 

EA.DA  =  DE.AC  «nd 

AC.EAzu  DA.EC 
fitbt;  wie  behauptet  wird, 

278. 

LehrsatZm  fVenh  zwei  Ptmcte  mit  dem  Mittel  »Puntte  ^ 
nes  Kreises  in  grader  Linie  liegen ,  und  das  Product  ihrer  Entfern 
nungen  vom  Slittel '  Puncto  ist  dem  Quadrate  des  Halbmessers 
fleich,  so  sind  die  beiden  Entfemungen.det  Puncte  von  jedem-  be^ 
Uebisen  Puncte  der  Kreis » Linie ,  von  einander  Gleitk"' 
vieTfache. 

Z,  B.  wenn  in  (Fig.  147.) 

1.    BM.CMcsAiyP 
is^  Solist  ftlr  jeden  hplijEbigen  Pnnct  D,  D^ ,  Dt  ete.  der  Kraulinie 


M, 

BD     BA 

^   W^CA' 

Beweis».  Da  die  Halbmesser  ^M,  DM,  D^Metc,  aUe  einander 
gleich  sind,  so  ist,  \ermöge  der  Voranssetrang  BM^CM^sAM^, 
mach  M.  B.  BM.CMestDUh^  woraus 

-     ElM_^DM 

.     '  DM^  CM 

4b]gt. .  In  den  beiden  Dreiecken  BMD  und  CMD  sind  also  die  Sei- 
ten BM.  DM  nnd  DM,  CM^  welche  den  gemeinscfaalUicben  Winr 
kd  M  einschlieisen,  von  einander  Gleichvielfacbe.  Also  sind  diese 
Dr«ied[e  Ähnlich  ($.194.3.).    Folglich  sind  auch  ihre  dritten  Seiten 

die  ncmlicben  Vielfachen,  das  heifsti  es  ist  ^n  s  ^n^ »  oder  -» 

aa^w,  oder  weil  DiWsajrfiW;  -  ■ 

.BD      AM 

CD^CM" 
Nnn  eieht  die  Gleichung  (XJ,    wenn    man    cnf   beiden  Seiten 
^ilf /CAT  abzieht,  BM.CMT^AM.CMszAM^'^AM.CM,  i»dfli 
(BM^AM)CM=:AMiAM^CM),  oder,  weü  BM-^AMzbBA 


\ 

/ 


«79- 


\ 
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mia  JM-^M^CA  üt,  BJ.CMssJM.CJ,  <Mkr 

f.     AM      BA 

E$  ist  aber  so  Folge  (4.)  ^^j^— — .  also  ist 

^     SD      BA 

^'  cd^VaI 

und  $o  flir  jeden  andern  Funct  D^ ,  D^  .  •  • .  $  wie  behauptet  wifd. 

279. 

Lehrsatz»  ft^enn  sich  heluhise  Sehnen  eines  Kreiset  iu 
einem  und  demselben  Punete  schneiden^  tvis  P1P2«  QiQat 
B1R29  ^t^z  ^fc.  (Fif^.  i48.)  in  A,  so  liegen 

K  die  Durchschnitte  V,Qt  R,S  etc.  der  TangentSn  PP^  und  PP^, 

QQi  *"^  QQa>  ^^i  '^"^  ^^2  ^^^*  ^'*  ^''  Kreislinie  ^  in  den 
ind-puneten  der  Sehnen,  in  einer  und  derselben  graden  Li"' 
nie  PQIIS....>  welche  Schnittlinie  heifsen  mag. 

Umgekehrt^  wenn  die  Durchschnitts  -  Punete  beliebiger  Tungen^ 
ten  eines  Kreises  in  einer  und  derselben  graden  Linie  liegen  ^  so 
schneiden  sich  die  Sehnen,  welche  die  Berührungs " Punete  gleich 
langer  Tangenten  verhinden,in  einem  und  demselb enPuncta» 

Tl.  Auf  der  Schnittlinie  steht  die  grade  JLinif  MAN» 
tpelcha  dnfefi  den  Durchschnitts^Punct  de.t  S ebnem  und 
de>n  Mittel-Punct  des   Kreises   ^eht^   senkrecht. 

In«  Dax  Product  der  Entfernungen  NM  und  AM  deh 
SCihnrttlinie  PQRd,...  und  des  Durchschnitts  -  Punets  der  Seh" 
nsUf^  von  dcfn  Mittelpuncte  des  Kreises ,  ist  dem  Quadrate  des 
Halbmessers  MAj  gleich, 

^Beweis,  La)  Unter  den  Sehnen,  die  durch  A  gehen»  sey  die 
T^T2  anf  der  graden  Linie Tl^wtf^ durch  den  Mittel-Punct  des  Krei. 
«aa  M  nnd  dm  -  Durchschnitts  *  Panct  A,  senkrecht,  ao  is^  7\^ 
z=  T^  (f.  253.  VI),  der  DurchschnitU-  Pohct  Jff  der  Tangenten  7\^ 
und  T,^  an  den  End  -  Pnncten  der  Sehne  TT,  liegt  in  der  gra- 
den Linie  durch  A  und  Hf  (§•  i^-h  die  Winkel  MT^N  und  MT2N 
aiod  rechte  (ff*  fi6o*  IIL)  und  die  rechtwinkligen  Dreiecke 
JkUTi  und  MTiN  sind»  weü  sie  noch  den  Winkel  bei  M  ^unein 
haben,  Ihn  lieh/  Alsoia» 

MA  _  MT^ 

*•    TÜTI—  ^^' 

,  Für  fede.  beliebige  andere  Sehne,  e«  B.  P^P^*  h'cft  ebenfalls  der 
DilrdisdiniMlf-Punet  P  der  Tanaenten  P^P  und  P2P  an  den  End- 
pttncten  der  Sehnen,  ffn  der  gfttden  Linie  MB  durch  den  Mitlei- 
Pnnct  des  KMfises  M  und  die  Mitte  der  Sehne  B  ($.  a6ö.  If  I.)^  hei 
P^  und  P^  so  wie  hei  B,  sind  rechte  Winkel  ($.  a650,  «ad  die 
rechtwinkligen  Dreiecke  MAP,  und  MP,P,  weil  sie  noch 
^ien  Winkel  blsi  M  gemein  haben,  sind  ähnlich.    Also  iat. 

MB       MP^ 

*•     MT.^lfTP" 
Dindirt  man  (1«)  durch  (iX  so  erhslt  .man 

MA  MPi  _  MT^  MP 

MB^JSSTl^MPl^MS' 
oder,  weil  die  Halbmesser  MP^  nnd  mT^  eini^nder  gleichnlndf 

^     MA      MP 
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nie  Seiten  MA  oiul  M^  In  deni  üreieclte  JMt  tad  die  Sei- 
ten MP  nnd  MN  in  dem  Direiecke  MPN  sind  aho  von  einandel' 
Gleichvielfache.  Die  Dreiecke  JMA  tkn^VMN  haben  ahei^ 
anlaerdem  den  Winkel  M^  weldlen  die  gleich  vielfachen  Seiten  eii^ 
Bchliefsen,  gemein.  A^so  sind  diese  Dk^eiecke  ähnlich  \i,  194. 2 .). 
Nttn  ist  das  Dreieck  AMB  beiB  rechtwinklig:  also  ist  auch  das  Dret- 
cck  PMN  beiJV  rechtwinklig?  folglich  steht  die  grade  Linie  PN^ 
"wdche  den  Dmrch^nitta-Panct  P  der  Tangenten  fdr  die  Sehne 
PjP%»  mit  dem  Dorchschnitts-Pimcte  N  der  Tangenten  fdr  die  anl 
^}lz  senkrechte  Sehne  T^T^^  verbindet,  in  N^  aai  der  graden  Linie 
darch  den  Mittel- Pnnct  des  Kreises  M  und  den  Durchschnitts*^ 
Panct  A  der  beiden  Taneenten  senkrecht. 

Das  NemUche  gilt  aber  ancfa  für  jede  andere  Sehne;  QiQz% 
Aus  etc.  Also  sind  PN^  QN^  RN  efc.  simmtlich  Perpendikel 
aai  eine  und  dieselbe  grade  Linie  MA^m  einem  und  demselben 
Ponct  dieser  Linie,  N.  Also  Riegen  die  t>archschnitts-Pancte  P,  ,Q, 
£,  S  etc.  der  Tangenten;  fär  alle  Sehnen  P^P^t  Qx9%p  ^\^  ^^« 
wdcbc  sich  in  einem  und  demselben  Punct  A  schneiden ,  in  einer 
lind  derselben  graden  Linie  PQRS. 

fi)  Wenn  umgekehrt  die  Durchschnitts  -  Puncte  P,  Q,  A,  «^etc 
beliebiger  Tangenten  in  einer  graden  Linie  liegen,  so  milis- 
len,  wenn  es  mögßch  se^m  sollte,  dafs  die  in  P,  Q,  R,  S  etc.  zusam- 
mentreffenden Tangenten  audh  tu  Sehnen  gehorten »  ^welche  sieb 
nicht  in  einem  und  demselben  Puncte^  schiieiden,  durch  einen  und 
denselben  Punct  P  meb^  «Is  xwei  Tangenten  gehen  können»  da- 
mit s.  B.  von  P  aus  >der  Kreis  noch  in  andern  Pujticten  berflhK 
werde  und  durch  die  Berährung»» Puncto  noch  andere  Sehnen 
l^en  k/innen,  in  wejchan  der  Punct  A  nicht  liegt./  Dieses  ist  aber 
nidit  mAglich,  sondern  es  giebt  z.  B.  durcbP  nnr  zwei  Tangen«- 
ten  an  den.  Kreis ,  well  tÜber  PM  mit  der  gegebenen  zweiten,  dem 
Halbmesser  gleichen  Seit eilfPj  nur^in  recht  winkligesDreieck 
mö^ch  ist.  Bs  giebt  Ükt  Tangenten,  dia  durch  P  gehen;  nur  die 
beiden  Berdhmngs- Punkte  Pj,  P^  und  nur  eine  Sehne  PiP^s 
welche  durch  A  geht.  £ben  m>  fdr  feden  andern  Punct  in  dar  gra- 
den Linie  PQRS.  Folglich  schneiden,  sidi  die  Sehnen,  welche  zu 
Pnnclen  fpehören,  die  in  der  graden  Linie  PQRS  liegen,  nothwen- 
dig  in  einem  und  demselben  Pnncte>wtf;  welch«,  ansammen- 
genommen,  das  Erste  war. 

IL  Nach  (I.>  steht  JlitAN  aaf  PQRS  senkrecht  $  welcfa«  das 
Zittiie  mut*     .  /  • 

IIL    Desgleichen  folgt  aus  (h  Gl.  t^  d .  - 

MA.MNtaMTl; 
daa  haUstt  dtiB  Product  der  Bntfemungen  NM  und  AM  der  Schoitt*' 
llnie  «nd  des  Durchschnitta-Ftaictea  der  Sehnen- vom  Mittel- Puncte 
daa  Kreises,  ist  gleich  dem  Qtuidnt  ies  Halbmaüef»;  wdchoi  das 
Dritte  war.  1 

»  -■ 

280. 

Zusätze,  L  JLUgt  der  Durchschnitts  "  Punct  der  Sehnen 
A  (P jl.  t4fik)  im  Umfange  des  Kreises^  z.  B^  ut  A,»  so  dafs  die 
in  A|  sieh  schneidenden  Sehnen  von  der  Art  wie  A|P|..  A|Q|, 
A^Bj  etc»  sindp  so  ist  die  grade  Linie,  in  welcher  sich  die  Tangpn» 
ten  Alt*  den  End-Puncten  der  Sehnen ^  wie  P^Pj  und  P«A|y  QcQi 
und  QcAx  '^c*  schneiden^  offenbar  dhs  Tangente  des  Kreises  in  Ar» 
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IL  JLUgt  der  /htrtbtdtniiU -  Ptmct  der  Sehnen p  A  aufsmr» 
halh  des  Kreises / z,  B.  in  A^f  so  dpfs  die  in  A^  sich  schneidet^ 
den  Sehnen  von  der  Jrt^  wie   P%^^9  ^QtQ^'etc,   sind^  so  geht  di» 

frade  Li^ie^  in  welclier  sich  die  Tangenten  an  den  Endpuncten  der 
ehnen,    wie  PsPg    urid  V^^V^,   QsQs   '^'^  Q4QC    '^^*    ^^^     iden^ 
durch  den  JKreis*     Es  ist  aber  immer 

MA».MNi=MTJ. 

IIL  ZAegt  der  Durchschnitts  -  Punct  der  Sehnen  vom  Mittel» 
,Funct  d^s  Kreises  unendlich  weit  entfernt^  so  dcifs  alsQ  die  Sehnem 
.jnii  einander  .parallel  sindp  so  geht  die  Schnittlinie  der  Tangen^ 
ten  durch  den  Mittel'-Punct  des  Kreises;  und  umgehehrt* 
Denn  weon  ia  MJ.MNsgiMTl^  MA  oofndlich  grols  ist,  so  ist 
ilfiV  gleich  Null  and  folglich  gebt,  für  MA^oOy  die  SfhnittliDie 
durch  den  Mittel -Fuucti^;  und  wenaJ^Ar=:o  ist»  so  ist  MAz^oo. 

•  -       « 

281. 

LehTSatZ,  Wenn  ein  heliehiges  Dreieck  in  einen  Kreit 
beschrieben  £xf,  so  echrteiden  sich  seine  Seiten,  verlängert,  mit  dem 
Tangenten  der  Kreis ' Linie  in  den  den  drei  Seiten  gegenüber  liegen^ 
'den  Ecken,  in  einer  und  ders elben  graden  Zjinie» 

Z.  B.  die  Durcbschnills  -  Pnncle  P,  Q,  R  der  Seiten  de»  Drei- 
ecks 4BC  (Fig.  i4q.J  und  der  Tangenten  AP,  BQ,  CR  an  A,  B,  C 
liegen  in  einer  graden  Linie  P^JS« 

'    •   Erster  Beweis.    Znfolge  (f •  277«  Glekhang 3,)  i|t . 

AC.PßtsAP.AB,^ 
BC.AQsaBO.AB^ 
BC.ARaaCä.CA, 

«nil  la  Folge  (S«'2fc77*  Gleich.  3.) 

AP.AC:=z  AB.PC, 
BO.BCssz  AB. CO, 

Ck.BCs^  CA.BR. 
odof 

AC.BPis  AB.AP. 
AB.BOzs  BC.AO, 
BC  •  AR  zss  AC  •  CRf 
AC.AP  :siAB.OPf     . 
AB.CQaa  BC.B{}f 
'     BC.CR^AC.BR. 
Multiplicirt  man  diese  sechs  Gleichungen  mit  einander,  ••erhült  iMB 
AB^.AC^.BC^.AP.BP.BO.CQ.AR.CR 
caAB^.AC^.BC^.AP.CP.Ag.BQ.BR.CR,. 
oder' 

AR.BP.Cg».Ag.BR.CP. 

Diese  Glefchmig  ist  nach  (S^aie.  II.)  diejenige  Bedinmig»  !»• 
ter  weldiek*  PQR  eine  grade  Linie  ist  Denn  es  sey  fijf  mit  AQ 
parallel,  ao  sind  die  Dreiecke  AQR,  BXR  und  PBX,PCQ  fthnlich. 
▲Uo  iit 

AR       AQ        ,   BP       BX 

BS  =  BX  *"*  ÜP  =  ^^• 

Ifultiplidrt  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  eihaiideri  ab  erhÜtmaigi 

AR.BP  _Ag       . 

557CP  -  -ep^  ^^•'^ . 

AR.  BP.  CO  zsijg.BR.  CP. 

•  ...        Eben 


\ 


\ 
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Eben  diese  Gleidinn^  wnrde  Torhin  ^fond^l  al^o  IbX  PQR 
eine   grade  Linie. 

Zweiter  Beweis.  £f  sey  jiEBFCD  ein  Sedueck  im  Kreise, 
in  dessen  Ecken  J,  C»  B  die  Ecken  des  Dreiecks  JBC  liegen,  so 
schneiden  sich  nach  ($.  ai5.)  die  Seifen  JE  und  FC,  EB  und  C/>, 
BF  und  i>>^  in  einer  graden  Linie*  Dieses  geschieht  imm^r, 
welches  auch  das  Sechseck  sevn  mag«  AJsoaorh,  wenn  di<t  ^ 
Seiten  FC,  DA  EB  Null  sind.  Wenn  aber  FC,  DA  und  EB 
VM  sind«  so  fallen  ihre  Verlängerungen  in  die  Tangenlt-n  CA,  AP  " 
und  JBO,  hingegen  die  Seifen  JE^  BF^undCD  fallen  In^^,  BC  und 
Cji,  Also  ist  alsdann  der  Durchschnitts- Pnnct  Ton  jiE  nnd  FC 
der  Ponct  JR ,  von  EB  und  CD  der  Punct  (),  und  von  BF  und  Z>^ 
der  Punct  P.  Folglich  liefen  auch  die  Poncte  P,  Q  und  R  in  grji* 
der  Linien 
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Lehrsatz.  PVenn  die  Ecken  eines  eingesehrietrenen 
J^ierecks  in  den  Seiten  eines  umschriebenen  Vietetke  U$' 
gen,   vie  die  Vierecke  ABCD  und  FGHL  (Fi^,  i5o)«    so,  liegen 

I.  die  Durch ichnittt '  Puncte  M,  N«  P,  Q  der  gegenüber  liegenden 
Seilen  beider  Vierecke  in  einer  und  derselben  graden  Linie  MQNP. 

IL  Die  Durchschnitts '  Puncte  der  Diagonalen  und  je  zweier 
gegenüber   liegender  Seiten  des   eingesehriebe nen  Vierecks ^lie» 

fen  in  den  Diagonalen   des  umschriebenen,  nemlich  K  'knd  N 
iegeti   in    der  Diagonal  HF ,   und  K  und  M  in  der  Diagonal  LG, 
so  dafs  FKHN  »na  LKGM  grade  Linien  sind, 

11 L  Die  Diagonalen 'der  beiden  Viereeka  sehneideu  sich  in  einmm 
und  demselben  Puncte  K. 

IV.  Die  Entfernungen"'  derjenigen  Durchschnitts  -  Puncte 
der  Seiten  und  Diagonalen  der  beiden  Vierecke  f  welche  in  grader 
Ztinie  liSgen^   sind   Gleichviel/ aehet  nemlich 

FK_FN     LK_LW        ,  QM  _  QN 

Hk  "^  HN •  5k  -^  eSf  ™'*  FSi  -■  Imn- 

V.  Die  grade  Linie  XKY  durch  den  Mittelpunct  des  Kreises 
und  den  Durchschnitts " Punct  der  Diagonalen   des  eingtschrie*    i 
benen  Vierecks  steht  auf  der  graden  Linien  PNQM,  in   welcher 
steh  die  gegenüber  liegenden  Seiten  der  beide»  Vierecke   schneidsnp 
Senkrechtm 

Vi.  Das  Product  der  Entfernungen  der  Schnittlinie  und 
des  Durchs  chnittSm  Punct  es  der  Diagonalen  des  eingeckriebe'^ 
nen  Vierecks  vom  Mittel  ^  Puncte  des  Kreises  X,  ist  gleich  dem 
Quadrate   des  Halbmessers^    nemlich 

XK.XY  =  XA2. 

Beweis»  L  Erstlic  h,  aus  der  Figur.  Diejenigen  Winkel 
zwischen  den  Seiten  und  Diagonalen,  welche  nach  {%.  83.  L  u.  90.)  gleich 
^ofs  sind,  sind  in  der  Figur  mit  gkiclien  Jiucbstaben  beseichnet* .  ^ 

Kun  ist  TT^r^so  viel  als  Trir|:-7-rr«     Wenn  nun  DD^  und 
DM  DM    JD  *  ^ 

CCj  Buf  JIM  senkrecht  aind,  so  sind  di«  recht  wink]  igaa 

DD         CC 
Dreiecke  MDDj  nnd  MCC^  ifanlicfa.     Also  ist  ^^-  =8  ^^. 

Wenn  lerner  DB^  unt  BN  senkrecht  i«t,  fo  sind  /die  recht» 
Winkligen  Dreiecke  JDD,  und  CDD^  «hnlich|  wtiU  ini  ein* 
fea^hriehrnen  Viereck,  die  Winkel  DJB  +  DCBssi^  und  dieNetwn^ 
Winkel  X>CD2*t-i>CB  ebonlall«  ssf  »ind,  alM,  nlTdurtl!«  r*«^«> 

Cralli^i  G«^Hri%  '10 
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ten  Winkel  der  Winkel  DJB  oder  DjiD^saDCDt  ut     Also  bt 

DD,        DD^     x»  1  V  u        u- 
-j^  S8  r-g^ ,  folglich  vorhin 

JD  _  CC,    DDg  _   DC^    CCj^ 
*•    JDM""  CM'  DC  ""  CM*  DD,' 

£5  ist  -^g  so  viel  als  "g^ '^Tjj*  Wenn  nun  CC^  Mn£JP  senk- 
recht ist,  so  sind  dif  rechtwinkligen  Dreiecke  jtfCC,  und  fiCCj 
ähnlich,  weil  die  Winkel  bei  ^  und  B  beide  gleich  oc  -{"ß  sind. 

Also  ist  -gy  =  -^^i  folglich  obon 

CM       CC^    CC^        CM   CC^ 
*•      CB  "^   CA  '  CM  "^   CJ    CC^  ' 

Es  ist  ^p  so  viel  als   -p~- .  -g~  .    Wenn  ann  RR,  auf  ^P  senk-' 
re  cih  t 'ist «  so  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  PRR^  und  PCC^ 
ähnlich.    Also  ist  -^  =="7"F*  '^'^^  folglich  vorhin 

CJf_ilH,    CC,      C^    ÄÄ, 

^*  tsp^  rp^'Ta'^rf' cc^* 

£^  iti  ^  so  viel  als  ^  :^^.  Wenn  nun  BA,  auf  CJV^senk- 
recht  ist,  so  sind  die  rechtwinkligen  Üreiecke  NRB.,^  und 
NDD^  fihnlich.    Also  ist  ~^^  =  ^^,  und  folglich  vorhin 

CR  _  DD^    RR2  _  CR    DD^ 

*    AN  '^  PN  '  CR    "■  ^N'RR^* 
Mullqplicirt  man  die  Gleichongea  (^1.  a.  3.  4.)  mit  einamder^,  »o  «»- 
hält  man 
jiD.CM.CJ.CR  _  DC>CCi.CM.CCg.C^.ilJB,.CB  DDg       , 

DM.CB.CP.RN  •"  OOiBr:^ZÜÜpiP.CCj,  DlV.ÄÄj, '  ®*'*^ 
^D  .  CM. C J.CR  _  DC.cn. ilJB, 

DM.  CB.CP  . RN  "^  dSTHpTSS:'  *'^*'' 
6.  JD,€M.CJ.DN.RP.RRr=i  DM.CB.CP.illV.DC.JRÄ,. 
Wenn  X^^  '■uf  JD  nnd  A^j  auf  BC  senkrecht  ist,  so  halhi- 
ren  XJT,  ur^d  XX^  die  Winkel  DXi  nnd  CJJS,  nnd  die  Linien 
JD  und  BC  (S.a63.  VI.).  Die  Winkel  DXJ  und  CXB  am  Mit- 
tel-Puncte  sind  aber  doppelt  so  grofs  als  die  Winkel  DBJ  =  ß 
und  CJB=zd  am  Umfange,  auf  gleichen  Bogen  (f.  ^73«). 
Also  sind  die  Winkel  X^XJ  und  XjAB  gleich  /9  und  6.  j&bcn 
das  sind  die  Winkel  Ü^Aj  nnd  ACA^*  Also  sind  die  rechtwink- 
ligen Dreiecke  X^XJ,  R^JR  und  X2XB ,  R^CR  ähnlich« 
Fglglich  ist 

JX^       RR   '     j  BX^       RR^ 

unü  wenn  man  diese  beiden  Gleichungen  in  einander  dividirt> 
'  JX^  BX       RR^  CR 

BJ[;rjX^RR:,^JR*     , 
«oder,  weil  die  Halbmesser  BX  und  JX  einander  gleich,  und   JXi  i 
BXi  gleich  iJD  und  IBC  sind, 

^     JD  ^  äH,   ^R 

^'  bU^TlS^-jr^ 


ff 
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Nun  sind  die  Dreiecke  ACR  und  CDA  fhnlicfa,  weil  die 
Winkrl  DAC  nnd  DCR  beide  gleicb  a  And  die  Winkel  ACR  ottd 
CDR  beide  gleich  «  +  /?  sind.    Aehnlichliegende  Seilen  sind  AC,  AR  " 

jMä  CD,  CR,    Also  ist  ^  =  ^»  IbIgUch  in  («,)        «  »    *. 

,     ^D       RR^   CD       . 

7.  ^D.^C.AAs  5=  ^C.CD.ÄÄ,. 
Dividirl  man  (5.)  dorch  (7.),  so  erhüh  man 

AD  .CM .  CA  .PN  .RP .  RR^  _  DM.CB.CP.RN.DC.BR^ 

AD.  CA.  ÄÄ,  ÖB.DC.RR^  ' 

oder 

8.  D^ .  CM.RP  =:  DM.  CP .  RN.  ' 

Diese  Gleichung  ist  nach  (S«  ^i^*)  <l>c  Bedingung,  unter, welcher 
MNP  eine  grade  Linie  ist.    Denn  es  Btj  CN,  mit  DN  paral- 
lel, so  sind  die  Dreiecke  MDN,  MCN^  mdPRN,  PCN^  ahn-  . 
licfr;  also  Ist 

DM  _CM      j  CP  _  c^; 

DN^  CN^  ""**  SJP—  RN' 
Moltiplicirt  man  diese  beiden  Gltichvngen  mit  einander «  so  erhAlt 
DM.CP       CM      ^  I 

™''  mrRP  =  RN'  *'^*"' 

9.  DN.  CM.  RP  Gss  Dilf .  CP .  AN. 

Diese  nemliche  Gleichung  fand  far  die  drei  Puncte  ilT,  N,  P  stah 
(8.).  Also  ist  MNP  eine  grade  Linie;  dasheifst:  die  Dorch- 
Bcfanitts-Pancte  N  and  M  der  Seiten  des  eingeschriebenen 
Vierecks,  AD,  BC  and  DC,  AB,  hcfgen  mit  dem  Darchschnitts - 
Pancle  P  der  beiden  Seiten  HG  nnd  XF  des  umschriebenen 
Vierecks  in  einei^  graden  Linie. 

Non  gilt  aber  notb wendig  aacfa  Ton  den  andern  beiden  Seiten 
des  niiischriebenen  Vierecks  das  Nemliche,  weil  zwischen  den' Seiten 
weiter  kein  Unterschied  ist«  Abo  liegen  aach*  die  Poncte  M,  N,  Q 
in  «iner  graden  Linie* 

Folglich  liegen  alle  Tier  Darchscbnitts-Panefe  M.NjP^Q  d^r  , 

eegenüber  liegenden  Seiten  des  eingeschriebenen  and  des  omSchrie- 
benen  Vierecks  in  einer  graden  Linie;  welches  das  Erste  war. 

Zwe'itens  ans  dem  Satze  ($.  2i5.).  Es  %ey  AeDCJB  ein 
Sechseck  im  Kreise,  in  dessen  Epken  A,  D,  C,  B  die  Ecken  des 
Viered^s  ADCB  liegen,  so  schneiden  sich,  wie  in  ff.ai5.)  bef^iesen, 
die  Seiten  Ae  and  Cf,  eD  nnd  fB,  DC  und  BA  in  einer  graden 
Linie.  Dieses  geschieht  immer,  welches  anch  das  Sechseck 
seyn  mag.    Also  aach  wenn  diese  oder  {ene  Seiten  Null  sind. 

Es  sey  Ab  nnd  C/ cleich  NoD,  so  ßllt  die  Seite  A0  in  die  Tan- 
gente FAL  nnd  die  Seite  Cf  in  die  Tangente  GCP,  hingegen 
die  Seite  #D  flllt  in  ADN  nnd  B/in  BCN.  Also  schneiden  sich  auch 
FAL  und  GCP  mit  ADN,  BCN  nnd  DCM,  ABM  in  grader  Linie; 
das  heilst:  die  drei  Puncte  P,  N^  M  liegen  in  grader  Linie. 

£a  sey  »D  und  Bf  gleich  NnlJ,  so  fällt  die  Seite  De  in  die  Tan- 

iente  LDQ  nnfl  die  Seite  Bf  in  die  Tangente  FBQ,  hingegen 
ie  Seit«  AßHlW  In  ADN  und  die  Seite  Cf\n  BCN.  Also  scWi*- 
den  sich  aneh  ADN  und  BCN  mit  LDQ,  FBQ  und  DCM  nnd 
ABM  in  grader  Linie,  das  heifst:  die  drei  Poncte  N,  Q,  M  li^- 
gen  in  grader  Linie. 

*  16»  /      . 


244  1.  Theil.       5,  Buch.  aßs. 

Also  liegen  «He  yier  Puncte  M,  N^  P«  Q  in  grader  Liniei  wtl» 
ches  wiecleruiii  das  Erste  war. 

II.  Der  Sats  (I.)  hängt  nicht  toh  deri  Gestalt  der  beiden  Vierw 
ecke  ab,  sondern  gut  für  alle  Virrecke,  wenn  nur  die  £cken  des  ein- 
geschriebenen in  den  6eiten  des  uuischrieb^inen  lie^fiu 

Nun  stelle  man  sich  vor,  z.  ß.  die  Seite  jlH  bleibe  die  nem* 
''liehe,  die  Winkel  DAB  und  CJJji  aber  würden  iinmcr  kleiner,  so 
rockt  der  DurchschniUs-{'unct  /V  der  Seilen  ^D  und  BC,  und  folg- 
lich die  Linie  MNPQ  dem  Kreise  immer  näher  uud  der  VVibkcI 
H  wird  immer  stumpfer.  Fällt  C  mit  D  zusammen,  so  W^^l  der 
Durchschnitts -Punct  N  in  dem  Umfange  des  Kreises  und  LHG  ist 
'eine  grade  Linie,  nemlich  eine  Tangmte.  Also  biilen  alsdann  PG 
und  QJL  in  eine  und  dieselbe  grade  Linie:  folglich  ist  in  die»- 
aem  Falle  die  Linie  MJ^PQ  eine  Tangente  des  Kreisca 
an   dem  Darchschnitts-Puncte  von  AD  und  BC*  "* 

^  Nehmen  die  Winkel    DJB  und   CBA  noch   weiter  ab,   ao 
«cfakieiden  sich  AD  und  BQ  innerhalb  des  Krebses;  ft»l^tich  geht 
alsdann   die  Linie  MKPQ  durch  den  Kreis  und  die  Linito  LH 
und  GH  verwechseln  ihre  Lage. 
.  Fällt  endlich  AD  in  AC  und  BC  in  BD,  so  liegt  der  Durch- ^ 

«cbnitts-Punct  N  in  K,  LH  lallt  in  GH  und  GH  in  LH,  also  P 
in  L  und  Q  in  G.  Die  Linie  MNPQ  geht  also  nunmi^far  durch 
K  lind  hat  die  Lage  MKLG.  Also  ist  auch  MGKL  eine 
grade  Linie. 

Ganz  auf  dieselbe  Weilie,  wenn  man  die  Seite  AD  beibebslt  nnd 
^16  Winket  CDA  und  BAD  so  lange  abnehmen  läfsi,  l^ts  CD  in  BD_^ 
und  BA  in  CA  (allty  wird  btwieäen,  dafs  auch  NHKF  eine  grafle 
Linie  ist«  .. 

Afao  liegen  auch  die  Durchschnitts  «Puncte  der  Diagonalen  und 
sweier  gegenüber  liegender  Seiten  des  eingeschrieb'enen  Vier- 
ecks in  <len  Diagonalen  des  umschriebenen»  nemlicb  JSTund  N 
in  HFf  und  K  und  M  in  LG;  welches  das  Zweite  war. 

III.  Da  auf   diese  Weise  die   Diagonalen   des   umschriebe- 
nen Vierecks  HF  und   LG,  beide  durch  den  Dtirchschniils-Puncl  ^ 
K  der  Diagonalen    des    ein  g esc h riebe nf^n  Vierecks  gehen,   so 
•chneiden  sich  die  Diagonalen   der  beiden  Vierecke  in  einem  und 
demselben  Puncte;  welches  das  Dritte  war. 

IV.  "Nimmt  man  die  Verlängerung  der  teilen  Sfs  umscbrtebe- 
nen  Vierecks  FGHL  bis  P  und  Q,  zu  denselben  hinzu,  so  ist  f^i$ 
Viereck  ein  vollständiges  (jf. 216.).  Seine  drei  Diagonalen  sind 
FH,  LG  und  PQ. 

Man  vergleiche  dieses  Viereck  FPHQ  nrit  dem  Viereck  JFPBQ 
(Fig.  ia5.).  In  beiden  Figuren  stehen  gleiche  Buchstaben  an  glei« 
chtn  Stellen;  also  ist  vermöge  ($.317.)  \ 

FK        FN 

"•     HK  —  HN' 
LK       LM 

"•    'PM^  PN' 
welehes  das  Vierte  war.  ( 

V.  Die  Diagonalen  dts  eingeschriebenen  Vierecks,  AC 
und  BD  sind  Sehnen  d«8  Kreises,  ihr  Durchschnitts  -  Punct  ist  Kp 
und  die  grade  Linie,  in  welcher  sich  die  Tangenten  an  ihren  £«id« 
Pancten  achneiden,  i^tPQ.  Auf  dieser  Linie  steht  zu  Fol]ge  ($.279«  11.^* 
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dl«  Linie  XK  T  ^nrcb  don  Mittel  -Panel  des  Kreises  und  den'  Dordi«* 
tcbnifts-Puact  der  Sehnen  senkrecht;  jrelches  das  Pdnf  te  war./ 

VI.  Das  Prndatt  der  Entffmungen  der  Linie  PQ  .and  des 
DorrliAchhitts  •  Pn&cte«  6tT  8fhn^n,  K^  vota  Mittel -Puncte  des  Krei- 
ses, ut  nach  (f.  379,  111 )  £rtf>i(h  dem  Quadrate  des  Halbmessers^  so  dals 

XK.XY  :=:XA^i 
«eiche«  das  Sechste  irar*  ) 

283. 

I^ehTSatz.  tn  Je^em  ein gwfe^hri^hs  nen  FBnfeeke 
Stkneideu  sich,  j  9  tue  ei  ^uf  einander  folgen  dß  Seiten,  zwischen 
teel  chen  eine  lie^t,  und  die  ^fünfte  Seite  mit  der  Tangente  an 
der  gegenüber  liegenden  Ecke^  in  einer  und  denetben  gru» 
den  JLinie, 

Z.  B.  in  (Fig.  \5iJ  schneiden  sich  di^l  auf  einander  folgenden 
Seiten  BC,  DE  und  CD,  BJ,  dergleichen  die  fClnffe  Seite  jiE  \iet 
eingeschriebeoen  Püafecks  JlBCDE  und  die  Tangente  aa  der  JE 
gegeniiber  Hegenden  £cke  C,  in  einer  und  derselben  graden  Linie 
MQN.  Eben  so  schneiden  sich  CD  und  EA  DE  und  JB^  und  BC 
nebat  der  Tangente  an  E,  in  einer  graden  Linie;  und  so  veiter* 

^Beweis.  Es  sey  JBCfDE  ein  eingeschriebenes  Secbsecft«  hl 
dessen  Ecken  die  Ecken ^des  Fünfecks  JBCDE  hegen,  so  schneiden 
sich,  wie  in  ($.31 5.)  bewiesen»  die  gegenüber  liegenden  Seiten  JB. 
und  DJ;  .BC  und  i>£,  CJ  und  JE  m  einer  graden  Linie«  I|icscs 
geschiebt  immar,  welches  auch  das  Sechseck  seyn  mag.  Also  auch, 
wenn  eine  Seite  desselben  Null  ist.  Es  sey  s*  D.  die  Seite  Cf  gleich 
iliill,  aa  fällt  dieselbe  in  d\tL  Tsngente  C2v  an  C,  hingegen  die  Seit« 
Df  fällt  in  DCM,  Also  schneiden  sich  auch  JE  und  CN,  BC  und 
DE  und  DOM  und  JB  in  einer  graden  Linie  MQN i  und  tbei^so, 
wenn  eine  der  andern  Seiten  Null  ist* 

284.  .     ' 

Lehrsatz^  PVenn  sich  heliehige  Sehnen  eines  Kreises  in 
einem  und  demselben  Puncte  sehneiden,  wie  AjAs,  ^1^3»  ^x^a  ''^* 
(Fi^.  i5-a-),  so  Heren 

^  'L  die  Durchschnitts »Puiicte  der  gf^aden  Linien,  welche 
'die  Endpunete  zweier  Sehnen  mit  einander  verbinden^ 
z.  B.  der  darch  (B€)  hez^ichneie  Durchschnitts  •  Punet  der  Linien 
BjCj  und  KjCji  der  Durchschnitts ^  Punct  (CD)  der  Linien  C|D. 
und  CfU^f  der  Durchschnitts •  Punet  (CE)  der  Linien  GjEi  uni 
C2E, ,  der  Durchschnitts ^Punct  (BD)  der  Linien,  hiDi  und  B^Dj^ 
tt.  X.  w.  mit  -den  Durchschnitts'" Puncten  6,0,1)  etc,  der  Tun- 
genten  an  den End^nncten  der  S ebnen  sdmmtlich  in  einer 
und   derselben  graden   LTnie  BCOE  .  •  •  • 

II.  Diese  Schnittlinie  RCDE . . . .  stelu  auf  der  graden  Li* 
nie  MKX  durch  den  Mittel -Funct  des  Kreises  M  und  den  Durchs 
echniktS'Punct  der  Sehnen  "K.,  senk  re  cht,  9 

IIL  Das  Produet'ihrer  Entfernung  STVI  und  der  Eut» 
fernung  KM  des  Durchschnitts  -  Vunctes  der  Sehnen  vom  MitteU 
Puncte  des  KreiseSf  ist  drfn  Quadrate  des  Halbmessers  gleich» 
'  Beweis*  I.  ZuT  Folg«!  ($•  379^.  L)  liegen  ^\^  Dnrchscnnitts^ 
Pönrte  J^  Bf  C^. ..  der  Tangenten  an  den  Endponcten 
beliebiger  S>hnen  eines  Kreises,  drct  sich  in  einem  Piintte 
scbaeiden,  in  einer  und  derselben  grsiden  Linie,  und  so  Folge 
(f.  »Sa*  L)  liegen  die  Durchschnitts  »Puncte  der  Seiten  \e^z  einge- 
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ftchci ebenen  Vierecks  und  der  durch  die Emtpnncte  tetner Dia- 
gonalen (gehenden  Seiten  des  umschriebenen  Vierecks,  also  s^B. 
fdr.das  eingescbri.ebene  Viereck  B^P.B^Ft  und  das  ui&scbrie- 
bene  Viereck  BfB^f^F^,  die  Durchschnitte  der  Linien  B^F^  und 
BtF^^'  B^F^  und  B^F^  mit  den  Durchschnitten  B  und  F  in  einer 
^grsden  Linie.  Alao  liefen  sümmtliche  Pancte  J,  B^  Cy  D  . , . .  (^B), 
TBC),  (CD),  (AD)  etc^,  weil  das  Nemliche  von  allen  Vierecken  filt, 
deren  Diagcmaien  zwei  beliebige  Sehnen  sind ,  in  einer  und  denei- 
ben  graden  Linie  ABCD,.,,;  welches  das  Erste  war. 

Ü.  Nach  (fl.  879.  ff.)  steht  die  Schnittlinie  ABCD....  auf 
der  Linie  MKX  durch  den  Mittel -Poiict  d^B  Kreises  M  und  de& 
Durchschnitts  -  Pnnct  der  Sehnen  K^  senkrecht;  welches  dns 
Zweite  war. 

-  (IL  Und  nach  (S»a7Q.  Hf.)  ist  das  Product  der  Entfemniig 
XM  der  Schnittlinie,  und  der  Entfemnne  KM  des  Durchschnitts- 
Punctes  der  Sehnen  vom  Mittel  -  Pnncte  des  Kreises»  dem  Quadrate 
MZ^  des- Halbmessers  gleich;  welches  das  Dritte  war. 

285. 

jfusatz,  JVenn  d^r  Durchschnitts ' Punct  der  Sehnen ^  K 
(Fig.  152.)  aufserhalh  des  Kreises  liegt ^  so  geht  di$  Schnitt' 
linie  ABCD....  durch  den  Kreis,  Sie  steht  immer  auf  der  'gra- 
den  Linie  MK  senkrecht  und  es  ist 

XM .  KM  =  ZM^ 

286. 

Lehrsatz.  fVenn  ein  heliehißes  Sechseck  einem  Kreise 
umtehrieben  istf  und  ein  anderes  Sechs/eck  ^  mit  den  Ecken  in 
den  Puncten  wo  die  Seiten  de»  umschriebenen  Sechsecks  die  Kreiß" 
linie  berühren^  ist  in  den  Kreis  eingeschrieben,  so  schneiden  sieh 

L  die  Tangenten  an  den  functen,  in  welchen  die  Dingo» 
nsden  durch  gegenüber  liegendä  Ecken  des  umiehriehenen  Sechsecks 
^l#  Kreislinie  treffen  ^  und  die  gegenüber  liegenden  Seiten  ^es 
eingeschriebenen  Sechsecks  in  den  nemlichen  Puncten^  nsm» 
lieh  die  Tangenten  PP.»  PP,  (Fig.  1^5.)  und  die  Seiten  fi»^  Stf 
die  Tangenten  ()Qx »  Qva  ^"^  ^^'  Seiten  fd^  mq>i  die  Tangenten 
VR^,  fln^  und  die  Seiten  ßf^  9s  schneiden  sich  in  den  nemlichen 
Puncten  P,  Q,  R. 

II.  Diese  gemeinschaftlichen  Durchschnitts •  Puncte  P>Q» 
R  liegen  in  grader  Linie, 

IlL  Die  drei  Diagonalen  durch  gegenüber  liegende  Ecken  des 
aimiehriebenen  Seäuecks  schneiden  sich  in  einem  mnd  dem"' 
selben  Puncte;  nemlich  die  Diagonalen  AD,  BK,  CF  in  einatn 
und  demselben  Puncte  K. 

IV.  PIs  Schnittlinie  PQR  steht  auf  der  graden  Linia 
MKX  durch  den  Mittelpunct  ^es  Kreises  M  und  den  Durchschnitt 
K  der  Diagtfualen  des  umschriebenen  Sechseckt  senkrecht, 

V.  Das  Product  der  Entfernunmen  MX  und  MK  dtk  Schnitt* 
linie  und  des  Durchschnitts  "  Punctes  der  Diagonalen  des  iimxcJkrM- 
ii«n0ft  Sechsecks  vom  Mittel- Puncte  des  Kreissi,  ist  gleich  dam 
Quadrate  des  Halbmessers  MZ. 

Beweis.  L  Wenn  man  die  Seiten  des  e  fuge  schriebe- 
Ben  Sechsecks  ttßy^t^  %ls  Sehnen  betrachtet,  so  sind  die  Puncte 
Pf  Q,  R  die  DurcluM^fanitts- Puncte  dieser  Sehnen.    Z.  B.  P  ist  der 
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BttrcbsduiilUf Punct  der  Scbaea  ctß  und  d«.  Üie  Seitea  de« 
umschriebenen  Sechsecks  aber  sind  Tangenten  an  den  End- 
Pancttfi  der  Sehnen,  s.  B.  JB^  AV  sind  Tangenten  an  den  End- 
Pooeten  der  Sehne  «/?■*  £D,  CD  sind  Tangenten  an  den  find  -  Pnncte 
der  Sehne  Je  u.  t •  w.  Die  Durchschnitte  dieser  Tangenten,  A  und  D 
liegen  in  der  Diagonal' ^/>. 

Nnn  durchschneiden  skh  die  Tangenten  an  den  End-Pnncten 
beliebiger  Sehnen,  die  dnn^  einen  und  denselben  Punct  P  gehen« 
der  Punct  P  liege  innerhalb,  oder  wie  hier»  aufs  erhalb  des' 
Kreises,  also  z.B.  auch  die  Tangenten  an  den  £nd-Puncten  der 
lehnen  sc/9,  cd  und  jeder  andern  heutigen  Sehne«  wie  <PX,  die 
durch  P geht,  in  einer  und  derselben  graden  Linie(S*S79. 1. 
und  f«a8o.  II.)»  also  alle  die  Tangentell  an 'den  End-Puncten  der 
dorch  P  gehenden  Sehnen  ecB,  de,  GL  etc«  in /der  graden  Linie  AD: 
denn  die  Tangenten  an  »  und  ^,  d  und  •  schneidaa  sich  in  dieser  Linie« 

Gesetzt  nun  die  Sehne  GL  rflckte  noch  weiter  nach  Jf,  so  fallen 
znletsi  G  und  L  in  einen  Pund  zusammen»  also  auch  die  T^ngentfiQ 
an  G  und  Z,  und  zwar  in  ihren  Durchschnitt.  Da  nun  der  ' 
Darchschnitt  der  Tangenten  immer  in  der  Linie  AD  liegt,  so 
liegt  er  auch  noch  in  derselben,  wenn  G  nnd  L  zusammen  faU'  \ 
lern  folglich  her&hrt  eine  grade  Linie  PP,  aus  P  die  Kreislinie 
in  der  Linie  AD*    Eben  so  PPf* 

Das  NemHche  gilt  von  den  Puncten  Q  und  ü. '  Tangenten  aus 
Q  her&hren  die  Kreislinie  in  der  Diagonal  FC,  und  Tangenten 
ans  R  in  der  Diagonal  £B. 

Also  durchschneiden  sich,  umgekehrt,  die  Tangenten  an  den 
Poncten,  in  welchen  die  Diaconalen  durch  gegenüber  liegende  Ecken 
des  nmsthriebenen  Sechsecks  die  Kreislinie  treffen  und  die  ge-  . 
gendber  liegenden  Seiten   des  eingeschriebenen  Sechsecks  in 
den  Dem  liehen  Puncten;  welches  das  Erste  war. 

IL  Da  P,  ^,  A  die  Durchschnitts  -  Pnncte  eegenäber  lie|;ender 
Seilen^  des- eingeschriebenen  Sechsecks  siiid,  so  liegen  sie  in 
grader  Linie  (§,  ai5.) ;  welches  das  Zweite  war. 

III.  Da  P,  Q^  R  in  grader  Linie  liegen,  so  schneiden  sich,  alle 
Sehnen,  welche  so  li^en,  dals  Tangenten  an  ihren  End  -  Puncten  in 
der  Linie  PQR  zusammentreffen,  in  einem  und  demselben  Pnncte 
($.379.  L).  TJnd  da  nun  die  Diagonalen  AD^  BE,  CF  solche  Seh- 
nen sind,  so  schneiden  sie  sich  in  einem  nnd  demselben  Pnncte 
K;  welches  das  Dritte  war. 

IV.  Da  die  Schnittlinie  PQR  eine  solche  ist,  ia  weicher 
Tangenten  an  den  Endpuncten  von  Sehnen,  welche  sich  in  eäiem 
Pnncte  schneiden,  zusammentreffen;  so  steht  sie  auf  der  graden 
Linie  M£^  durch  den  Mittel -Punct  des  Kreises  und  den  Durch- 
schmtU-Punct  der  Sehnen  senkrecht  ($.  379«  IL);  welches  das 
Vierte  war, 

'  V.  Desgleichen  ist  das  Prodnct  der  Entfernungen  dieser 
Schnittlinie  und  des  Durchsdinitts-Punctes  der  Sehnen  vom  Mit- 
tel* Pnncte  des  Kreises«,  gleich  dem  Quadrate  des  HaLbmetsera 
(f.  379.  m.);  welehes  das  Fünfte  war. 

287. 

ZusatJ^*  Ein  umschriebenes  Fünfeck  kann  wnan  mls 
ein  umschriebenes  Secheeck  betrachten ,  von  dessen  Seiten  zwei  in 
grader  Linie  und  beide  in  einer  der  Seilen  des  Fünfecks  Hegen. 


A 


/ 


f  ' 


I 
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tH^se  hehden  Seiten  stofsen  dann  in  dem  Berükrungt  •  Panct0  dtr 
Seiren  des  Fünf  eckt  zusammen,  Z.  B,  das  l^it/eck  ABCDE  (Fig.  iS4J 
kann  man  alt  ein  Sechseck  AaBCDE,  oder  AÜfiCDK  oder  AfiC/DE 
u»  s.  lo»  hetrachtenf 

'Der  Satz  ($.  aftfi.)  gilt  also  auch  für  das  umsehjr  iehen^ 
Fun  feckp  und  es  folgt  z,  B.,  dafs  sich  je  drei  grade  Linien  durch 
die  £cken  und  einen  BerUhrungs  •  Punct  des  Fünfecks  in  einem  unst 
dems elh en  Puc ta  schneiden ,  nemlich 

AC,  BD,  Eß  in  P, 

BD,  CE,  Ay  ia  Q; 

CE,  DA,  Bd  IQ  R, 

DA,  £B,  Ct   in  S, 

£B.  AC,  D»  in  T. 

288. 

'  LtthrSatZf  pf^enn  von  drei  heliehigen  Kreisen^  Ja 
xweij  aufserhalh  und  innerhalb  der  Figur  von  graden  lU^ 
nien  berührt  werden^  wie  (Fig.   i55.)  so  liegen 

L  die  Durchschnitte  P^  Qy  R  der  äufsern  Tangenten  in  gra» 
der  Linie, 

IL  Dz>  Durchtchnitte  p, '<|,  r  der  inneru  Tangenten  liegen 
mit  den  Mittel  -  Puncten  je  zweier  berührten  Kreise ,  in  graden 
Linien;  nemlich  ApB,  B(\C^ und  CrA  sind  grade  Linien. 

lU  Grade  Linien  pC,  qA,  rB  durch  die  Durchschnitte  der  i  n» 
nern  Tangenten  p,  q,  r  und  die  Mittel^PancteCtÄ,  B  der  drit» 
ten  Kreise  schneiden  sich  in  einem  und  demselb  en  Punc  te  M« 

IV«     Die  Entfernungen  der  Durchschnitte   der    äufsern  und   in» 
-  tiem    Tangenten  vQn   den    ß^ittel  -  Puncten   der    berührten   Kreise^ 
mit  welchen  sie   in  graden  Linien  liegen  p  sind  Gleich  "Vielfachai 
nemlich 

AP      Ap    BQ_Bq        ,  AR_Ap  % 

BP"*BD'CQ""Cq  CR*~C?* 

V«  Je  zwei  Durchschnitte  der  innam  Tangenten  und  ein  Durch'» 
schnitt  der  äufsern  sind  in  grader  Linie;  tundich  pqRj  rqP 
und  prQ  sind  grade  Linien, 

Beweis.  Nach  (ff.  a66.)  sind  die  Linien  JBP,  BCQ  and  ACR 
darch  die  Mittel -Puncte  je  zweier  berührten  Kreise  una  durch,  die 
Durchschnitte  der  Sufsern  Tsngenten,  gride«  Wenn  nun  AD  und 
BE  auf  DP  senkrecht  find,  also  nach  ((.  a6o.  IU.)  durch  die 
BerAhmngs  -  PuncCe  D  und  £  der  Kreise  um  A  und  B  mit  der  Tan- 

Snte  DP  flehen, 'SO  sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ^tf DP  und 
EP  ähnlich.    Also  ist,  wenn  man  die  li^lhmesaer  der  Kreise  um 
A,  B  und  C  durch  o«  b  und  c  bezeichnet. 

AP_a 

JBP""T' 
öod  eben  ao 

BQ     1,        ,  CR_  e 


Mnltiplicirt  aum  diese  drei  Gleichnneen  mit  einander»  «o  erhUt  nun 

APJBQ.CR 

bpTUqTaA  *"  *• 

oder 

AP.BQ.CRzsBP.Cg.AR. 


fi68«        Um^  und  eingtsehriebene- Figuren.   ^  £^9 

Dieses  Ist  nach  ((.  aia.)  die  Bedingung»    imter  welcher  die  drei 
Puncle  P,  O,  R  in  ^adcr  Linie  Uri^eD.    Denn  et  wy  CG  mit  AP 

rarallel,   %o  sind  die  Dreiecke  BPQ^  CGQ  und  APR^  CGR  iha-; 
ich»    Alfo  iat 

BO       CO       ^  AP      CG 

Br="CG  "^^  AR^CR' 
Mnltiplicirt  man  die  beiden  Gleichungen  mit  einandtf.  *o  erhält  min 

B^.AP  __  CQ 

BP.AR'^V^R* 
oder 

AP.BQ.CRi=ieP.CQ.AR; 
wie  oben.    Aho  liegen  die  drei  Dnrchschnitts  -  Pancte  P,  Q,  H  der 
ftufsern  Tangenten  in    einer  graden  Linie;    welches  da« 
E-rate  war. 

II.  Nach  der  Yoransselsang  liegen  die  inner n  Tangenten  fe 
Eireier  Kreise  in  graben  Linien;  also  sind  z.B.  D^-pE^nnADipEt 
grade  Linien;  folglich  sind  die  Winkel  DgpDi  ond  E^pE^  gleich! 
Nach  (S*  s65.)  aber  halbiren  die  graden  Linien  pA  und  pB,  dnrch 
die  Durchsdinitts-Pnncte  aweier  Taneenten  und  die  Mittel -Puncle 
der  berährten  Kreise,  die  Winkel,  wcicne  die  Tangenten  einschliefsen. 
Also  sind  aoch  die  Winkel  D^pA  and  E^pB  gleich;  folglich  sind 
aie  Seh ri tel -Winkel  und  folglich  i%t  ApB  ein«  grade  («inie« 
Eben  so  BqC  nnd  CrA. 

IIL    Für  die  inneren  Tangenten  sind  s.  B.  dit  rechtwinkligeik 
. Dreiecke \4LD.9  and  BE,p  ähnlich.    Also  ist 

Jp_AD^_a 

Bp'^BE^^T* 
ond  eben  so 

Bq        h     .    ^    Cr        €  -^ 

Tfi^sz--   und  -j-  =  — . 
Cq        c  Ar       a 

MaltlpUcirt  nun  diese  drei  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man 

Ap  .Bq,Cr       ^ 

Bp.Cif.Ar  "^  *•  ' 

oder 

Ap ,Bq,Crss  Bp .  CtffAr. 

Dieses  ist  nach  ($.  ai3.)  die  Bedingung,  unter  welcher  sich  dio 
Schnittlinien  Aq^  Br^  Cp  diu  Dreiecks  ABC  in  einem  nnd  demsel: 
ben  Puncte  schneiden;  welches  die  zweite  Behauptung  beweiset. 

IV.    Da  a.  B.  ^ai ~  (I)  «nd  auch  ^ ^7  war  (U.),  ao  Ut 

^P       ^P      ^    ^  ^Q      ^9  ^Ä      ^'' 

irelches  das  Dritte  war. 

y.  Wenn  man  annimmt  jffQ  uj  eine  grade  Linie,  und  zwar 
€vt  dritte  Diagonal  des  Tollstandigen  X\tT9t\%ABMC, 
ao  mufih  Z9  Folge  (S.iM7.)i  der  Tonet  ^  von  B  ond  C  ao  weit  cnl« 
iemt  acyn»  daia 

Bg_B^ 

CO'^Cq 
ist.    Dieses  ist  hier  wirklich  der  FaU.    Also  ist  prQ  eine  frada 
Linie.    Eben  ao  wird  bewiesen,  dals|r^Bund  ryr  frade  JUinien 
sind;  welches  das  Vierte  war. 
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389. 

*  JLehrsatz,  Wenn  sieh  nvei  Kreise  heruhre^f  ip  sind 
müm,  in  graden  Linien  durch  den  Berührungs  *  Punet  liegenden  Sek~ 
nen  von  einander  GleichvieLfaehe;  die  Dreiecke^  welche  je 
zwei  in  grader  Linie  liegende  Sehnen ,  in  d^n  beiden  Kreisen  ^  mit 
den  VexhindungS' Linien  ihrer  Endpunete  einschliefsenf  sind  ähn^ 
liehf  und  die  yerhindungs*  Linien  der  Endpuncte  der  Sehnen  sind 
•patalleU 

AO       "FC* 

Z.  B.  in  (Fig.<i56.)  <»t  ^=s^,  die  Dreiecke  JBC  md  EDC 

sind  ähnlidb,  and  JB  und  DE  si»d  parallel. 

Beweis*  Wenn  M  und  N  die  Miitelpuncte  der  beiden  Kreis« 
sind,  3o  ist  MCN  eine  grade  Linie  ($.  261.)*  Also  sind  die  Schei- 
tel-Winkel MCA  und  NCE  gleich.     Folglich  sind  die  gleich- 

achenkligen  Dreiecke  JMC  und  ENC  ihnlich.    Also  ist  -^^ 

MC 
^^"NT'  >^^^° '^  sind  die  g  1  ei  c  h  schenk  II  genDreiedce  BMC  und 

pNQ  ähnlich  und  folglich  Ist  ^  =  ^.   Mithin  ist  ^  =^> 

^^^  Wc ^^nr'  ^^''^^  ^'  Erste  war. 

Da  nun  in  den  Dreiecken  JlCB  und  DCE  die  Scheitel* 
"Winkel  ACB  und  DCE  zwischen  gleichTielfacbf n  Seiten, 
gleich  sind,  so  siird  die  Dreiecke  jiBC  und  EDC  ähnlich;  wel- 
ches idas  Zweite  war. 

Und  da  die  Dreiecke  ABC  und  fDC  ähnlich  sind^  so  sind  sm 
gleichwinklig  und  folglich  die  VVechselwinkel  J  und  £,  B  und 
D  gleich;  und  folglich  ist  AB  mit  DE  parallel |  welches  das 
Dritte  war. 

290. 

Lehrsatz*  Wenn  ein  Kreis  pqr  (Fig,  iSy.)  drei  andere 
Kreise  UVW,  »ßy  Und  $i<p  zugleich  berühr i ^  oder,  was  das 
nemliche  ist^  wenn  ein  concentrischer ,  durch  den  Mittel^ 
Puncf  A  des  kleinsten  Kreises  UVW  gehender  Kreis  PQR,  zwei 
mit  eiftz  und d« ^  concentrische Kreise -HGl und  DEF,  deren  Halb" 
melier  um  den  Halbmesser  des  kleinsten  Kreises  kleiner  sind,  be^ 
rührt,  und  AUF,  AGI  sind  grade  Linien  aus  A,  duYch  die 
Berühr ungSmPuncte  D  und  G  der  letztgenannten  Kreise^  fO  sind 
die  Tangenten  FL  an  F  und  IM  anl,  parallel,  und  wenn  AK 
und  Af^jCaugenten  aus  A  an  den  Kreisen  HGI  uni  D£F 
sind,  so  iet 

AK^_AM_AI 

an*""af^al' 

Beweis.  Die  drei  Dreiecke  ^^D,  IGH  und  FED  sind  ahn» 
lieh  <$.  s8d.).  Aläo  sind  die  Winkel  DEF,  DGA  und  GHl^  ODA 
eleich.  Femer  sind  die  Winkel  am  Umfange  £  und  U  und  die 
Winkel  xwischen  den  Sehnen  DF,  Gl  und  den  Tangenten  FL,  IM 
gleich,  nemlich 

DBFcz  AFL  und  GHl  z=:  AlM  (§.  %^b.  !.)• 
Also  4st.  auch 

AFL  =  DGA  nnd  AIM  =  GDA  : 
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• 

Miibin  haben  die  Df^itcke  ALF  xukäAIJtf^^  anHier  dem.miiflin- 
fchafttichen  Winkel  J,  noch  einen  sweiten  Winkel  mit  dem  Dreieck 
JOD  ^emeiii.  Folglich  find  aie  beide  dem  Dreiecke  JGD  und 
folglich  auch  einander  ähnlich.  Mithin  sind  die  Tangenttn  JLF 
und  IM  parallel»  welches  das  Erste  war« 

Wegen  der  ihnUchen  Dreiecke  JOD  nnd  JIM  i»t^ta~^, 

oder  JG.JIz=iJD.JM. 

Non  ist  nach  ($.  277.  Gl.  i.}  für  die  Tangenten  dV^  JK  nad 
die  Sehnen  JDF  and  DGl^ 

JN*  =  JD.JF  and  JK^wsJG.JL 
Also  ist 

JK*_JG.JI 

JN^^JD.JF' 
Es  war  iibcr  vorhin  JG.JIssJD.JMi  also  ist 

JK}      JD.JM__JM 

JN*"^  JD.JF"^  JF  V 
und  aoeh,  weil  die  Dreiecke  JLF  und  JIM  ähnlich  sind, 

JK*       JI 

JW^JL'  * 

welches  das  Zweite  war  ^). 


III.    Von  der  Gröfse  der  Kreislinien  and 

Kreisflächen.  ^ 

291. 

Lehrsatz.  Beliebige B o g e n  in  einem  und  dem- 
selben Kreise,  oder  in  gleichen  Kreisen j  die  zugehörig 
gin  Winkel  am  Mittelpuncte'  und  die  jius schnitte 
sind  Gleich'J^iel fache. 

Z.  B.  wenn  in  (Fig.  1S8.)  der  Bogen  )ABC  das  77»£ache 
des  Bogens ^DB  ttft,  wo  m  seyn  kann,  was  maa  will, 
eine  ganze  Zahl,  oder  ein  Brach,  oder  irrational, 
so  ist  aach  der  Winkel  AMC  das  mfache  des  Winkels 
AMB  and  der  AnsscHnitt  AMC  ist  das  mfache  des  Aaa- 
Schnitts  AMBf  and  amgekehrt. 

Beweis.  Es  sey  euerst  m  rational,  also  etwa 
«inBrach,  woranter  schon  der  Fall  eines  ganssahli. 
g  e  n  m,  wenn  nemliob  der  Nenner  in  den  Zähler  aa^ebt, 
mit  begriffen  ist.    AD  sey  derjenige  Theil  des  Bo* 


•^ 


*)  Nach  diesem  Lehrsatze  1äf«t  sich  leicht  ein  Kreis  aeichnen,  wel- 
^  eher  drei  gegebene  Kreise  herikkrt,  mit  welcher»  and 
ShnlichfnAnttaben,  sich  die Geometar,  seit  ApoUonins,  fjeU 
föltia  beschäftigt  haben.  Es  giebt  eine  Menge  Ton  Aafltauigen 
solder  Aafgaben,  und  besonders  der  Aofgabe  von  dem  Kreise  der 
drei  andere  berührt,  s.B.  ▼•nVicta^Descartas.L'Ho- 
'  pitat«,  Lambert,  Eoler,  Canchy,  Haishaite,  Gergonne 
«tc    Der  obige  Lehraati,  nebst  Beweis»  ist  von  Caocby. 
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fi9a>  sdS- 


gena  ^j9,  welcher  in  ^JB  nnd  .^C  i^ti gleich  auf- 
geht, s«B./pinal  in  jiJB  und  jm^I  in  ^(7  ehllialfen  ist. 
ülsdann  aind  alle^  zu  gleicbea  Bogen  AD^  DE  etc». 
gehörige  Winkel  und  AusscUaitte^  wie  u4MD^  DME  «tc. 
einander  gleich»  und  ^umgekehrt  ($.  1249.).  Also  isC. 
auch  der  Winkel  und  der  Ausschnitt  ^MD  in  dem  Win- 
kel udd  Ausschnitt  ^jlfif,  pmal,  und  in  dem  Winkel  und 
Ausschnitt  AMC  qmal  enthalten,  und  umgekehrt«  Also 
•ind,  in  dem  Falle  wenn m rational  ist,  zn  einander 
gehörige  Bogen,  Winkel  .und  Aussvchnitte, 
Gleich  vielfache. 

Nun  wachsen  Bogen,  Winkel  und  Ausschnitte 
immer  sugltfich,  weil  überall  zu  einem  gröfsera 
Booten  ein  gröferer  Winkel  und  Ausschnitt  gehört, 
und  umgekehrt.  Nie  nimmt  eine  von  diesen 
drei  Gröfseu  ab,  wenn  die  andere  wächst. 
Also  sind  Bogen,  Winkel  und  Ausschnitte  gltichf'or" 
fnig  zusammengehörige  Grbfsen  (§.  i5Öw).  Da  nuu 
aber,  wie  vorhin  .bewiesen,  jene  drei  Gröfsen  Gleich- 
vit^lfache  sind,  wenn  die  Z!abl  der  Vielfachen,  m  ra» 
tionäl  ist,  so  sind  sie  es  «u  Folge  ($.  iSg.)  auch»  wenn 
m  irration-al  ist^  folglich  in  allen  Fällen  ohne  Aa«» 
nähme*  / 

.    292. 
Zusatz.    Alis   diesem  Grunde  sind  Kreisbogen^ 
mit  einem  bestimmten  Halbmesser^   das  natürücht 
Maafs  von   Winkeln    und  man  Juinn   Winkel   auch 
durch  die  Kreislinie  messen,  und  umgÜTcehrt., 


I 


293. 
Anmerkung,  Den  bestimmten^  Halbmesser 
nimmt  man  gewöhnlich  der  Linien  «Einheit,  also  auch 
der  Einheit  der  Bogen>länge  gleich,  oder  as:  1  ^a« 
In  so  fern  es  nur  auf  Vergleichung  von  Winkeln  u  n  • 
ter  sich,  nicht  von  Bogen  mit  graden  Linien 
ankommt I  nimmt  man  aur  Einheit  der  Winkel  auch 
den  rechten  Winkel,  also  cur  Einheit  der  Bo^ 
gen,  den  vierten  «T heil  des  Umfanges  an.  Den 
.rechten  Winkel  beseichnet  man  durch  q»  Die  Einheit 
der  Winkel  und  Bogen  theilt  man  in  beliebige  gleiche. 
Tlieile,  gewöhnlich  in  go,  in  neuerer  Zeit  auch  in  koo 
Theile.  Ein  solcher  Theil  ies  Winkels  beifst  Grad. 
Teden   der  90  Grade  theilt  man  in  60,   und  leden  der 


'94*^95*  Oröfse  von  Kreislinien 'u.Jfr€isflächen^  255 

loo  Grade  in  loo  Theile,  welche  Minuten  heiften, 
jede  Minute  in  60  oder  100  Secunden^  jede  Secande 
in  60  oder  100  Tertien  u.  «•  w*  Die  Einiheilun^  dei 
rechten  Winkels  in  100  Grade ,  jeden  t,n  100  Minuten, 
jede.zn  loe  Secnnden,^  jed%  £u  100  Tertien  u.  s«  yr. 
ist  we^en  der  Tl  ebereinstimmuDg  mit  dem 
Zahlen  Systeme  und  der  «daraus  entstehen- 
den Erleichterung  der  Rec^hnu'ng  offenbar 
besser.  Allein  sie  ist  nicht  allgemein  angenommen. 
(Man  sehe  Rechenkunst  $.  269.) 

Vergleicht  man  dagegen  die  Winkel  und  Bogen 
nicht  sowohl  unter  sich,  spndern  mit  dem  Halbmes- 
ser, BO  ber^eichnet  man  den  £U  swei  rechten  Win» 
kein  gehörigen  Bogen,  oder  den  halben  Umfang, 
yHr  den  Hatbmesser  n,  durch  ^,  den  gansen  Um* 
fang»  yür  den  Halbmesser  i  also  durch  an  'und 
das  Bogen  «Maafs  des  rechten  Winkels  durch  7/r, 
vto  nun  n  eine  Zahl  ist,  die  mit  dem  Halbmes- 
ser  und  allen,  übrigen  Linien  auf  einerlei 
Einheit  sich  besieht*). 

294. 

Lehrsatz»  Jedes  in  einen  Kreis  eingeschrie» 
hene  Vieleck  ($.247.  XI.)  ist  kleiner  ah  der  Kreis  und 
jedes  umschriebene  f^ieleck  ($,  247.  XII.)  g r öfs e r.     . 

Beweis*  Kein  Theil  des  eingeschriebenen 
*  Vielecks  liegt  aufs  erhalb  des  Kreises  und  kein  Theil 
des  Krei-ses  aufserhalb  des  umschriebenen 
Vielecks«  Dagegen  liegen Theile  des  Kreises. aufser« 
halb  des  eiageschriebenen  Vielecks»  und  Theil^ 
des  umschriebenen  Vielecks  aufserhalb  des  Krei« 
ses.  Also  ist  jedes  eing eschriebene  Vieleck  klei« 
ner  und  jedes  umschriebene  Vieleck/gröfser  als 
der  Kreis. 

295. 

Lehrsatz.  Die  Kreis-Fläche  ist  die  GT9nz0 
für  die  Flächen  aller  um-*  und  eing e schriebe nen, 
rtgelniä/sigen  f^ie lecke.     Die  Vielecke  nähern  sich. 


**mt 


^  ^er  Buebsub  n  hst  anch  schon  in  ^er  R^ebenknnst  ( $.  3(0. 
VIII.)  eine  siehende  Bedeotong  erbalten.  Es  wird  sich  weher 
onten  teigen,  dafs  die  gegenwirdge  Bedenlong  sait  der  -* — ''- 
gen  übereiostinunt. 

\ 


Beweis.  Wenn  die  Zahl  der  Seiten  eingescbrie- 
bener^  reffelmäfsiger  Vielecke,  vori  gleichen  Halbmes- 
sern der  £cken,  immerfort  sanimmt>  so  nebq^en 
beidei^  ihr  Umfang  und  ihr  (nhalt  Immerfort  «a 
($•  181.  L  und  $.  18S.  I.)f  und  -wenn 'die  Zahl  der  Sei- 
ten umschriebener  Vielecke ^  von  gleichen  Halb- 
messern der  SeLteui  immerfort  sanimmt^  so  neh- 
men beide,  Umfang  und  InhaPt  immerfort  ab ($.  181. 
II-  und  $.  i85.  n.)*  Umfang  und  Inhalt  eingeschrie- 
bener und  umschriebener,  regelmäfsiger  Vielecke  sind 
also  gleichförmig  zusammengehörige  Gröfsen 
(§•168.).  Nun  ist  die  Kreisfläche  die  Grenie  fiir 
die  Flächen  der  um^  und  eingeschriebenen  Vielecke 
($.  295«)  und  die  Kreislinie  ist-der  zu  der  Kreis- 
£läche-5;eÄöri^e  Um^fang»  Also  ist,  «uFolge(5«  160.) 
die  Kreislinie  auch  die  Grenze  der  Umfange  al- 


"Weil  dieselben  bis  zu  ihm  immerfort  wachsen ,  und 
kleiner  als  die  Umfange  aller  umschrieben ea 
Vielecke ,  weil  dieselben  bi^  £u  dem  Kreis  -  umfange 
immerfort  abnehmen. 

297. 

Lehrsatz*  Grö/ser  als  die  Umfange  aller,  einept 
and  denselben  Kreise  eingeschriebenen  und  zugleich 
kleiner  als  die  Umfange  aller  dem  nemlichen  Kreise  um- 
schriebenen  Vielecke ^  ist  nur  der  Umfang  dieses 
Kreises  selbst^  und.  kein  anderer  Kreis  -  Umfang* 

Beweis.  Der  gegebene  Kreis  sey  BFui  (Fig.  169 )• 
Her  Umfdng  des  Kreises  EfW  a.  B»,  welcher  dnrch  die 
£cken  irgend  eines,  dem  gegebenen  Kreise  JBF^  um- 
ecfariebenen  Vielecks  mit  der  Seite  DE  geht,  ist 
nicht  kleiner  als  der  Umfang  dieses  Vielecks«  Dena 
das  Vieleck  ist  dem  Kreise  EKD  nicht  umsc.hriebeo^ 
eondern  es.iait  in  ihn  eing^schr  i.eben  und  der  Um- 
fang eines.  Krej^es  ist  gröfscr«  als  der  Umfang  eine« 
ihm  eingeschriebenen  Vielecks,  nicht  kl  einer  ($.2(|6.)* 
Der  Kreis  EKD  hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  sein  Um- 
fang kleiner  wäre  als  der  Umfang  eines  dem  gegebeneo 
Kreise  BFA  umschriebenen  Vielecks ,  nicht*   .Nuo 

«  _  j  e  __      

ist  aber  der  Unterschied  ^D  seines  Halbmessers  DC  von 
dem  Halbmesser  AC  des  gegebenen  Kreises  BFÄ^ 
kleiner  als  DF;  denn  in  dem  Dreiecke  DFG  islJDC ^^DF 


'  » 
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DC  —  AQ^^DF,  oder  .  ' 

.....  AD<DF 
folgt.  Die  Seite  DE  4e3  umschriebenen  Vfeledu, '  nad  ' 
ihre  Halfto  i)JP  aber  können  ^urch  Vwiehlüdiigu^g 
der  Seiten  des  Vielecks  so  weit  verkleinert  'wMrden^  al* 
man  will  {§*2^.).  Also  kann  man  aueb  ^O  kjeiner 
machen  9.ala  irg^exii  eine  G.röXae.  Daraus  folgt, 
dafs  kein  Kreis,  dessen  Halbm^esser  DC  gröfs.er  ist» 
als  ACy  die.Eigeaschaft  liat,  da£s  sein  Uqifaag  kleiner 
wäre  als  der  Umfang  jedes  dem  ;g€)gebßoeo, Kreise ^fB 
umschriebenen   Vieleck«.. 

Eben  so  ist  der  Umfang  de^  Kfej^es  PGQ^  welcher 
£•  B.  die  Seite  ^£  des  dem  gegebenen  KxeiaeJB^Liif  ein» 
geschriebenen  Vielecks  bArjibrt,  nich^.gröfser 
als  der  Umfang  dieses  Vielecks^  denn- daeMVieleck  ist 
dem  Kreise  PGQ  nicht  eingeschrieb.e9,^Qnd6rii  ek 
ist  ihm  umschrieben,  und  der  Umfang  eities  Kreises 
ist  kleiner  als  der  Umfang  eines  ihni  umschriebenen 
Vieleck«;  wifclVt  gröfser  (5.  29^.%  Der  Kreis  PG0 
hat  also  die  Eigenschaft,  dafs  sein  Umfang  gröfser 
wäre^  als  der  Uttifai>g  eines  defli  Kreise  BFA  ei-Age- 
schri^ben-en  .Vielecks,  nicht.  iNun  ist  aber  der  Un- 
terschied FG  seines  Halbmessers  GC  von  dem  Halbmes« 
icr  FC  des  gegebenen  Kreises  BFA  wiederum  kleiner, 
als  AG,  ^ und  die>  Seite  AB  des  eingeschriebenen  Viel- 
ecks, und  ihre  Hälfte  AG,  kann  dnrdi  VerVielfalfigun^  ^ 
der  Seiten  des  Vielecks  so  klein  gemacht  werden  als 
man  will*  l($.  figö.)^  also  auch  FG  kleiner  als  irgend 
eine  Gröfse*  Folglich  hat  kein  Kreis^  dessen  Halb- 
messer GC  kleiner  ist,  als  der  Halbmesser  JP(7  des 
gegebenen  Kreises,  die  Eigenschaft,  dafs  sein  Umfang 
gröfs«r  wäre,  als  der  Umfang  jedes  dem  gegebenen 
A^reise  AFB  eingeschriebenen  Vielecks. 

Mithin  ist  kein  anderer  Kreis  -  Umfabg,  tAs  AFB 
selbst,  gröfser  als  der  Umfang  jedes  ihm  eingeschrie« 
benen  und  kleiner  als  der  Umfang  jedes  ihm  umscbrie* 
benen  Vielecks  s agleich, 

298. 
Lehrsatz.    Die  Flache  eines  Kreises   ist  gleich  dir 
Hälfie  des  Products  seines  Halbmessers  in  seinen  Umfang, 

Beweis.    Die  Flächen  der  einem  gegebeneu  Kreise 
umschriebenen   regelmäfsigen   Vielecke  sind  gleich", 
der  Hälfte  d»er   Producte  dea  Halbmessers  desr.  Kxeisae- 
Crelle's  Geometri«.  ^  17 


I 


/ 


>• 
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«od  dar  UMän^  d^  Vielecke«  Alle  Siese  flMehen  'eintt 
gr  ö  f  se  r  als  die  Kreisfläche  ($.  294.).  Die  Fläohen  der  cid- 
geschriebenen  Vielecke  von  der  doppelten  Seiten - 
Aftfa]  sittdigUich  dei^  HÜtfte  der  Producle  des  Halbmes- 
eere  des  ne-mlicheü  Kreisel  und  der  Umfange  der  Viel-» 
•cke  ($.  f  8>7.).  Alle  diese  Flüchen  sind  k  1  e  i  n  e  r  als  die  FlIU 
ehe  des  gegebenen  Kreises  ($.  294.).  Will  man  also  die  Vllk^ 
che  des  gegebenen  Kreises  durch  die  Hälfte  des  Products 
aeinoB  Halbmessers  in  irgend  eine  Kreislinie  aas« 
drttekeiii^  so  ninfs  diese  Kreislinie  nothwendig  kttrser  1 
ila  die  Umfinge  ^sller  deAi  gegebenen  Kreise  umschrie« 
benen  tfnd  länger  als  die  Umfange  aller  ihm  einge^ 
aeliri^benen  Vielecke  seyn.  Eine  solche  Kreislinie 
istdi^  gegebene,  und  nur  sie  allein  ($.  2gj.). 

Also  i^  die  HMfle'  des  Prodncts  deis  Halbmessera 
eines  gegebenen  Kreise*  and  seines  Umfanges  seiner 
El&che  gleich. 

299. 
Le hrsätZ.    Die  Vn^fä nge  zweier  Kreise  und  ihre 
Halbmesser  sind  Gleichvielfache* 

Beweis.  Die  Üa»IHnge  aHor  den  beideit  Krei^ 
aen  uqnschfiebenen  rege'lmärsigea  VieleckOf  vpn 
gleich  vielen  Seiten,  und  ihre  HaLbmesser^ 
sind  Gleich  vielfache^  denn  dergleichen  regelmafsig« 
Vielecke  sind  ähnliche  Figaren  ($.  200.).  ,  Nnn  iai  der 
Umfang  des  einen  Krelsea  gröTser  als  der  Umfang  alier  im 
ihn  eingeschriebenen  und  bleiner  als  der  Umfing  alier  9«a 
ihn  bescbriebenea  Vielecke  ($b297.);  also  kann  die  Linie^ 
mrelche  von  ihm  eben  das  Vielfache  ist,  'wie  dor  Halbmes« 
aer  dea  »weiten  Kreise«  ^om  Halbmesser  desiersten^  oder 
veie  die  Umfange  der  dem  »weiten  Kreise  unsschriebo- 
Aen  Vielecke  voi»  den  U.mAngen  der  Vielecke  imi  de» 
ersten  Kreis,  aach  nur  eine  Linie  aeyn,  virelche  länger 
iat  als  die  Uaaiänge  aller  dem  n wetten  Kreise  einge- 
schriebenen «nd  kür  aer  arls  die  Umfange  aller  ihva 
umschriebenen  Vielecke.^  Eine  solche  Linie  ist  der 
sweiteKreis-Umfang,  nnd.dur  er  alloin  ($*S97*)- 
Also  sind  die  Umfange  der  beiden  Kreise  und  ihre 
Halbmesser  GleichviiFlfacbe« 

••  • 

300. 
Zusätze.    I.    Wenn  also  der  HalhmeSfset  eines 
heUeBigen  Kreises  r  und  sein  Üm/ahg  p  ist^  sa  ist^  ureä^ 
der  Ibfifme  ^^^  Kreises  vom  Halbmesser  i  thtrch  U  n  he* 


5ÖO.      Qröfse  vöPt  MreislinieH  n.  KriisflMchen,     ftd^ 

zeichnet  vmrde  (J.  sg3.)> 

p  „^  ^^ 

p  ==  ami 
ias  htifstt  man  findet  den  üi^/ang  «in««  belle-1 
bigeij  Kreisle»  vom  Halbmesser  r^w^fUninciif 
seinen  Halbmesser  mit  der Z^hl  ünmultiplicirt. 
II.  Ist  der  JFinket  am  Mittelpunct  eines  belie* 
kigen  JL'ttisrbogea »j  in  Graden ,  Minufen  etc,  äus^^ 
drückt,  gleiek  a  und  der  zugehörige  Bogän  eistes  KreU 
ses  vom  Halbmesser  -i  gleich  m,  sq  ist,  wM  dir  xu 
ü(f  gehörige  Kreisbogen  n  ist, 

a   ~"  a  *> 
denn  Kreis  ^  Bogen  und  die  zugehörigen  Winkel  am  MOteU 
puncte  sind  Gleichvielfache  ($• /-gi*)»    jtlso  ist 

^_  ast 

Iwi  der  Halbmesser  des  Kreises  r  wfd  der  Bögen  für 
den  nernlieh^n  Mittelpuncts-Wink^l  m  i^tMi  jt^ 
äsristf  eben  s6^*  . ,.  » 

— £  =  ^,   also 

^  an 

A  =  r .  — . 

^9 


fagUdh  ist 


« «?  »e 


jftso  ^d  auch  Beliebig^  Bög^n  iWit  ungleichen 
&atbmessern\  für  gleiche  ffin^el  ani  Mitt el puncte  y  und 
die  zugehörigen  Italhmesser.j  G leichuielfaohe^ 
eben  wie  die  ganzen  Umfange, 

in.  Die  Fläclie'eiiies  KreiÄCs  mif  deM  Hälb^ 
Ukess&r  \  ist  nach  ($.  agft. )  gleich  i.i.2^^  gleich  ff; 
4enn  der  Umfang  dieses  Kreises  ist  *<d.nf. 

Die  Fläche  eines  Kreises  mit  dem  Halhw^esser 
r,  ist  gleich  ir,2vny  ghith  r*  A ;  dehn  der  Umfhtng'  die* 
«i»'  Kfeft^es  ar,  Wabh' (I. );  gleidh  2  r «.     Manfiikd^ t  al^&\ 
die   IftacAe   eines  Kreises   vom  Halbmesset  Tj^ 
wenn  man  das  ^nadrsit  seines  Halbmessers  mit 
d€r  Zahl  9S  mttltiffieiri. 

ff-f  Bd  dif  BsMke^  wk  K<rei9*rA'«s«vllPa«t^eea 
iMtP  «1%   ff^iieWii  äM  Aifieipi^üäfi^'  ÜmjtbiAfi^^ 

.17*- 


»  I 
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sind,  ($«2gi.),  so  isty  wenn  man  die  Fläche  des  jäus- 
Schnitts  eines  Kr eises  vom  Halbmesser  1^  mit 
,dem  Winkel  a  am  Miftelpunci^y  durcfi  f  bezeichnet^ 

4p        n 

a  f-* 

Denn  zu  dem  Winkel  iQ  gehört  die  gau.ze^Sreufliiuiie^ 
welche  nach  (HL)  gleich  n  ist.    Es  ist  also  ... 

t  SS  ^  •  r-"" 
.•      •       •  4q       .        ' 

Ist  der  Halbmesser  des  Kreises   r,   so  ist  .für  dU 

Fläche  dfis  idusschnitts  mit   dem   nemUchm  Winkel  a^ 

welche  jetzt  q>  seyn  mag\,  weil  nunmehr  die  ganze  Kreis^ 

ßäche,  nach  (III.),  r*n  isty     /  .  . 

4p  _^  r*^ 

woraus       .  \>' 

9^=^'^-4^ 

folgt. 

\V.  iHeFUicheeinesJLr^is-khBolBLnitU  zu  finden^ 
darj  man  mOi  von  d^  FläGhe..des  Ausschnitts. die  Fla^ 
che  des  gradlinien  Dreiecks  zwischen  der  Sehne  und 
den  beiden  j  den  Ausschnitt  einschleusenden  Halbmessern 
abziehen.  ^  ^ 

301.-. 

Anmerkung.  I.  Mit  Hülfe  des  Satiei  ($•  187*}  kanp  mta 
anf  folgende  Weise  die  Zahl  tk  finden.  * 

Man  eebe  nemlich  iroo, einem  pm  -  und  von  einem  eingeschriebe- 
nen Vielcäe  aus,  dessen  Inhalt  sich  leicht  finden  läfst,  x. 
B.  vom  re^elmäfsigen  Viereclc,  oder  dem  Quadrate»  und  ver- 
doppele immerfort  die  Zahl  der  Seiten,  bis  man  dem  Kreise  nAKe' 
genug  gekommen  ist«  Man  setze  den  Halbmfc^Ser  des  Kreises» 
welchem  die  Vielecke  nm—  und  eingeschrieben  sind,  gleich  i.  Die  Seite 
eines,  einem  solchen  Kreise  umschriebenen  Vierecks  ist  offenbar 
3,  also  sein  Inhalt  4.  "Di^  Diagonal  des  eingeschriebenen  Qua- 
drats ist  der  doppelte  Halbmesser,  also  ft,  folgli<;h  ihr  Quadrat  gleich 
4  und  kuithin,  nach  dem  pythagorischen  Lehrsatze,  das  Quadrat  del^ 
Seiten  des  eineeschrieoenen  Oiladtats,  das  heifstr  dfas  einge* 
acfari ebene  Qnadrit  selbst,  die  Hälfte  dav^ti,  also  3« 

Nun  setse  man  in  ((,  i87.>  &  =  4,  «  et:  3 ,  ao  ist,  vetmdge  ies 
Aortigen  SajLaes,  die  Fl&che  des  .ei,nj^e,schriebe|ieii  \^*clecKs:TOA 
doppelt  so  vielen  Seiten,  also  4e&  Achtecks,  gleich  «ss:^{aJH 
sa/(3.4}=:/8r=:2»828437i  und'  die  Fliehe  des-  umschriebenen 

Achtecks  ^eich  ß^-^—Tii^^^^ 

Majkifetie  voa  Neuem  die  Zahlen  2, 8^84971  und  5, 3i37o85'staft 
m  und  b,  so  findet  man  die  Eüichen  des  eingeacjiri ebenen  und. 
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^ea um i ehr i ebenen  Secfassehnecki.  Sie  tind  5,0614674  und 
541835979. 

So  kaön  man  fortfahren  and  dite  Fitehen  der  nm«  nnd  einge- 

•  cliriebenen  Tfelecke  Ton  J^edeimai  doppelt  30  vielen  Sei- 
ten berechnen.  ^• 

Die  Fläche  det  Kreises  lie^t  immtr  zw isehen  den  Flä- 
chen um-  und  eingeschriebener  Vielecke  iron  gleich  vielen  Seiten* 
Da  aber  die  um*  and  eingeschriebnen  Tielecke  derlCreiafläcbe  nm 

•  •  näher  kommen,  je  mehr  Seiten  sie  haben,  so  mtfisen  sie  noth- 
wendig  einaiider  selbst  Immer  näher  kommen»  Man-  kann  ai^ 
also  durch  dieselben  der  Kreisfläche  st>  weit  nähern  als  man  will. 
Verlanet  man  s.  B.  die  KreisfiäcAe  bis  auf  7  Decimalatellen- Stellen, 
ao  darf  man  nur  die  Sehen  dar  um-  und >ingetcfari(pbenen  Vielecke 
so  lange  verdoppeln,  bta  die  Zahlen  walclie  ihre  Flu* 
eben  ausdrücken  in  der-7ten  Decimal  -  Stelle  nicht 
mehr  von. einander  abwaichen.    IH  die  Kreisfläche  d'aswi<^ 

•  eben  liegt,  so  drückt  aUdann  die  nemliche  ZM  aneb  dieKreia- 
II ä che  aus,  ^it  man  also  dadurch  mit  der  vorgesetzten  Genantgkaif 
findet.  Folgendes  ist  ^ie  Berechnmig  bia  auf  die  aiaben  Decättl«*. 
Stdlea:  ' 

Einges4Dhriebenes       Umschriebenes  ' 


Zabl 
dci:  Seiten. 

4 

8 
16 

53 

'64 

a56 
£ia 
ioa4 
ao48 
4096  . 
8193 
'  16584 
53768 


Vieleck. 

3,0000000 

3,8284271 

5,0614674 

3,i3i44Si 

5,1566485 

5,1 4055 II 

ä»i4i3773 

5,i4i5i58 

5,14167219 

5,i4i5877 

5,i4i59^4 

5,14^6925 


Vieleck. 

4,oooooqo 

5,5i  37085. 

5,1826979 

5^1517349 

5^1441 184. 

5,i43333G 

5,i4i75o4 

5,i4i633i' 

5,i4i6o35 

5,t4Y69f6i 

5,1416935' 

5,1416928 

5,^416922 
5,t4i6^20 


*. 


—  5yi4i6935,.  \.  "f-. 

—  5^1416936        — 

.D*  die  Flächen  der  nm-unid  cih^^iebrieben)$ii ,  letzten  regelmf. 
(Isigen  Vielecke  vetii  53768  Seiten  ^o.ob  in  der:  siebente  n  Dedmal- 
Stelle  .gleich  sind,  so  ist  auch  dh  K  r  e  i  s  f  1  ä  6  h  e,  welche  d  a  s  #  »^ 
sehen  Negt,  bis  auf  die  siebente  Stelle  ihnen  gfeicb^tnnl  Mgi. 
Kcb  ist  der  Inhalt  eines  Kreiies, «dessen  Hatbmtsser  a 
ist,  bis  «nf  7  Decitaal-Sl'^Uen,  gleich- 

^,1416936«  -  '    .'  - 

Die  Flüche  dieses  Kreises^  ist  aber  gleich  m  (f.  3oo.  IIL)-    Also  Uff 
bis  aof  7  Dedmal-'Stellenr 

4S=^,t4l593^*        ... 

n.  Statt  verse^hiedene  reg^mäfufe  Yielecke  in  sncbeni  die 
einem  mnd  ^#mi0Z6«  it  Kreise  um- und  ehnescbrieben  sind,  oder 
die  namZicA^n  Halbmesser  der  Ecken  und  5hnten  haben,  und  durch 
Vergröfierung  der  Zahl  der  Seiten  dem  gegebenen  Kreise, 
wdcfaem  sie  um-  und  eingeschrieben  sind,  iffimer  tnehr  sich  su  ni^ 
hern,  kann  man  auch,  und  swar  vermittelst  des  Sata^  ($.  3o4.),  re^ 
|elmä£iige  Vielecke  soeben,  die  alle  gleteh  froft  sind,  aber 
immer  mebrere  Selten  haben.     Hat  ein  soidies  Vieleck  noch 


■N 
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wenige  Seiten,  io  ^n4  «eise  Halbmeuer  der  El^iyi  «i^d  i$f ^len  ifoch 
bedeatend  Terschieden,  und  folglich  weicht  der  Kreis,  in  jrelchea 
n^an  ^t  eiaftcbriebe,  toii  dem  Kreise  welchem  man  et  ^unftchriebe, 
.bedeutend  ab.  Der  Unierachtcd  der/Ecken  uod  Seitcii 
nimmt  aber  ab,  je  gröfser  die  Zabf  der  teilen  wii^d,  also 
•arh  der  Utiterschied  der  beiden  um-  und  ei ngr schrieben en 
Kfeiae;  IIa!  man  daher  die  Zahl  df>r  Seilen  des  Vielecks  bis  auf  eine 
Differens  des  Halbmesser!  der  Erken  und  Seilen  vergrüfserl,  die  maa 
au£icr  Acht  lassen  will,  so  kann  man  auch  die  beiden  Kreise,  welche 
nan  ihm  ein- und  umschreibt,  als  ausam^men fallend,  und  fot|(- 
Itcb  als  eben  scn urufs  wie  das  Vieleck  selbst  betrachten.  Diese 
K^ise  sind  idafaejr  aUdann  auch  «o  grofs,  ala  das  anfänglich« 
Viele« k  von  weichem  man. ausging«  weil  alle  dip  verschiede* 
acii  Vielecke  gleich  grojfj  waren. 

Man  nehme  s.  B.  ein  Qußdrat  an,  f|ejsetl  Seite  3,  dessen  In- 
lialt  aUci •  4  ist.  Dfar  1  lal boutsser  des . diesem  Quadrat  eingeschrte-^ 
benen  Kreises,  oder  der  Ifaibmesser  seiner  Seiten  wärde  i^ 
deir  Halbmesser  ^t^  umschriebenen  Kreises,  oder  der  Halb- 
ours 8£r  der  F-ck^en«  nach  dep  pythsgprischen  Lehrsafae,  gleicb 
1^(1' +  I*)=s/te=i,4i42i3fi  seyn.  Diese  beiden  Halbmesser  sind 
noch  bedeutend,  nemlicb  um  o,4t43i36  verschieden«  Setzt  man 
nun  in  ($.  ao4.)  a(si,4i42i36  und  &;=:i,  so  findet  mai^  fär  die 
Halbmesser  der  Ecken  nnd  Seifen  eines  gleich  grofsen  Vielecke 
▼fin  der  doppelten  Seitenzahl,  also  eines  gleich  grofsen  re- 
gelmäfsigen  Jchteekt^ 

a^=|/(a5)       =s    /(i  .i,4t43i56):=  1,189^071  and 

Diese  beidepi  Hall^messer  J^nmmen  einander  schon  n&her.  Setzt  man 
dieselben  ^pn  Neuem  statt  a  und  5,  so  findet  man  fdr  den  Halb- 
messer  der  Erken  und  Seiifn  eiqet  gleich  grofse'n  Vielecks,  wie- 
derum' von  der  doppelten  Seitenzahl t  ^Iso  des  regelmiiCiigcn, 
gleich  grofs/en  Sechszehnpckt 

iez=/(T,  189207  t  X  1,09868  m)c=3  1^i43o5oo  nnd  ' 

.welche  beide  Halbmesser  eio^n^cr^nocb  nüher  kommen. 

80  kann  man  fortfahren«  bis   die  Hafbrnesser  einander  nebe 

fenag  kommen.    Folgende»  *ind  die  Zahlen ,  wHdie  man  bia  buib 
19a  41^  findet: 

Zahl  H^hmtsftr  Halbmesser 

der  Seiten       des  rimM;hcieb<nen    des  elngeschrlebeiiea 
des  Vielecks.  Kreiset,  Kreises. 

4  .»  I,4i4ai36  '  -^  ],eoQoooo 

8  .^  1,1892071  mm  i,o9tt£Sit 

16  -^  ^,l.4305<)O  -^  i,i2ioH6S 

9s  —  i,i3»oi49  —  i,ia6563j 

.    64  ,     T-  1,1292862  rr  .»f»a79J^ 

jaS  —  i,i2H6o63  —  1,1282657 

a56  «-  1,1284360  —  i,i2d35o8 

5 13  —  i,1283q&4  ,  —  1,128372^ 

,  1024  —  1,1283827  —  ifia83774 

ao4S  —  i,i2838oi  —  1,1283781   ' 

4p^  —  1,1283794  •—  1,128379t 

S199  —  1,1283792  —   1,1283799. 
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sin^  ^leicn  gfrofs.  ibr  Inhalt  ist  also  ooverjinderlicb  gleich  4. 
Da  nun  der  Halbmesser  der  Ecken  des  6 191  Ecks  von  dem  Halb- 
messer der  Seiten,  «irie  man  siebt,  in  ^^rsitbeofen  Decimalstelle  nicht 
l^br  abweicbt«  sp  sind  aiicb  die  H^ilbjiicaivr  der  Ihm  jim*  nfid  ain-' 
geschriebcDen  Kreise,  bis  auf  die  siebrnte  SteUe  .^leicb^  und  fblglkb 
kann  man  Mr  die  Flächen  dieser  Kreise,  w«>oa  man  nur  bis  cur  sie- 
bcn|ei|  Stelle  ^eben  will,  A\^  Fläche  At%  V ielecks'selbsl  neh« 
men.  FolgKch  ist  die  FUche  eines  Kreises  1  dessen  Halbmesser;  bif 
«A  4m  st^cnte  JEkcimalatalle  fanap  ansgedriilckt,  c.  B, 

rrs  1,136979^  .    .-. 

ist»  gleich  4. 

Daranr  i#fre  sieb  ebenfalls  die  Zahl  «  fi^dfn.  p»  nfm^db  di« 
Flache  eines  Kreisfs  rom  Halbmesser  r  fletoh  r'«  S|t  (f.'3aa.:II|«)f 
so  ist  hier  ^ 


trsr-^ 


i,irf379ft*  .    ;..^.  . 

falft,  weiches,  wie  in  (I.)> 

ff  =  3^i4i5Qft5 
giebt  , 

Diese  Entwickeltingen  der  Zähl  %  dienen  Har  als  Beispiel  <)er 
Pafftcfanung  derselben,  ohne  Reihen.  Die  ftechnimg  ist  wena 
4fiv  Worsd  •*  Ausiiehunftn  weitliaftisL  md  wrnn  man  bis  «of  mli 
Decimalstellen  geht«  sehr  besehwerlicn.  Qprch  R^ihfln.  iH  fif  •  wh 
«ii;b  weiterhin  aeigen  wird,  viel  leichler. 

302.  . 

j^inmerhung.  Die  Zahl  n  iit,  %vie'  «tob  l^nsffMM 
läTs^  irrational^  also  lärit  aich  der  Uoiffiog;.uA^.4Af 
Fläche  eine«  Kreises,  so  wie  ein  in  den  \i^^9i^M9^ 
gehender  Bogen  and  ein  in  die  Fläche  aufgehen- 
der Ausschnilt  durch  keine  Brochtheile  des  Halbmes- 
sers und  seines  Quadrats  ausdrücken.  ^ 

Gleichwohl  giebt  es  von  KreiabegeA  eingetrUiwseo» 
Flachen,  f.Q*  Monden  ($. 247.  VIL),  welche  gfgs^  daa 
Quadrat  des  Halbmessers  ratioo^l  sind,' 

£•  sey  a.B*  ,dBC  (Fig.  160.)  «i«  in  B  cechtwinlBtt^ 
g^s  Preieck,  so  gebt  eine  Kreislinie  >  deren-  Dur^hme^ 
.ser^C.ist^  durch  j8.  Es  sey^JSsa,  £Casfr,  Gitfcx^^ 
M^  isty  vermöge  des  pythagorischen  Lehrsatzes,   * 

1.  a*  +  t*  SS  c*, 
X^nn  ist  SU  Folge  ($•  3oo,  JII)  die  Fläche  0Qes  Kreises 
vom  Durchmesser  a,  oder  Halbineaser  {^^  gleich  ia^n, 
v^m  Parchnieaser  h,  oder  Halbipesser  \hy  gleich  l^'ni, 
«nd  vom  Durchmesser  c,  oder  Halboiesser  f  c'i  'gl^cb 
ic^n.    Wenn  flauer  ADB,  B^C  und  .^£(^C  Halb- 
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krei$e  Übtr  AB,  SC  und  CAnindy   iO  Bihd  die 

cheo.  derselben     .  ^ 

ü,    fö*^,  |i6*^  und  fc*^. 

Die  Summe  der  Flächen  ^  der  beiden  'Halbkreise  ADB 

und  BJFC  ist  also 

5.     |ii*^  +  |6*^^  =  |(a«  +  6*)^.        « 

£&ist  aber  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck -ABC,  a*+i* 

5=  c^  (i.).    «Also  ist  die  Summe  der  Flächen  der  beiden 

Halbkreise  ADB  und  BEC  auch  gleich 

5.     ic^n. 

Die^s  nrar  die  Fläche   des  Halbkreises  AFBGt).     Also 

itt  der  Halbkreis  AFBGC  so  grofs,  als  die  beiden  Halb- 

Preise  ADB  und  BEC  zusammen.  Nimmt  man  nun  von 
dem  Halbkreise  AFBGC  die  beiden  Kreis-Abschnitte 
AFB  und  BGC  weg,  so  bleibt  das  rechtwinklige  Drei- 
eck ^JBC  übrig.  Nimmt  man  von  den^  zusammen  eben 
so  grofsen  beiden  Halbkreisen  AßB  und  BEC  die 
nemlichen  Kreis-Abschniite>^F£  und  BGC  wejpi 
SQ  bleiben  die  beiden  Monden  ADBF  und  BECG  ilbrig. 
Also  sind  diese  beiden  Monden  ADBF  und  BECG  zusan^ 
meu  so  gro/Sf  als  das  gradlinige  Dreieck  ABC,  dessen  Ih^ 
XtdZ^.  rational  z^f,  tuenn  es  AB  und  BC  sind. 

Dieser  Sat&  tou  den  beiden  Mondän  über  die  Ca- 
theten  eines  rechtwinkligen  Dreiecks  ist  vom  Hippo- 
erat  es  von  Chios.  £s  giebt  noch  andere  Sätse  von 
Kreis-Monden,  wor&bir  man  unter  andern  Huttpn 
ttia'th.  an*d  phil.Dictionary,  art.'Lune  or  moon 

Jieekselieii"kann.'  •  •• 

>  «    <  ... 

^  '      303.  " 

liehrSütZ*  Der  Kreis  ist  grofser  als  alle  gradlinige 
^igiuren  von  gleichem  Umfange.  ^  • 

Beweis.  Nach  {§*  i52.)  ist  das  regelniafsige 
Vieleck  gröfselr,  als  alle  andere  gradlinige  Figuren 
l^Ote  (gleichem  Umfange  und  eben  so  vieleA  Seiten.^  Es 
Jfcemibt  also  -nur  darauf  an',  ob  der  Kre^  grofser  ist 
ßim  ein  rjer^elmäfsiges  Vieleck  von  gleiobem  Um- 
fange. .Alsdann  ist  er  noth wendig  um  so  mehr  grö-^ 
ftftr  als  alle  andere  gradlinige  Figuren^ 

Man  selr^e  ^CB  (Fig.  161.  L)  sey  eines  der  gleich- 
schenkligen Dreiecke,  aus  welchen  irgend  ein  regelmä- 
ßiges Vjfeleck  von  n  Seiten  zusammengesetzt  ist^  CD 
sey  waiAB  senkrecfati  also^i>=DB»  Der  Bö^n  GFB 
(flg;.  i6ii  IL)  aber  sey  so  lang;    als  die  Seite  des 
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Vielecls  AB^  BK  sey  auf  €jF  ««okreebt  nild  d«r 
Winkel  EC,K  dent  Winkel  ^CB  gleich;  also  ^ntt 
C>F  den  Winkel  Cj  balbirt,  GF  die  Hälfte  des  Bo^effe 
GFET^  ufid  folglich*  der 'Bo^n  GF  gleich  der  graden  Linie 
AD,  und  der  Winkel  fC^F  dem  Winkel  ACD  gleich. 
Der  Inhalt  des  Vielecks  ist  gleich 

2n.AACD, 
tind  der  Inhalt  des  Kreisel  GFH,  tod  gleichem  TTm- 
falige^  gleich 

2nx  Ausschnitt  GC^P;    * 
denn  weil  die  Winkel  bei  C  und  Cj  gleich  sind,  so  ge» 
hen  auch  sW  Ausscbnitte,  wie  GCiFy  auf  den  Kreis. 
Nun  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  ACD, 

AACDtssiAD.DC; 
der  Inhalt  des  Ausschnitts  GCjP  ist 

Ausschnitt  GC^F  z^  f  Bogen  GFx  CiF. 
Also  ist 

Ausschnitt  6(7,  F  _  f  Bogen  QPx  C^F 

C^CD  ~        \AD.DQ 

Die  rechtwinkligen  Dreiiecke  .^CD  und  £C,F  sind 

aber  ä  h  n  1  i  c  h^  weil  die  Winkel  bei  C  und  Cx  gleich  sind. 

C  F       FF 
Also  ist  -—  =  -^  und  folglich     -   ,     , 

Ausschnitt  GCjF  _  f  Bogen  GFxEF 

AAijD  ~       iAD.AD 

Aber  AD  ist  nach   der  Voraussetsung  dem  Bogen  GF 
gleich.     Also  ist         .  .    • 

Aiftsschnilt GC,F^      j Pojen  GF x  EF      ^       jEF 

M    ,d^CD         ~  §  J&ogeo  GF .  ßogep  GF~  i  Bogen  GF? 
oder,  wenn  man  oben  und  unten  mit  C^F  multiplicirt. 
Ausschnitt  GGF  _       jEF.  C^F  ^ 

AACD         "^i  Bogen  GF.CrF' 
Aber  iEP.C^F  iA  <lie  Flache   des  Dreiecks  EC^F  uad 
§  Bögen  GF.  C^F  ist -die  Fläche   des  Ausschnitts  GC^F. 
Also  ist. 

Ausschnitt  GC,F  _  AEC.F 

AACD  ~  Ausschhift  GG^F ' 

Nu6  ist  das  DreiedE.'  FCzF  grö'fser    als  der  Aus- 
schnitt  GCjP.     Also  ist   auch   notbiirendig  der  Aue» 
^echoitt  GCiF  gröfser  als  das  Dreieck  ACD. 

per  Anfache  Anssduiitt  GCfP  war  aber  der  .Kreis 

und  das  nn  fkche  Dreieck  ACD  das  regebnäfsige  Vieled^ 

•  von    eben    dem  umfange.      Also  ist    der^reis  "l^rö« 

fsor    als'  ein    regelmälsiges 'Vieleck    von  'gleijchem 
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i#(  ^  jede  andere  gradlinige  fig^r  von  gleich  vt#* 
^  Seilen  und  gleichem  Umfange,  00  ist  der  ELreis 
grölser  ala  jede  gradlinige  Figur  v^n  glei« 
cb.epi   Umfange. 

304, 
LeJir^afjf,    Jeder  Krnsbogen  Ut  länger  i^  dU 
zugehörige  Sehne  und    kürzer   als   eine   heliebigß   Tan^ 
gente  zwischen  den  Kichenkebi  des  zugehörigen  Winkels' am, 
Stiiie/puhcte. 

Z.  B.  der  Kreisbogen  uiFB  (Fig.  i6n.)  i#t  länger  aXa 
•eine  Sehne  ^J3  und  Jtürser  aU  eine  beUebiga  Tangen te 
GH  oder  AD  Kwisoben  den  Sefeenkeln  des  Winkels .^CJ?. 
Beweis.  £s  halbire  CK  den  Winkel  JICB,  sa 
ist  CK  anf^uiB  senkrecht  und  es  ist  J^PssAP-  Also 
ist  der  Inhalt  des  Vierecks  AKBC  gleich  iKC.^iJB, 

Es  sey  F  der  Bertihrungs-Pnncl  der  Tangente  GH 
und  der  Kreislipie,  so  ist  CF  auf  GH  senkrecht,  und 
foliclich  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks  GUC  gleich 
iFC.GH  . 

Der  Inhalt  des  Kr  eis -Ausschnitts  jiCB  ist  gleich 
iACx  Bogen  AFB.  -   - 

Nun   ßiad  die  Halbmesser  KC,  PC  und  AC  einan- 
er  gleich.     Also  ist 

er  Inhalt  des  Vierecks  -rfÄBC gleich  f>d^C  x  AB, 
der  Inhalt  des  Dreiecks    G HC  gleich  iAC'x  GH, 
der  Inhalt  des  Ausschnitts  ^CB  gleich  iAGx  Bogen  ^FB. 
Das  Viereck  AKBC  ist  aber  kleiner  als  der  Ab^ 
•chnitt  ACB}  a;l^o  ist  f  ^Cx^J3<^^CxBogM  APß, 
woraus 

-/ifB<  Bqgen  APB 
folgt;  das  lieifst.;  die  Sehne  AB  ist  kleiner  als  der  zu- 
kefaörigB  Bogen  APB  ^  welches  das  Srste  war^    . 

Das  Dreieck  GHC  iei  grüfser  als  der  AotecbaiCt 
ACB;  also  ist  f^Cx  GH >i^Cx  Bogen  ^FB,  wwilw 

ßJSr  >  Bogen  ^FB 
folgt ;  das  lieif^t  s  die  Tangente  Gif  Mt  groTser  als  der 
MB§^ö€igß  Ißogen  AFB ,  und  «Q  tftr  jede  aniler^  Tav^ 
fente,  ßl^i»  ^ucb  ^^;  weJicl»e»B' 4m  Zweif.ek  w<ir-% 

'         "    '       '    *  ,'*!   '     '    '".        .'II'  ■         *ll      ■  ■     I    ■■ ■■    I    <«l  {^    ,    I  j  I   Hl      ILJ 

'  "^  Dir  Sats  dieses  ^ragraobs  ist  unter  dem  Namen  des  Archi- 

'  m^Ai^Cknn^MuMit,   §,v  ist  ein  ^«loi^dfr^r  F#ll.de%  aUg^nifi- 

nen  S^laoa ,  daU  jede  miMcblie£yen4e  l^iffie ,  sie  »i^  ^r#de  oder 

krumm,  länger  isl,  als  diie  nmschlguisene«    Es  giebl  mehrere  Bf- 


i 


^5*  GUichun^  des  Kreises.  .    a^/ 

IV«    Von   der  Glei^huD^  de«  Kreises. 

305. 

LjthrsatZ»  Wenn  die  reehtwinldigeu  Coordinaten  des  Jltii' 
iel-Puncts  eines  Kreises  c  und  f,  die  Coordinaten^  eines  beliebigen 
Punets  der  Kreislinie  %  und  y  sind^  und  der  Hmlbmeiser  des  Krei» 
ses  ist  r,  so  ist  die  Gleichung  (f,  234.)  der  Kreislinie  für  einen  he* 
Uebignen  Anfangs^  P^nct  der  Coordinalen  , 

i.    (:c-.x)»+(y_y)»  =r». 
I^iegt  der  anfangs  -  Punct  der  Cocrdinaten  in   dem   Ümfstnge  <!•# 
Kreises,  so  ist  die  Gleichung  ^ 

a.    x' +y*  =  »cpc  +  ayy. 
Geht  tugleieh  eine  der  jixen  dureh  de»  Mittelpustet p  sä  ist"  dh 
Gleiduing 

5.    am — x'  =3  y*. 
lAegt  der  JnJan^s^Vunct    der   Coordinaten    im  Mittel  »Funet    d$f 
Kreises,  #•  ist  die  Gleichung 

x>  ^  y*  =  r». 

Beweis.    In  (Fig.  i63.)  iit  PB=:MF=ie^go  and  QD^Cf 
=zy  —  y,     AUo  da  in  dem  rfchtwixikli^en  Dreieck  CMF, 
CM^szMF*  +  CJP  ist,  so  ist 

I.  (c— x)»4-(r'-r)'  =  »■* 

Diese  Gleichung  gilt  für  jeden  Punct  der  Kreislinie;  denn  wenn  aoch 
för  einen  Punct  wie  M,  ,  die  Linien  c — sc,  und  /— y  negativ 
sind,  so  sind  doch  itire  Quadrate  positiv  und  die  Summe  ihrer 
C^nadrate  Mt  immer  dem  Quadrate  dts  Halbmessers  gleich;  weichet 
das  Brtts  war. 

Liegt  der  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  J  ik*gendwo  in  der 
Kreislinie,  z.B.  in  M,  so  ist  c«  +  ^*=s:r'.  Da  nun  die  Gieicbmig(i.) 
c*  —  a«x  +  »*  H- /'  —  ^ry  +  y*  =  '*'  gieht,  s©  erhält  man,  wenn 
man   die  Gleichung  c'  4-  /*  =  r*  davon  absieht, 

—  a  C30  +  **  —  a yy  +  y*  =  0|  oder, 
a.     »* +y'  ca  ac» -{- ayy/ 
welche«  das  Zweite  war. 

Liegt  die  eine  Axe  zugleich  im  Durchmesser,  so  ist  e  ^  r  and 
^  SSO,  Alsdann  geht  also  die  Gleichung  (l.)  in  (r — ob}'  +  y*  :s:  r*, 
oder  r*  —  a  WC  +  **  +  y *  =  r*,  oder  in 

3.    arw  — x*=y* 

tibtt;  weichet  (fes  Dritte  war. 

• 

Lic^  der  Anfangs -Punct  der  Coordinaten  im  Mittel -PmMt  det 
Kreises,  so  ist  ^  =  o  und  7  =  0.   Dadurch  geht  die  Gleichung  (1^)  in 

4.     »'  +  y*  s=  r« 
tiber;  welche  ^^^  Vierte  war. 

weise  dieses  allgemeinen  Satzes,  worflber  man  anter  andern  die 
„Sammlung  mathematischer  Aufsätze  und  Bemerkungen  des  Ver- 
fassers, Berlin,  hei  Maurer  1821— -a.  $,  aig— aai."  nachsehen 
kann«  Der  Beweis  des  besonderen  Falles  im  vorigen  Paragraph 
ist  deshalb  einfach,  weil  die  Schwieri^eh  des  Ueberganget  iron  der 

J reden  Linie  zu  der  Kreislinie  schon  in  dem  Satze  ^m  Inhalt 
er  Kreisflächen  liegt,  auf  welchen  sich  der  Antdrudc  dtä 
Inhalts  des  Ausschnitts,  der  in  dem  Beweise  vorkommt,  beciekt. 


t 
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1.  Theil        5,  Buch. 
306.  . 


306.' 


Anmerkung.  Der  Ranm  geiUttel  nicht,  di«  S&txe  von  dett 
Durcfaschniiten  ^ader  Linien  n^it  der  Kreislinie,  von  Kreislinien  mit 
einander  and  was  dahin  (gehört,  aiMfi'ibrlicfa  herzusetzen.  'Sie  lassen  sich 
anf  die  Weise  wie  bei  den  Durchschnitten  (prader  Linien  ($.  a35.  etc.) 
finalen.  VVenn  b.  B.  eine  crade  Linie,  deren  Gleicbiine  w  +  viy  s=  a 
ist,  eine  Kreislinie  schneidet,  so  sind  die  Coordinateli  der 
Durchschnitts  '  Puncte  beiden  Linien  gemein.  Man 
dtfrf  daher  nur  aus  den  Gleichungen  der  beiden  Linien  x-^-my^sia 
und  {e — xy  +  {y — y)*  ==  r*,  90  und  y  suchen,  to^  erh41l  man  di« 
Coordinaten  der  Dnn»schnitts->Puncte.  Ehen  so, ^ wenn  sich  swei 
Kireislinien'  schneiden*  Sind  umgekehrt  die  Coordinaten  Px «  q^  und 
pat  9i  der  Durchschnitts  -  Puncte ,  x«  B.  einer  graden  Linie  und  ei- 
ner Kreislinie  gegeben ,  so  setzt  man  sie  statt  x  und  y,  und  sucht 
•na  den  Gleichungen  die  daraus  folgenden  Parameter  der  Li- 
nien. A!les  dieses  gehört  aber  besser  in  ^i^  Lehre  voh  den  krvm-^ 
pen  Linien,  yon  welchen  die  Kreislinie  nnr  ein  Be- 
sonderer Fall  ist,  und  kann  daher  hier  wegbleiben. 
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» 

Die  Goniometrie  nebst  Trigonometrie 

und  Polygonoinetrie. 


307. 

J^rklärung^  Da  zu,  jedem  Kreisbogen  von  gegebe-' 
nem  Halbnuseer  eine  bestimmte  Sehney  in  einem  bestinvnten 
Abstände  vom  Mittelpuncte,  desgleichen  eine  bestimmte^  mit 
der.  Sehne  'parallele  Tangente  zwischen  den  Durchmessern 
durch  die  Endpuncte  des  Bogens  gehört^  so  hängen  umger, 
kehrt  von  den  Sehnen  knd  ihren  jibständerty,  so  wie  von^ 
den  Tangenten  und  äen  Stücken^  welche  sie  von  den  Durchs 
messem  ab§^neiden^  auf  irgend  eine  Weise  die  Kreis- 
bogen  aby  zu  welchen  sie  gehören.  Und  da  Kreisbogen 
die  natürlichen  Maa/se  der  Winkel  am  Mittelpuncte  sind 
($•  S92.),  so .  lassen  sich  durch  die  Sehr^n  Ufid  Tangenten 
von  Kreisbogen  *  welchß,  das  JUaqfs  von  JFinkeln  sind,  also 
durch  grade  Linien^,  Winkel  messen  und  Jnit  einander 
i^ergleichen* 

Die  Sätze^  Weichesich  hierauf  beziehen  heifsen  zusam^ 
Tnen  Goniometrie.  Ihre  ^Anwendung  auf  Dreiecke  ins^ 
besondere  heifst  Trigonometrie,  und  aiff  Vielecke,  Fo" 
lygonometrie.  '        * 


Die  Goniometrie. 


Von  den  goiiioniftri«cheii  Linien« 

308. 
Erklärung.    Die  Halbmesser  der  Kreisbo- 
genp.deren m^n    sich  zum  Maa/se,  von  Winkeln 


a70  1.  TheiL        Goniometrie.   ,  309. 

bedient,  setzt  man  allemal  der  Einheit  des  Li  an« 
gen-Maafses  gleich,  a/«o  gleich  1. 

309. 

Erklärung'.  I.  Di>  ganzen  Sehnen  ganzem 
Bogen  sind  weniger  bequem  zum  Maafse  der  Winkel,  ais 
die  halben  Sehnen  für  die  halben  Winkel.  Z.  B,  ztmt 
Maafse  ^des  Winkels  ACD  (fig.  i64.)  nimmt  man  nicht  die 
S^ne  AD,  sondern  die  halbe  Sehnen  AB  zum  Mad/se.tde^ 
hglben  Winkels  ACM.  Diese  halbe  Sehne  oder  das  Per- 
pendikel AB  aiis  einem,  um  %  vom  Scheitel  ent- 
fernten Puncte  des  einen  Winkel-Schenkels  AC 
auf  den  andern  Schenkel  BC,  heifst  Sinus  dee 
W  inkels  ACB.  Man  bezeichnet  es  ^lurch  sin  ABC,  oder 
wenn  für  den  Winkel  blas  ein  einzelner  Buchstab  z.  JB.  €» 
gesetzt  wirdf  durch  sina^  oder  auch,  in  Beziehung  at^  den 
Bogen  AM,  der  das  Maafs\  des  Winkels  ist,  d^rdk 
JÜn  AM,  oder  wenh  für  den  Bögeh  ein  einzelner  Buohstah 
i.  JB*  X  steht,  durch  sinx. 

II.  Deft  Abstand  der  Seltne  vom  Mittetpunet 
öder  die  Apotame  BC,  edso  die  Shtfernung  des  Pef^en-^ 
äikels  AB  von  €,  oder  was  dasselbe  ist,-  den  Sinus  AK  deä 
Complenients-  von  ACB  neiint  maii  Catfintfs  de#  1 
Winkels  ACB  und  bezeichnet  zMt  iherch  cMACB  odter 
^09  €K,    oder   cos  AM,   öder  cos  H.'    * 

III.  Die  Hälfte  tM  der  Taftgehte  £F  d^  Winkeb 
A(SD,  diso  das  Perpendikel"  aus  einem'^tn  i  iroti^ 
Scheitel  entfernten  Puncto  K  des  einen  Sehern^ 
Jiels     des^   Winkels    auf   ihn,'  bis    zum    äfiäe^m- 

fchenkel  GE,    nennt  man  Tangente  des  Winkerttf 
CB  und  hez^hnet  es  durch  tanig  MiSßy   oder  teniga,'  oder 
rang  AM,    öder'  idng  x. 

-  IV.  Di&  Tangente  OK  deSt  Ct^fttplements  t^o»  A-€»  . 
ftei/5t*Cotangente  des  Winkeis  ACB  m^  tdrd 
durch  cot  ACB,  oder  cot  c^r  oder  cot  AMj  oder  cot  x  bezeichnet. 
V.  Das  Stück  CE,  welches  die  Tangente  ME 
eines  Winkels  ACB  vom  andern  Schenkel  des 
Winkels  absjsJineidet^  hitfst  d^c;in.ee  des  Win- 
kels ACB  und  wircCdurcli  sec  KCÜ^  oder  secd^  oder  sec  AM^ 
oder  sec  x  bezeichnet, 

'  VL  DasStik^klGEkendliahf  (Weiche sf  dpe  Qotan-' 
gente  CR  eines  Winkels  ACB  vom  andern  Schen- 
kel des  WinJcels  abschneidet,  heifst  Co^^-eoante 
des  Wiiäiel's  AClS  und  Wird  durth  c6se)crKC^,  oder 
öosecäj  oder  dosec  AM,  odef  \ct^ö  t  deztiOme^^ 


f 

376^511*  GoHitifhetrische  Linien.  ft^* 

• 
Also  ist     ' 

f)  Jaß  P^rpeftiHM  aus  einem  um  1  tarn  SehriiH  rih<^ 
Winkels  tnff^emten  Punete  des  einen  Schenkeis  auf  den  «rir* 
fern  Schenkel  der  Sin  na  des  JFinteh. 

3)  das  Perpend0rei  am  dem  nemlichen  Puncte  auf  ehte 
auf  den  andern  Schenkel  Senürechte  Ldnie  ist  der  Coc 
tinfut  des  Winkels; 

S)  das  Perpendikel  aus  einem  tim  1  vom  Scheitel  entfeht'*' 
ten  Puncte  des  einen  ScbenkHs  au/*  den  nemlichen  Schen^ 
M,  ht9xum  andern Sdienkel  genommen,  i^t  cSe  Tangente 
des  Winkels; 

4\^d<is  Stück  i  welches  die  Tangente  vom  andern  Sehen- 
kü  abschneidet,  ist  die  ^ecante  des  WiMels;  ,  ,. 

5)  4^  Perpendikel  i|ia  einem  um  i  vom  Seheitel  entfern^ 
ten  Puncte  einer  Ldnie^  die  auf  einen  Schenkel  eines  Wink0l$ 
senkrecht  steht^  bis  3^um  €mdern  Schenkel^  ist  die  Cotaa« 
g  6  a  t  e  des  Winkels ;  und 

6)  düs  Stücky  welches  die  Cotangente  vom  andern  Sehens 
kel  abschneidet^  ist  die  Coseeante  des  Winkels. 

Diese  lAnien  zusammengenommen  heifsen  auch  trigo^ 
nometrische,  oder  besser  goniometrisohe  Urnen*' 

Man  giebt  aa<A  noch  saweilea  dem  Unterscbiede 
JdB  awiscben  dem  HalboieMer  CM  und  dem  GorimM 
BC  eines  beliebigen  Winkels  ACB  einen  besondern  Na« 
men »  und  nennt  iBn  Quersinns  Ats  Winkel  ACB^ 
▲Uein  diese  besondere  oenennang  läfst  sich  füglich  ent- 
bebren^  und  es  ist  gut  sie  wegzulassen^  da  et  besser  ist, 
die  Menge  der  Benennungen  zu  Yeraiindern^  als  sie  %vk 
tergxöfsern. 

3t0. 
Anmerkung.  Die  vef schieden en  Perpendikeli  wel«. 
ciie  SU  goniometrischen  Linien^  oder  sn  ^Kiaarsen  der 
Winket  oder  Bogen  dienen,  behatten  inlmer  dieselben^ 
Namen,  wenn  auch  die  Winkel  gröfser  als  rechte  untf 
«negativ  sindy  st>  grofs  und  so  klei^  sie  utfd  dir  üuge* 
Adrigen  Bogen  seyn  m^ygen«  Nur  sind  sie  dann'  selbst, 
je  nach  ihrer  Lage,  positiv  od^  negativ. 

31i. 
Anmerkung.  Nimmt  man,  wasr  wiflküfarlich  itt, 
aar,  dafi»  während  die  Winkel  und  Bogeti,  %.  B.  ton  itf 
Hb  (Fig.  i64.)  nach  A  £u  immerfbrt  wachsen  und  aiKrfc 
D  mt  iiqmcrfort  abnehmen,  die  graden  Linien  vom  M^- 
telpnnct  des  Kreise»  ans  tkaclt  der  Li^keir  oni  naeb 


>  I 


I       *  ^-      «  • 

Obeo  wachsen,  also  nach  der  Rechten  und^  nacli 
U^f:en  abnelinifa  fiollea,  ^  flj^nd  f4}e..gftnjl»fn^tirj8ci|en 
Linien  ^  welche  in  der  Richtoojp  des.  ScUentLels' .  ein« 
Winkels,  links  von  dem.  U/ur^hn^esser  6HLun^  Ul>eir 
dfiJB  darauf  «enjirechten  D.orchmeajser  MN  l^egei^^  po« 
s'itiv^  und.  alle,  ^welche,  recjbts  vom.  Dorctiniesaer 
GH  und  unter  dem  Durchmesser  MZy,I^e|^en^  ^d 
negativ.  ' 

Im  ersten  Quadranten,^  wd^'x^*  B*  beim  Winkel 
iäiCM,  sind  also  alle  sechs  goBiometriscbeny  Liiniea  u£Bf 

BC,  ME,  GR^EC  und  RC  positiv. 

Im  zweiten  Quadrünte n,  wii  «.  B.  beim  Winkel 
MCL,  ist  der  Sinus  LP,  iä  er  über  3IiV  liegt;  po- 
sitiv, der  Oo  si  n  u  s  iJÄ,  oüet  'PC ,  weil  er  r«  c  h  i  a 
von  GH" liegt,  ist' negativ.  Die  Tangente  des  Win- 
kels ist  MF,  weil  das  Perpendikel  aus  M  auf  den  Schen- 
kel MCf  den  andern  Schenkel  CTj'  gar  nicht  erreicht, 
sondern  nur  sein  e  Verlängerung  CD,  in 'F.  Die 
Tangente  des  Winkels  ist  also,  ^eitsi^e  un  terMiVHegt, 
negativ.  Die  Secante  CF,  da  sie  nicht  im  Schen- 
kel CDy  sondern'in  seiner  Verlängerung  CD  liegt,  ist  ne- 
gativ. Die  Cotangent-e  GOf  da  sie  rechtrf  von 
6H  liegt,  ist  negativ,  die  Gosecante  CQ  positiv« 

Im  dritten  Quadranten,  z.B.  beim  aufsern  W^in- 
kel  MCT,  dessen  Bogen  MG  NT  ist,  ist  der  Sinus  TP, 
c(a  er  unter  MN  liegt,  negativ,  der  Coi^inus  TV  * 
öder  PC  ist,  weil  er  rechts  von  GH  liegt,  negSti v. 
l)fe> Tangente  ME,  weil  sie  liur  die  Verlängerung 
des  Schenkels  CT  über  ilZ2\r  erreicht,  ist  positiv; 
die  Secante  CE,  weil  jie  in  der  Verlängerung 
des  Schenkels  CT  liegt,  ist  n^gativ^  die  Co  tan  genta 
GR,  weil  sie  links  von  GH  liegt,  ist  positiv,  nnjd 
die  Cosecante  CR,  in  der  Verlängerung  von  CT, 
ist  negativ. 

.      Ixa  vierten  Quadrjanten,  wie  k.  B.  beim  aufs ern 
Winkel  JUCI),  desaen  Bogen MGiV^fii)  ist,  ist  der  Sinus 

BD,  weil  er  unter  MJN,  liegt»  negativ,*  der  Cosinus 
CB  oder  J^Dist,  weil  er  links  vooi  GH  liegt,  positiv. 
Die  Tangente  MF,  weil  sie  unter  MN  liegt,  ist  ne« 
gativ.  Die  Secante  CF,  weil  sie  in  dem  Schenkel 
&Ddes  Winkels  selbst  lieg^ ist  positiv. .  Die  Co-., 
tangente  GQ,  Weil  sie  rechts  von  GH  liegt^  ist  po- 
sitiv $  die  Cosecante  CQ^  weil  sie  in  der  Verl än« 
gexung  des  Schenkels  CD  liegt^  ist  negativ.   ... 

Im 
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ßoniometriscbe  Lmfen. 
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Imf.ünften  Qwafdranten.Ytrhalt  es  sich  wieder 
wie  im  ersten;. denn  s«  B.  alle  goniometriscben'Lioieii 
des  Winkels  ACB^  dessen  Bogen  MGNHMA  ist,,  sind 
völlig  dieselbeji  -wie  die  des.  Winkels  ^CB^  dessen  Bo- 
gen M^  ist«  Im  sechsten  Q^uadranten  verhalt  es  sich 
ivie  im  zweiten,,  im  siej>enten  yf^e  im  dritten^ 
n.  8*  w»  Ueherhaupt  sind  aUe  (^oniometrischen  Linien 
jKweier  beliebigen  «Winkel  a  und  47t9"f"<^>  öder  zweier 
Bog^en  X  ^nd  21171  +  0:,  wo  if»'eine  beliebige  posi- 
tive  gapce  Zahl  seyn  kaqn^  völlig  dieselben.  .' 

Ist  ein  WiJQkel  negativ»  so  kommt  es  nur  daranT 
an ,  in  -flehen  Quadranten  ^r  .fällt.  '  £r  hat  offenbar 
mit  einem  positiven  Winkel,  der  zwischen,  den- 
selben Schenkeln  liegt^  einerlei  goniometrische  Li- 
nien,  denü  von  ^en  Schenkeln  allein  hängen' diese  Li- 
nien ab;  z.  B.  der  negative  Winkel  MCD^  oder  der 
Bogen  MD  hat  äie  nemlichen  goniometrischen  Linien 
wie  der  positive  Bogen  MGNHD;  denn  beide  faabeh 
die  nemlichen  Schenkel 'M(?  und  DC.  TJncI  so  ist 
es  mit  jedem  andern  WinkeK  Daraus  folgt,  daijs  der 
\Vinkel  —  «,  öder  der  Bogen  —  a?,  die  nemlichen  gonio* 
jEnetrischen  Linien  hat,  wie  der  Winkel  4(»  —  a,  oder  der 
Bogen  2n^^xi  oder  überhaupt  wie  der  Winkel 47x^7—0^9 
oder  der  Bogen  "Unn  —  x.  Die  ^niometrischen  Linien 
indem  sich  also  auch  nicht >  wenn  zu  einem  negati- 
ven Bo^en  eine  .beliebige  Zahl  von  Kreis  •  Umfangen 
hinzukommt;  wodurch  man  allemal  einen  .negativen 
Winkel  mit  einem  positiven  v£r^leichen  kann. 

.  Auch  i|t  ta  einerlei,   ob  .mai^  einen  oder  mehrere 
Kreis -IJmfänge  von  einem  positiven  oder  negativen  Bo-^ 

Sen  hinwegnimmt,  statt $ie hinzuzusetzen ^  denn  auch 
ann  bleiben  die  Schenkel  4^^  Winkels  an  den  nemli- 
chen Stellen. 

JSusammengenoinmen,  also  haben  z,  B.  die  Winkel 

!•    a  und  4n^-f  ^»     > 
^der  die  Bögen  , 

2.    X  und  2  n  ^  -f  ^ 
voUig  dieselben  goniometrischen  Litiien,   et  und  x  mo'gen 
fiositiv  oder  negativ  und  n  mag  ftTie  positive 
oder  negative  ganze  Zahl  seyn. 

312- 
Anmerkung,     t.  Der  Sinus  und  die  Tangente 
des  Winkels  oderrBogens  Nttll  sind  u;  d^nn  wenn  z.B. 
der  Bogen  3((A  bis  Null  abnimmt,  60  verschwinden  auch 
GreUe's  Geometrie.  IB^ 


•' 
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/die  Perpendikel  .^finnd'l?Jlf.     Also  ist  «1110=50  und 
tangosszo.    Hingegen  derCosinns  und  die  Secanto 
des  Winkels  o  sind  fleich  MC=i^  also  ist  co« 0=1 
and  5^co  =  i*     Di«  Cotang^ente   und  Cosecante 
sind  nnendlich  groüli;    denn    wenn    der  Schenkel  ^C 
in  MC   nUIt)     so    erreicht   ihn    d|i8   Perpendikel    GR 
gar  nicht  mehr.     Also  ist  cofossoc  nnd  cosecosssoo. 
Nnn  kann  man   nach  ($•  Sii.)  eine  beliebige  Zahl  von 
Umfangen  hioxufiigen  oder  wegnehmen ,  ^  ohne  dafi.sich 
die  ffoniometrischen  Linien  ändern,    jilso  uf  atigemein 

)sin  2n^  =  o  und  tangünnzso^ 
cosQnn^ssx  und  sec  sn^ssi^ 
votQnnsssoo  undcosec2n^=:oo.      ^ 

VL.  Der  Sinns  nnd  die  Cosecante  des  Bogen« 
MG=:|^  sind  gleich  6C=si.  Also  ist  «m^nssi  und 
co«?o$^=i*  Der  Gosinns  und  die  Cotangente 
dieses  Bogens  sind  o;  also  ist  eos\n'ss^Q  nnd  coi\n'=: Oy 
und  die  Tangente  nnd  Secante  desselben  sind  un- 
endlieh  gro£f ,  oder  iang  $  ff  =:  00  und  sec  $  ff  s=  cx)*  Also 
istf  wenn  man  noch  beliebig  dnff  zusetzt^  allgemein 

!sin  f2n  +  i)fft=i  und  po5tfc(2n  +  |)ff  ssi, 
cos  rsn-f ^)ffss:a  und  cot  (sin4'|)ff  =  o» 
tangl2n  +  i)ni=zöO  und  sec     (2x1  + 1) ff  =  00. 

nL  Der  Sinus  nnd  die  Tangente  des  Bogens 
MGN t=± ff > sind  NnlL  Also  ist  sinfiiBo  nnd  tang n :s=o. 
Der  Cosinns  ist  gleich  CN,  also  ss— 1,  die  Secante 
ist  CÜ ,  in  der  Verlängerung  Ton  CM,  also  ebenfalls 
SS  —  1*  Folglich  ist  cosn^si-^x  nnd  secn^s^-^t.  Die 
Cotangente  nnd  die  Cosecante  sind  unendlich. 
Also  ist  co^  ff  =  00  und  cosec  ff  =  oo*  Setzt  man  2nn 
XU,  so  erhält  man 

!«nf2n  +  i)ff  =  o        und  tang(2n'\'i)nss  o^ 
coÄ?2n-f  »)^  =  — *    und  sec     (an+ i)ff  ==— 1, 
cotl2n+  i)ff ssoo      und  cosec(ßii4'  i)ff  =  00. 

IV.  Der  Sinns  des  Bogens  MGNH  :=:  \n,  oder 
wasdas  nemliche  ist,  des  Bogens  — MH:=z — ^n^ 
ist  CH=— 1«  Die  Cosecante  dieser  Bogen  ist  CG^ 
in  der  Verlängerung  von  CH^  also  ebenfalls  negativ 
und  gleich  —1.  Also  ist  sm— fff=— 1  und  cosec — 9t 
=: — 1.  Der  Cosinus  und  die  Cotan«gente  des  Bo- 
^  gens  |ff  oder  -— §ff  sind  Null}  also  ist  cos  —  fffsso 
und  cot — ;fff  =  o.  DieTangente  und  Secante  sind 
unendlich.  Also  ist  tang — |^=soo  und  ^ec— fffssoo. 
Setxt  man  2nff  xu,  so  erhält  man 


^     3 
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!ÄÄf3n*^J^^=s-^i  und  «a5«c(ao-^»)ss — i^ 
fa»(2a — j;n=so       und     coti^n — |^)sxo, 

V.  Nimmt  man  die  Resultate  ,  ( i.  2.  5.  4. )  zusäm^ 
men  und  schreibt,  weil  2  n  jede  grade  und  2  n  -f  t  jede  un-r 
grade  gwize  Zahl  bedeuten  kann,  da  wo  2  n  imd  2  n  -{*  i  ei* 
nerlei  Resultat  gehen,  hlos  rx »  wo  alsdann  n  jede  beUebigeß 
grade  oder  ungrade  ganzeZähl  ifyn  kann^  so  erhält  mMn 

ein  "HU  ass    o  ii.u.5,\  sinOm  +  in)  =5+  i.  (2.) 

und  #iÄ(2n— i);r  =. — 1  (4.), 

I  und  cos(ßB +i)n  ssz    o   (^  4.)i 

Uangnns:    o  (i.  30>    ;fa;i^2n +1)«  ss   00. 
icot  n,7t=s  00  (i«30»  <^^l   (2^ 


coseenn:sz  00 


und   CO«  (2  B  +  4)  rtJ  S55    o  (q,  4.), 

+  1)«  Ä  00.  r«.  4.), 

±i)n  SS    o  (2.  4,) 

+  1)«  SÄ— 1  (5.) 

.  und  See  (ßn  ±i)^  =   »  f2.  40, 

(1^  5.)>    C05tfcf 2  n  +  f )  ^  ==  +  »  (2.) 

un<{.caiec(2n — |);r  ;s5— ^&  (4.;.  , 


313. 
Anmerkung.  I.  Wenn  der  Bogen  von  Niil|  ^n 
yirachsi,  so  wächtt  der  Sinus,  \vrie  die^  Figur  £ei;%  bii 
SU  dem  Bogen  f  ^  ebenfalls;  \bn  da  nimmt  der  Sinus 
ab  nnd  wird  für  den  Bogen,  n^  gleich  o.  Hierauf  geht 
er  ii>«  Negative  über  und  wachst  in  demselben  bis  £u 
dem  Bogen  |^,  nimmt  darauf  im  Negativen  4b>^ wird 
für  2n  wieder  Nnll  und  darauf  wieder , positiv.  Der 
Sinus  geht  also  durch  tfull  aus  dem  Positiven 
in  das  Negative  über^  und  umgekehrt. 

n.   Der  Cosinus  nimmti  wenn  der  Bogen  wachst, 
Ton  +  1  an  ab,  und  ist  o  für  i^.    £r  virird  hierauf  ne-> 

Sativ  und  wächst  im  Negativen- bis  eu  — ^  1  iür  n,  nimmti 
arauf  im  Negativen  ab,  bis  o,  für  {ff»  wird  hierauf 
wieder  positiv  und  wächst  bis  «f  1,  für  2^9^^  u.  s.  w« 
Der  Cosinus  geht  also  ebenfalls  durch  Null 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative  über>  u^ä 
umgekehrt* 

in*  Die  Tangente  wächst,  im  Positiven,  mit  dem 
Bogen,  von  Null  an  bis  der  Bögen  §^  ist.  Dann  ist  sie 
unendlich  grofs.  Hierauf  ist  sie  sogleich  uega- 
tiVf  und  wie  nun  der  Bogen  weiter  bis  n  wächst»  nimmt 
diie  Tangente  im  Negativen  ab,  bis  Null.  Von  ft  bis 
^91  ist  Bie  wieder  positiv  und  wächst  bis  ins  unendliche^  « 
und  von  }n  bis  2^  ist  sie  negativ  und  nimmt  bis  Null 

181» 
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ab.  Die  TAngente  g^eht  tilnf^^duTcK  V ft endlich 
aus  deni  PositiVea  in  das  Negative  fiber^  und 
umgekehrt« 

IV.'  Die  CotangenteUt  för  den  Bogen  Null  qo- 
endlich'  %vo£Sy  nimmt  im  Positiven  bi9  va  Null,  fftr 
den  Bo^en  §^,  ab  und  wird  dann  negativ.  Sie  wächst 
im  Negativen,  bis  der  Bog^en  n  ist»  für  welchen  sie  un- 
endlich grofs  ist.  .  Sie  wiird  hierauf  positiv,  und  niiiunt 
im  Positiven  ab,  bifr  der.  Bogen ^^  ist,  fdr  weichen  sie 
Null  Ist.  Hierauf  ist  sie  wieder  negativ»  und  wächst 
im  Negafiveh,  bis  sie'fiir  den  Bogen  sir. unendlich  grofs 
ist  Die  Cl>tangente  ge'ht  also  durch  Null  aus 
dem-  Positiven  in  das  Negative  und  durc\ 
Unendlich  aus  dem  Ne'gati'ven  in  das  Positive 
über,  .       ;      - 

V*  Die  See  ante  wächst  von  &  an,  im  Positijirea 
bis  £um  Unendlichen,  wenn  der  Bogen  von  Null  bisf^ 
zunimmt.'  Hierauf  wird  sie  negativ  und  nimmt  im  Ne* 
gativen  ab  bis  eu  —  1,  wenn  der  Bogen  'von  |  n  bis  sa 
n  gelangt«  Sie  wächst  hierauf  wieder  im  Negativen  bis 
£u  Ünendlidi  grofs,  während  der  Bogen  von  n  bis  i^ 
wächst.  Hierauf  wird  sie  positiv  und  nimmt  im  Posi- 
tiven bis  ÄU  +1  ab,  während  der  Böge tf  von  J«  bis 
£U  12^ Wächst.  Die  Secan'te  *geht  also  durch  Un^ 
endlich  aus  dem  Positiven  iq  das  Negative 
ftber,  und  umgekehrt. 

VL  Die  Cosfcante  ist  unendlich  grofs  für  den 
Bogen  Null  und  ninimt  im  Positiven  ab  bis  £u  -}- 1, 
während  der  Bog^n  bis  tm  ^Tt  gelangt.',  Sie  wächst 
hierauf  wieder  im  Positiven,  bis  ^u  ^unendlich -'grofs^ 
während  der  Bogen  von  in  hin  st  wächst.r  Hierauf  wird 
sie  negativ  und  nimmt  im  Negativen  bik  su  ^^\  ab,  in* 
dem  der  Bogen  nach  }^  gelangt.  Sie  wäe^ist  wiederum 
im  Negativen  und  wird  unendlich  grofs  fßr  den  Bogen 
an.  Die  Cosecante  geht  also  durch  Unendlich 
aus  dem  Positiven  in  das  Negative  ttber,  and 
umgekehrt 

314; 

Lehrsatz.  Für  jeden  beliebigen  Winkel  oder  Bogen 
z  ist  die  Summe  der  Quadrate  von  Sinus  und  Cosinus^  der 
Unterschied  der  Quadrate  von  Secante  und  Tangente  und 
der  Unterschied  der  Quadrate  von  Cosecante  tmd  Coian-^ 
gente  gleich  1;  das  hei/st,  es  ist 


315.    Gleichungen  ewiechen  goniom.  Linien.     üJJ 

1.       nn  X*  +    cot  r*  =5  1, 
Ä-      sec  X*  —  tans  x*  s=s  i^  *  - 
..5»  cosecx*  —    co^x^cs  15 
ßir  jedeM  beliebige  x. 

Beweis,  Sinas,  Cosinas  und  Halbmesaer; 
Tangpente»  Halbmetfsemad  Secanffi;  und  Halb- 
messer,  Cotängente  tind  Cosocante  achliefsen 
recfatwinklige  Dreiecke  ein^  deren  HypotheniL« 
6en  die  suletzt  genannten  der  drei  Linien  sind« 
Dergleichen  Dreiecke  sind  s.  B.  in  (Fig.  i64.) 
für  den  Bogen ilf^'  ....  ABC,  EMC  und  CQR^ 

für  den  tol^nMAGL  '    ....  LPCyFMC  und  CGQ, 
für  den  Bogen  MA&NT    ....  TPC,  BMC  und  CGR^ 
für  den  Bogen  M^GiVHD ... :  DBC^  FMC  und  CGO; 
woraus  die  Sätae  vermöge  des  pythagorischjenLehr- 
•  atsas  folgen. 

Diese-Sätse  gleiten  also  von  jedem  beliebigen 
po9itiven  Bog^n  »;  denn  in  den  folgenden  Quadran- 
ten verhält  es  sich  wieder,  wie  in  den  vier  ersten« 

Ist  o?  negatiVf  so  darf  ma,n  nur  so  oftpial  2^  hin* 
STtthuD^  bis  man  einen  positiven  Bogen  erhält»  der- 
dann  nothwendig  in  einem  der  vier  Quadranten  liegen 
mafs.  Da  nun  Bogen  ^  die  um  Qnjt  verschieden  sind, 
völlig  dieselben  goniometrischen  Linien  ha« 
ben  ($.  Sil.).,  so  gelten  die  Sätze  auch  für  negative 
ecy  und  folglich  für  jedes  beliebige  x. 

Gleichungen   swischen    goniometrischen 

Linien. 

315. 
Lehrsatz.    Es  ist  für  jeden  beliebigen  Bogen 

^  ^  ^ 

1;       sinxss =    -—  s=  cosx  tangx 

cosecx        secx  cotx 

mmm  tCOlg  X  ^  COS  X 

*~^        secx.        ""        cotx^ 

a.      cosx^ss  SS  ■  '-zsz  sinx  cotx 

,  •'".  secx       tangx cosecx 

sinx        Hiotx 

tangx      "*      coseex 

5.    <aitÄK5Si  =  — *~=  sinx  secx 

CQtx        cosx  cosecx 

»  m 

-      —         ^'y»x         ^^        secx 
eosx  cosecx 
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4.  #ecx     SS",:-'  *=      .       — r^zsstangxcosecx 

C0ST.  stnTi  cotx  '         ^ 

tarigx  oosecx 

O.  co/x    'ÄTr*^^ =  -SS  C05X  cosecx 

tangx         nnx  fiecx  .     ^ 

"^        sinx       "^       5ecx  ' 

^  »  1 

9inx        cosx  tangx 

**"      #a/f j  X  CO«  X ' 

JBeK;tfi^,  Die  in  dem  Bew^iie  von  ($.  Si4,)  auf- 
gesfihlten  rechtwinkligen  Dreiecke  sind  so  dreien,  wie 
iie  sasammengebören,  ähnlich,  weil  je  swei  avlser  dem 
rechten  Winkel,  noch  einen  Winkel;  entweder  gemeiD, 
oder  £u  gleichen  Scheitelwinkeln,  oder  £U  {Reichen 
Wechsel*  oder  Seiten  *  Winkeln  fachen. 

Von  den  drei  rechtwinkligen  Dreiecken  ABC,  EMC 
und  CGR  nemlich ,  haben  die  beiden  ersten  den  Win« 
kel  C  gemein  und  im  dritten  ist  der  Wechselwinkel 
bei  R,  wegen  der  Parallelen,  dem  Winkel  C  gleich. 

Von  den  Dreiecken  LPC9  FMC  und  CGQ  haben 
die  beiden  ersten  bei  C  gleiche  Scheltelwinkel  und  in 
dem  dritten  ist  der  Wecbselwankel  bei  Q^  wegen  der 
Parallelent  dem  Winke}  bei  C  gleich. 

Von  den  Dreiecken  TPC,  EMC  und  CGR  haben 
die  beiden  ersten  bei  C  gleiche  Scheitelwinkel  und  in 
dem  dritten  ist  der  Wechselwinkel  bei  ü,  wegen  der 
Parallelen ,  dem  Wickel  bei  C  im  awriten  und  also 
auch  im  ersten  Dreiecke  gleich. 

Von  den  Dreiecken  DBC,  FMC  und  CGQ  haben 
die  beiden  ersten  den  Winkel  *  bei  C  gemein  und  in  dem 
dritten  ist  der  Seitenwinkel  bei  Q,  wegen  der  Paralle- 
len,  den  Winkeln  bei  C  in  den  ersten  beiden  Dreiecken 
gleich. 

£s  ist  also 

AB      EM_GC  ,LP_^MF^GC 
SC^3SC~GR'    PC^  MC^  G^^ 
PT_EM       GC    DB  _MP  _  GC 
CP^  MC^  CR'  MC^W^  GQ' 


3i5»     Gieichun^^  zwischen  gpniom^fjlnien.     Uff^ 

da«  heiüiity  e«  ist  für  jed«s  beliebi|^6  ar: 

sinao       tanex  i 

'*     C05X  A  CÖtX*      ^  ' 

Ferner  ist 

:^_^— öC    LP _MP_  GC 
AC"  EC"  RC   LC"^  FC"  SÜ* 
PT       EM__G£     DB       MF  _  GC 
TC'^  EC"  ÄC  DÜ'^  FC  "  QC* 
also  ist  aach  fflf  jeddS  beliebige  o:: 

^      «inx        tangx    .         i 
(  secx        cosecx 

Dividirt  man  dia  Gleichnnjpen  (8.)  darcb  die  GleichuQ« 
gen  {7.),  ^  ist  noch  für  l^daa  x: 

1  *coix  ^ 

^  sec X       cQsec x 

Ans  diesen  Gleichnogen  (7.  8.  9. )  luuin  man  die  Glei- 
chungen des  Lehrsatzes  unmittelbar  hernehmen«    Z.  B. 

.0.  («.)  folst  sinx  =  ^.     Aw  (9.)  folgt  ^^ 
;  also  sinx=i ;; — .    Aus  (7.)  folgt 


secx  cot  X  secx  cotx 

^  tOJtg  X 

rin X  s=:  C09X  fang x.      Aus  ( 8e )  folgt   sinx  ^ssi 


secx 


1  -         /    x      »  cosx      -  easx 

= =-  und  aus  (9.) — ^— ss ,•  also  smapss-— — ; 

oosec  X  ^    cosec  x      cot  ^  cot  x 

welches  susammen  die  Ausdrücke  (i.)  des  Lehrsatzes 

fi^r  sin  X  sind;   und  ^o  die  übrigen* 

Die  Gleichungen  des  Lehrsatzes  gelten  also  für  je- 
den beliebigen  positiven  Bogen  x,  weil  es  sich 
in  den  folgenden  Quadranten  wieder  wie  in  den  vier 
ersten   verhält« 

kt  X  negativ,  so  darf  mau  nur  wieder ,  wie  iu 
($.3i4.)>  so  oft  mal  an  hinsu^huny  bis  man  einen  po- 
sitiYen  Bogen  erhalt ,  der  dann  in  einem  der  vier 
ersten  Quadranten  liegen  mufs.  Da  nun  Bogen ,  die 
um  2n7i  verschieden  sind",  völlig  dieselben  goniometri« 
scheu  Linien  haben  ($.  3i|.),  so  gelten  die  Sätze  au^ 
diese  Weise  auch  für  negativus  x^  und  folglich  für 
jedes   beliebige'  X» 


I  I 
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Lehrsatz.    Es  ist  für  beliebige  Bogen  x,  y  und  m, 

1  •   «m     (y +x  j  =Ä  cos  x  sw  y  +  sin  x  cos  y  =  —    "^^ 2 — 

^•'—  '  ''—  ■'  ^secxsecy      * 

2.   cos     (y+xlsss  co*x  cosy  +  smxsÄfty  =  -T =i— 2- — . 

^''■^  -^  -      ^  ^  -^        coseoxcosecy^ 

w—  j       x^tangTitangy         cotiicaty  +  \  ' 

y  /IN  sec  X  s^c  y  cosec  x  costfc  y 

4*  scc     (y+x)  =  — :=; — -r- — s =:  — r — I sri-  , 

•'■^  '        i  +  towg-xfaw^y         coXxcofy-f  1' 

6..  cot    (y+x),-'''°^?fy^'     _  I  +  fang  X  fangy 

jcof  X  j^  cot  y  fang  y  jr  faTig^  x 

6.  cas,fc(y±*)=-£222£*i2£!£I_  «  -^ffifJÜX-. 

4«)tX  +  <^^^y  tangy^tangx 

7.  si/i       —  B  =  —  ij/l  £^ 

8.  cos     —  z  =:  -f-  cos  «y 

9*  tcfng  —  z  s=:  —  fa//^'  z»  ' 

lü.  cof      —  z  =  •—  cot  z,  • 

11.  s^c      — z  CS -|-  seoÄ,' 

i2.  cosec  —  z  CS  —  cosec  z. 

Di«  oberen  Zeichen  gehören  zusammen  und  die  unteren 
gehören  zusammen. 

Beweis.    L   (Flg.  i65.)  Es  Bind  10  Fälle  möglxcb, 
der  Bogen  x  kann  liege'n:     der  Bogen  y  kann  liegen: 

i)  im  isten  Qaadr.,  wie  MJ^  im  islen  Quadr.  wie  MAB^ 

a)  —     —    .    ^J       — .     —    .  im  aten  QtiAdn  wie  MGB^ 

5J  —---_•.     •-  im  5tcn  Quadr.  wie  MGNB^ 
4)  —     —  .     —     .  —  /  —           ,  ,  im  4ten  Quadr.  wie  MGNHß^ 

6)  im  aten  Quadr.,  wie  MGJ2  *«n  aten  Quadr.  meMGB^ 

6)  —     —        —       —     —  im  3ten  Quadr.  wie  MÖ2VB, 

7)  —     ^       ...       ^     ^  im  4ten  Quadr.  wie  MGNHB^ 
8}  im  3ten  Qoadr.,  wie  MGNA^  im  3len  Quadr.  wie  MGNB^ 
9)  —      —        —       ^     —  im-itenQuadr^  wieiW^GiS^HB^.. 

10)  im  4ten  Quadr.,  wie  MGNHJ^    im  4tcn  Quadr.  wie  MGNHB^. 

Die  Summe  derOuadrate  derSehnen  derUn- 
terscbiede  derBogenyundor,  nemlich  der  Sehnen, 

Aj^B^y  A^B^^  A^ Bj ,  A^ B^ 

Aa,  B2 ,  Aa  Bg ,  A^  B^ 

A,B,,   A,B^ 

Aj^  B^ 

lafst  kich  in  diesen  Terschtedenen  Fällen,  wie  leicbt  tn 

f ehen/ wie  fblgt  tiusdrück^h : 

{cosy  —  cos  acY  +  (sin  y  ■—  sin  a?)*  ; 
denn  z.  B,  für  die  Sehne  A^  B^  iat,  wenn  A^  P,,  B,  Oz 
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auf  JVC  perpendiculair  sind  miA.  AjE^nSt  Hf C  parw 
ftllel  ist,  ' 

ji^Bl=zA^Rl+B,Rl,  oder. 

A^ B\  =  (CP,  -  CQ,r  +  (B,  Ox  -^P,)%  oder 

welches  00  viel  ist  aU 

Aj^B\  =5  {co$y — co^ic)*  +  {siny^^^sinx)^. 

Eben  ao  verhält  es  sieb  mit  den  Sehnen  in  allen  an* 
dernLaj^n;  wie  in  der  Fignr»  wo  Pt  C^  -R«  90  wie 
^  B,  immer  an  ähnlichen  Stellen  stehen  uad  mitu^,  £, 
gleiche  Zeiger  haben ,  leicht  %xl  sehen  ist  Liegen  die 
beiden  Endpnncte  der  Sehne  etwa  nicht  auf  einerlei 
Seite  der  Durchmesser  MN  und  GH,  nnd  müssen  also  < 
die  Perpendikel  AP^  BQ  und  ihre  Abstände  CP  und  PQ^ 
oder  die  Sinus  und  Cosinus  der  beiden  Winkel  y  und 
x  nicht  subtrahirt,  sondern  addirt  werden,  so  sind 
dafür  die  Sinus  und  Cosinus  negativ^  ao  dafs  also  die 
Addition  der  beiden  Linien  immer. wieder  durch  das 
Zeichen  —  ausgedrückt  wird.   So  z.  B.  ist  für  die  Sehne 

'a^BI^  iCP,  +  COa)*  +  (-<x Pz  +  B3  c>,)^ 
welches  aber, , weil  CQ^  undB,  0,  negativ  sind,  wie- 
der so  viel  ist  als  ^ 

{cosy  —  cos  aO*  +  {sin  y — sin  o?)*. 

IL  Da  nun"  die  Sehne  jedes  Bogens  der  dop- 
pelte Sinus  der  Hälfte  des  Bogens  ist  (S.Sog.)^ 
'  so  ist  in  allen  obigen  Fällen 

{2sinHy — a?))*,    oder 
i5*   45m|(y — s^*;sz{cosy — cosx)^  +{siny — sinx)^. 
Daraus  folgt 

4  sin  ^  (y^~*x)^  =3  cosy^ — 2  cosy  cos  x  +  cos  x* 

+  siny*  —  2  siny  sin  x  +  sin  a?*, 
oder ,    weil  cosy^  -|-  ^my *  =  1  und  cos  x*  +  sin  x^  9»i| 
ist  ($.  3i4.  1.) 

4^nJ(y-^a?)*  =  2  —  Qcosycosx — QsinysinXi  oder^ 
cojy  co5a7+Ämj'5ina?  =  1  —  25m§(r — ^)*f 
oder  weil  1  =  coä  |  (y — or)*  +  sf/i  §  (y —  x)*, 
i4.  cosy  cos  a?  +  siny  si/i  X  =  cos  §  (y — a?)*  —  smf  (y— «)*.* 
Diese  Gleichung  gilt  nun  für  jedes  beliebige  positiv« 
X  und  y,  in  so  fern  x  kleiner  als  /  ist     Sie  gät  also 
auch  für  x  =  o,  welches 

c^y  coso  +  siny  sin o  sä:  cosf  y*  —  sin  Jy% 
oder,  weil  cos o  =  -|-v,  siiio  =  o  ist  ($«3i2.  L  i»)f  # 

i6.    <H>sysxcosyy*— ^siwf/'* 


r 

/ 


^iel^t  Jia  dteB^^UAcbnAf  f&c  jedes  beliebigt  :r  S^t,  •• 
gilt  «ie  auch,  weon  man  y — x  statt  y  schreibt,  in  19 
fern,  y  grölser  ist  ab  ar*    Also  ist  auch 

i6-     cos{y^a:)=seosi(y—wy^sini(v—x)*. 
£s    ivar   aber   in   ( i4. )    co*  J  (^ — a?)*  —  ii/i  f  (/—«)• 
s=s  co*y  eoÄ  X  +  5i/t7  «n  jp  ;   also  ist 

^     17.  ^os  (y — x)  =  cosy  cosjt:  +  siny  sin  x  ; 
für  jedes   beliebige  positive  y  Und  x,  in  lo 
fetn*/>a?  ist 

Ist  der  Bogen  y^^  klein  er  als  a?,  bo  darf  man  nur 
Sövilsl  mhl'tin  'hinenthnn  bis  y  gröfser  ist  als  ar.  Dk 
Linien  cos^/nnd  ^^^^  bleiben  deshalb  die  nemlicheo. 
Ist  y  oder  x^  oöersind  beide  negativ»  so  thue  man 
ebenfalls  so  viel  mal  ü7t  hinsu^  bis  y  und  x  positiT 
lind  und  y  gröfser  ist  als  x,  wodurch  in  allen  Fäl- 
,  len  y — x  nnttsr  die  obigen  Bedingungen  gebracht  wer- 
den kann. 

Die  Gleichung  (17.)  |ilt  alsv  ohne  Ein- 
schränkung, y  und  X  mögen  seyn  was  man 
will,  positiv  oder  negativ  und  so  grofs  oder 
60  klein  als  xnan  wilL  5ie  ist  eine  der  beiden  Glei- 
chungen (2.)  im  Lehrsätze. 

Aus  dieser  einen,  ans  der  Figur*  erwiese^ 
nen  Gleichnnj;  folgen  nun  alle  übrigen  Glei- 
chungen des  fiehrsatses  unmittelbar. 

IIL  Man  setze  nemlich  in  {17O7  ^tatt  x  und  x  statty, 
so  erhält  man  cos  {pc — y^  z=zcosx  cosy  -f  sin  x  siny.  Daraus 
folgt,  weiLsich  der  Ausdruck  rechterhand  gar 
nicht  verändert  hat,  cos(x — y)^^cos{y-^x).  Al- 
so, wenn  man  z  statt  y—o:  schreibt, 

18.    cos-^z^zco^z  (wie  im  Lehrsatz  (8,)). 

IV.  IMFan  setze  in  {i'j^)y  —  x  statt  a?,  so  erhält 
man:  cos  {y  *-^  (y  —  x)) ,  oder  cosx  :;=  cosy  cos  (y — a?) 
+  siny  sin  (y  —  a?) ,  oder  weil»  cos  (y  —  x)  =  cosy  cosx 
+  sinyMnx  war,  cosx  ::^  casy^  co^a?  -j-  cosy  siny  sin  x 
'^  siny  sin  (y^^  x),  oder  cosx(^i  —  cosy^)  —  cosy  siny  sinx 
=  siny  sin  {y  —  a?) ,  odtur ,  weil  1  —  cosy^  =  ^n  y*  ist 
(J,  5i4. 1.),  cosx  sir^y^  —  cosy  sin  ysinxzs:  siny  sin  (y-^^)» 
•der  wenn  man  mit  siny  dividirt, 

%^.  sin{yTT'x)^zzcosxsiny^^cosysinx  {wie  im  Lehr- 
satz, I.), 

V.  •  Man  setze  in  (igr)^  statt  a?  und  ar^^slatt  y,  «0 
%  erhält  »man  sin  (a?  — y)  ca  cos  y  sin  x  —  eos  x  siny^  \sfelch^9^ 

n»it  (19,)  verglichen,  $9  viel  ist  als  — sin(y—x).    Alfio 
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ist   sin  (jp  — y)  5=  —  sin  {jy —  a?) ,    odcr^  sin  (  — {y  —  it)) 

=  —  sm{y — ^a?),  oder,  wenn  man  z  statt j^^ — xachr^ibt; 

«o.     sin  —  X  =r  —  sin  z  (wie  im*  L'6hrsat£  7.X 

VI.    Man^setze  in  (17.  ond  19.)  —  x  statt  «f  x,   so 
erhält  man  /     ,  1 

C05 (y  +  a?J  =  cos y cos  —  x  +  sinysin-^^ie  und 
am  (y4"-öp)=co«  —  xsiny — cosyun'^x^ 
oder,  weil  cos — ar=ca*a?(i8.)  und  sim — opsis— 5Kna7(do.) 

•    \sin{j ^x)^=z cosx siny  +  cosysktosS.  aata i.  «nd a*(V 

Vn.    Schreibt  man  den  Anadrock  Ton  sin  (y  ±  x) 
(1.)  "Wie  folgt: 

I  smiy  '¥  x]zstcosx  cosyX — *^  •+•  1, 

^•^  —    '  ,  Vosy  —  cosxf     * 

•  •.!                                        .  .J  i^my       -  «>tap  » 

60    erhält  man.    Wenn  man  statt  — ^  und nach 

I  cosy  cosx 

{§.  5i5.)  tangy  und  tangXj    nnd  statt  cojri^  und  ca«/, 

und setzt« 

I     secx  secy 

22.   Sin  (y-f  x)^^^'^^-^''''^'^  (wie  im  Lehrsate  i.V 

,  —    '  secx  secy  ' 

VIIL    Schreibt  man   den  Ausdruck  TOn  cos^y-^o^ 
(2.)  wie  folgt: 

f    X     \  (cosxcosy^  \   • 

COS  OC  ßOS  'V 

und  setfct  nach  (6.  5i60  statt  -: —  und  -r-^,  cot  x  und 

^'^  ^  sinx  siny 

cotyj  und  statt  sitix  und  *i/iy*  — ^ find  — — •>  sA 

•^  .  "^     cosecx  cosecy 

erhält  man 


25.   cos(y±x)Ä i--3—  (wie  na  Lehrsätze  2.). 

^    •  cosecx  cosecy 

IX.     Ferner  ist   eu  Folge   ( $.  3i5. )   ^''J^z'^S 

o      ^'     .  .      ^  ■^PÄ(yHhap) 
^^tang{y  +  x).  Also  ist.  wenn  man  hierin  dieAusdrüke 
yon  sinjy  +  x)  nnd  cos(y+x)  (i^ un^s.)  seUt^ 
X  /    \     \       cosxsiny  + sinx  cosy 

o\^^    /      cosxcöüy^sinxsiny 

Dieses  gi^bt,  wenn  man  oben  und  -  unten  imit  cos  :i^ 
cojy  dividirt» 
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',n.  ~.  /  smy   ,    Bin» 

*«?"^V7i*; —       ,  sin  oc  sin  y* 
^  ^^^cosxcosy 

^5.  fany(y+ar)=  ^l^fyt^^^g^   (wie  im  Lehrwiu  5.)- 


Xt    Dividirt  man  in  (24.)  oben  und  nnlen  mit  sin  x 
$iny,  $o  erhüit  man 

cos  90  ,  eosy 


'     •»     . .  * 


.       ff     *      \  sin  X  —  siny 

tan^(y  +  a?)  =c ^, 

-: r-^  +  I 

jin  ac  JMt  y  * 

oder,  weil  -r —  =  co««,  -^-^  =  co/y  (S-  5i6.)t 

ü6.  <aw(y+Ä?)Ä— ^ — ^^^_y   (^Q  j„j  Lehr«ate  3.)- 

/  ^  ^"^  -^  cof  ap  cof  y  -1-1  '  * 

XI.    Ferner  ist  seo(y±ar)=5=^^j.^pp^  ($.  5i6.), 

welphea  vermöge  (25.)  "" 

,     .     ^       cosecxcosecy   #.'.      »,lx\       v 

ST.  sffc(r+ap)= — : — =r^  (wie  im  Lehrsatz  4« ) 

'  \y  —    /       cot  a?  cof  y  + 1  ^ 

giebt. 

Xtl.     Schreibt   man   dagegen    den  Ausdruck    von 
cos{y±,x)  (2,)  wie  folgt: 

•o  erhält  man,  weil  cosx:=^ .  eosys=: ,  

secx^  '     "^       9^!^y     cos 9 

^  siny 
jsstangx  nnd  — ^^:stangy  ist, 

co,(;^+*)  =  lJi£2S£22IZi  also 

'^  secxsecy 

M.  sec{y±x)  Bö -=^?^?^Lff£21 —  (^e  im  Lehrsata40. 

/Ä^tangxißnsy  \ 

Xm.    Aus  cotCy±^)  =  ^'^^^^^^^^  (5.Si5-)  folgen 

die  eieicbangen  (5^  im  Lehrsatz  vermöge  (9*).^ 

XIV..  Du  cwec  ( y  +  vt)  f=: -r-7 — r- — r>     «^    ist    ver-- 
möge  (i.)  c 
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ffq.   <?0ÄecCy+^)==': — ^T-j — ^—  (wie  im  LehrtaU  ö,). 

^  ^—   '^       iangy  +  tangx- 

XV«    Schreibt   man    dage^n    den   Aaadmck   Toa 
«II  (y±a?)   (i.)  wie  folfft  ' 

'    ^         v^  —   /  •  \5i7f «  —  «ny/ ' 

tO  eroali  man,  weil  sinxst ,  ^mysa.        ■■>    .>  / 

cosecx        '^      cosecjr    sinx 

SS  cot X  und  ^-r^^scoty  ist  (fi.  3i6.)i  *  ' 

'    r    ^  ^\         cotx'i'  coty         _ 

Stniv-T  X):aa -^      ■^  ■  ;   alio 

cosecx  cosecy 

5o.   <;o5^r(y  +  ar)=r — - — ^^^^y   (wie 'im  Lehrsat»  6.) 

cot  x±^  coty  i        •  ,     "^ 

XVI.    EndKch  tolg^  wcU  ^^^^^Zlf-fawff— z(5.3i6.)v 

ana  (.7«  und  B.), 

y  — ^  5ZI1  iC 

3i.   fang— xsc       *      =s  — ten^js  (wie  iiii  I*eliiiato  9.) 

COS  mm 

# 

und  weil  cof— z  =  ; ist  ($.  5i6.)f 

52.   cof  —  X  5=  — ' = — cotz  (wie  im  Liehrsatx  10.). 

i 
Ferner  weil  sec  —  x  =  — -—  ist  ($•  3i6.>|  Termiiga 

C05  —  a^^si  C08  z   (8.) , 

1 
53.    5ec-^x=:— —  ssecz  (wie  im  Lehtvats  11.) 

und  weil  cosec  —  x  ss  .  ist  (J.  5iS.)y  vermöge  ä» — z 

SS  —  «nx  (7.),  f 

54.  cos« c — X  == : —  =s — cosec  z  (wie  im  Lehrsata  la.)  *). 

*}  Man  findet  gewöhnlich  den  S«ts  /ift(»-(-y)  =3  lut  90  co«y4'  cos  90  «my 
auf  iolgende  Weise,  und  swtr  für  swei  Winkel  ^CMsszx  und 

\  BCAssy  (Fie.xOS.)  htwiejen,  die  susammen  kleiner  find 
als  ein  r  ecnter,  AP  tey  der  Sinns  von  oa  und  JBD  der  Sinna 
Ton  y,  DP  KatMC  und  DE  mifBQ  senkrecht,  so  UtEQzrzDP. 
Aber  da  die  rechtwinkligen  Dreiecke  ^CP  und  DCP  «hnlich  sind» 

^^^^.^^^t^t.^^^'^.^an^DP^Eg 


^    siuaotgsy  folgt    Femer  sind  die  rechtwinUiatn  Preiecka 
BDE  und  JCP  ähnlich;  denn  die  Dreiecke  ACP  miOCg,  GCQ 
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Lehrsatz.    Es  ist  für  jeden  beliebigen  Bogen  x    ' 

1.  sin      (3iMvJ:x)         ^  +  siniit  sin   (!Can+l)if±s)=:?:f  mrx» 

sin    ((an:f|)«  +  x)  =  + co/x»  sin   ((an+|)ii'— z)  =  j:cpjj^ 

^  cos     (ans+x)         a-|.coix,  «öf  ((2n+i)«+x)= — «ojx, 

eof    ((aii:tD9v-)>x)=q:imx,  cöj   ((an±|)« — x)=+jinx,  -^ 

S*  tapg    (amc+x)    <        CS  +  tang  x,  tang{(jin-{'  i)  »  j:  x)  cssHh  taug  x, 

.   ^^g  <Can+ J)«  +  x)rr:— eot  X,  t«ng<(an  +  [)  jf — x)=+  cot  x, 

4«  See      (aiurfx)  s-)-''^'«  "^^^    ((aii+l)^!t>}:s — seex^ 

Mee    {(ßn±^)n'\'X)s=::^eorecx,  sec  ((anj:})» — x)aijreot0CXf, 

5.  cot      (anji+x)           :=z±cotiLy  cot  ((an+ 1)  n±x)=s±  coe  x, 
cot    ((an±|)iv+x)=:^taiigx,  eot   {(an±J)«— x)=-f  ^«»Ä«» 

6.  coicc  (ann+x)  r=  Hh  eosee  x»     co/« e((3n4*  i)  » If  x)  es  4:  coi^c  x, 
•  .co«#«((an;ti)'^+>)  =  +  '«^Xf       cox*c((3h±{)ff^x)«B«f  f^ox^ 
ti;o  d  yVdtf  beliebige  positive  oder  negative  ganze  Zahl  be- 
deuten kaniiy  und  die  obemnut  den  obern^  die  untern  mit 
den  untern  Zeichen  zusammengehören, 

\      «nl  GDt,   tukA  GDE  und  BDE  Bind  äfaniich.     Also  ist  ^ 

^'^'F&  ^**  heÜkt,  -gg-=  -— »  WOMM  BfGsn'ny  cojpc,  folgt. 

Non  war  £0  =s  sin  oc  co«^,  onil  ££  +  EQ  ist  gleich  JB^ 
^.  =s  /m  ^90  -f  y).    Also  ist 

Jif»  C*  +  y )  =  «fi»  oc  eosy  +  coi  so  M/ty. 
Die  A«sdrflcke  Ton  Wn(» — y)  und  coi(y+x)  nimnit  man  auf 
'   eben  die  Weise  aus  der  Figur*    I>ie  Sätze  für  tang{yiia6), 
*^^{yi.^)  etc.  folgen  aus  den  Torigen  nach  ($.  5i5.)* 

Gegen  diese  Art  zu  beweisen»  ist  nichts  zu  erinnern;  allein  diaBe». 
weise  gelten,  wie  sie  sind)  nur  fär  zweiWinkel,  die  beide 
im  «ra-ten  Quadranten  liegen.  Dia  Ausdrd^^lce  des  Lehr» 
Satzes  dürfen  deshalb  noch  nicht  ohne  besondere  Rechtfertigung 
auch  Tön  ^röfseren  oder  negativen  Winkeln  angenommen  werden« 
Thut-män  es»  wie  es  wohl  geschieht,  so  verftllt  man  in  den  ao 
Iginfigen,  unhaltbaren  Schlufs  vom  Besondern  auf  das  AUge- 
meine.  Will  man  die  Sitze  wirklich  beweisen,  so  mnfs  man 
die  Beweise  erst  noch  £flr  jeden  der  verschiedenen  Fälle,  wena 
einer,  oder  Wenn  beide  Winkel  in  einen  deiv  fibrigen  vier  Qua- 
dranten liegen,  wiederholen. 

Da  solches  eine  Menge  von  Figuren  und  eine  wätlinftige  Aos- 
einand^s^tzung  erfordert  >  so  pflegt  man  auch  die  Aui^rüeke 
sin(x+y)=:sinooqofy  +  cos»sinyimd 
cos  (x  4*  y)  =  'W  X  cos  y  —  sin  »  sin  y, 
^     nachdem  sie  von  Bogen  im  ersten  Qusdranten  bewiesen  worden, 
auf  gröfsere  Winkel  wie  folgt  ausaudehnen.     Man  beweiset  zu- 
erst >  dais  ftfr  jedes  beliebige  x 

sin  (In  4>  xl  =  4-  coi  90  und         « 
cos  [iM^oojXt'^  sin  X 
ist,  wekhtf  gewöhnlich  aua  der  Figur  geschieht    Daraus  folgt« 
dab 
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Beweis.    I.    Es  Ut  211  Fol^  ($.3i6.'  2.) 
sin  (2n7i  +  or)  =s  cos  x  sin  2nn  +  sin  x  cos  2n9t 
sin  ((211+  x)n+x)zs:cosxsin{2ni'  i)Ä  +  5i/fÄCC<3(f  (fln+ll« 
sin  ((^n  +  i)n  +  ap)=cos jp*uif2n  +  f) n  +  sinx cös(2n+i)^ 
sin  ((2n  +  i)n  —  ar) = pos  x  sin  {ßn  +  i)  ft —  sin  ±  cös  (2n  +|)^. 

Seist  man  hierin  die  Werthe  von  sinünpi^  eossnn^ 
sin(2n+i)n^  cos(ün'\ri)n  eic  au§($.$i9*  70*  '9  erbalt 
man  die  Ansdrttcke  (1.)  de«  Lehrfatse«» 

IL    Es  iat  tn  Folj^e  ($^16.  2.) 
C05  f  2ii^-|- ar)  =  CO«  op  C05  3r^  +  «KU  ^  n/t  2nA 

co«{{aii+ i)«  +  Ä)==:cosar  co«(tt7t+ i)Ä^«i«flfÄnfan+0;r 
CO«  ((2» +  4)  5t  +  sc)=icosxcos  (2w  +  4)  ^  —  sinx  sin  (sn +$)« 
co«((2«+|)ä— a?)ssco«a?coj{2n  +  $)Ä+  nn««iii(a»+J)fl:. 

Setftt  man  bierin  d\e  Wertbe  von  sin 2 n ^9   cos 2nn^ 
sin  {2n  •\' \)  fi  etc.  ans  ($.  3i2.  7.)»  «o  findet  man  die  Ans- 
(2.)  des  Lebrsatses* 


sin  (J7j  +  9c  +  y):=+  cos{yi-{'y)  nad 

mithin  w«nn  x  ond  y  im  ersten  Quadranten  Ikjgen,  da£i 
12R  (i?f  +  96  +  y)  =^  ~H  ^^'•f  9c  eoi  ^r  —  jm  9C  «in  y  nnd 
coi  (1  ff  +  »  4*'  y )  =*  "~  '''*  -a?  ^Of  y  —  cof  »  j£n  y, 

oder  weil  cox  sc  =::  ji/i  ({jf  -|-  9c)  irad  sinfic  ==  -*-  00«  ({« '^  b^X  ^^V  * 

rox  (1»  -f*  9C  «1*  y)  es  cos  (|  ff  4*^)  «01  y  — jiii  (|ff  +  »)  «»y 
ist.    Nan  ist  ^ »  -f-  96  offenbar  ejn  Winkel  der  «chen  im  a  w  e  r^ 
ten  Quadranten  Ifegt.    Schreibt  man  daher  blos  00  statt  ^n-^^» 
und  läliit  also  jetst  »  einen  Winkel  bedeuten^  der  im  afreiIcA  Qua- 
dranten liegt^  so  findet  man 

sin  («  +  y)  SS  sin  9c  CQs  y  +  co/96  sin  y 
cos(x  +  y)  =r  eosx  cos y  —  sin  «  sin  jr,  .     . :: 

welches  zei^,  daft  die  beiden  Ansdrücke  des  Lehrsataes  anch 
noch  gehen ,  wenn  einer  von  den  beiden  Winkeln  in  den  »rei- 
ten Quadranten  reicht«  An£  dieselbe  Art  fol^t  nun  weiter/ilafa 
Sit  Ausdrücke  igelten,  wenn  auch  der  andere  Winkel  «röfser  ala 
ein  rechter  nnd  kleiner  als  swei  rechte  ist.  .  Widerhoit  man  das 
Ver&hran,  so  folgt,  dafs  die  Ausdrücke  auch  gehen,  wenn  eir 
ner  oder  beide  Winkel  Kwischen  A  nnd  9  rechten  Winkeln,  zwi- 
schep  3  und  4  rechten  Winkeln  Ijegcn^  und  so  fdr  jeden  beliebi- 
gen Winkel. 

Da  aber  6itM  Bewiisari  erst  den  alltemeinen  Beweis  der 
SÜtze  ii}t(|ff-f9D)=3eo^dp  und  eosdn  +  scjss  —  sin»  für  jedes 
beliebige  9g  aus  der  Figiir  erfordert»  so  scheint  die  obige  andere, 
mehr  unoäittelhare  allgemeine  Beweisart,  deren  Grund -Idee  von 
Sarrns  ist  (Annales  des  mathematiques  tom. XI. p« 2ft3.) 
klarer  und  besser.  Ar^:h  ist  es  wohl  angemessener,  wie  hier 
oben 9  nur  einen  Sat£  aus  der  Figur  zu  nehmen  und  die  Übri- 
gen* daraus  ohne  weitere  Hülfe'  der  Figur  abzuleiten. 
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ni.    Die  Aiudrftck«  (3.  4.  5»  6.)  des  Lebrsatoes  fol- 
ffen  nnnuttelbar  aus rstangz,  — : —  =  secz,    -— — 

=  cofz  und.-: — r=scosecz  (J.  5i6.)j  löan  darf  sich  nur 

SZ7Z  Z 

unter  z  der  Reihe  nach  dr^  x+ünnp  a?-f  (an -fi)^  u 
^  +  (ä  *  ±  J)  ^  vorstellen* 


318. 
Lehrsatz.    Es  ist  für  jeden  beliebigen  Bogen  x 

1.     sinQx     ssS5mxco5x  = —^ 

See  X* 

a.    C0S2X    ==  coj  X*' —  sin  x*  =  1  — 2  äi/i  x* 

,    ,  -  c'of  X*  —  1 

=5  fi  C<Xf  X*  —  1    =S 1 — r— , 

cosecx* 

o.    fan^  2  X  := r  =  — - — r 1 

1 —  tang  x*         cot  X*  —  i. 

4.     ^'            *ecx*               co^ecx* 
•    S«aflx     SS  ^ r  = = f 

.    .  1— tawgx*         cof  X*  —  1 

o.'    cof  fi  X     =  ' ac  — ^ 2 — , 

2  cot  X  2  taw^  X  , 

6C05eox*          5*cx* 
•    C05ec  2  X  =  = . 

2  cot  X         2  tang  X 

Beweis.  Diese  Sätze  folgen  unmittelbar  aus  ($.  3i6% 
wenn  man  daselbst  opss^  setzt  und  die  oberen  Zeichen 
nimmt. 


319. 
Lehrsatz.    Es  ist  für  einen  belUUgen^  Bogen  x 

»»  ii  = + 1^^ — - — ) 

f-s  +  V{2U'\^cosx)) 
smx 

jfur  positive  x  zwischen  4tnn  und  {4n  +  a)n  und 
für  negative  x  zwischen  (4n — 2)^  und  (4n— 4)ir« 

a 


: 


\  's 


I  , 
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—  C05 


X         )    /  WCX— rl/ 


/ 


ica5eo 


^i/tx 


für  positive  x  zfoischen  (4n  +  a)^  löwf  (4n4-4)ff,   und 
j^r  neg,ativ€  x  zwischen  "^nn  und^n — 3)ir. 


CO« 


s. 


M«0      {X 


^.Wcx+i/ 


sinx 


für  positive  x  zwischen  Oin  +  5)ft  und  ^h'^6)n, 

(4n — S)ft  wid\^n  —  6)», 


für  negative  x  zwischen 


und 


cos 


iseo 


«tnx 


fOr  positive  x  zwischen  r4il4- 1)^  t^d  (4i^*fS)^9  V»<I 
y^r  negative  X  zwischen  (4n  — i)fK  imcl  (4n-— '3)^4 


^.   «in  ix  SS 


«ins  ,  sinX   ' 

r— 5   co«f  X  es    ■    .    j  - 

stcosix^         '  j|«i/ix,x 


^  -  sinx        t^cosx        .        i+eost    . 


«</ix 


1  -^  #aM  f  X* 

-^-^ SS  CO«  X. 


f.  eot^it  +  tangixzsiücosecx^  eo«|x  — fan^ixsasscof x« 

ft    cotjx  —  tangix 
cot  ix  -i-tangix 
1 
^'    co/fx — cotx 


X  ^tangix^ 


tangix  4-  ootx 

1 


s=  sin  X. 


lO« 


00«  X. 


tangxJtanglx-^-  k        tangxootix — 1 
11.    co«ec Jx»—  «<jc^x*=«o^ix*  — ^a/tf |x*==4oo<x«d«i?«x:. 
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'sin     i»  =  +  f  t^(»  +swx)  —  {|/(i— n«i) 

ico»    |x  =  +  fi'Ci+sinx)  +   11^(1— iwx) 

+  Vi*-  +  ««x)  —     •(! — smx) 
18.    <5ec     Jx= ^r^— 


cosec  5" 


+  /(»  +  sin  x)  +      V^(i— smx) 
ix  =      — -7-— 


smit. 


für  positive  x  zwischen  (4n+})^  imd  {4n+i)^,  w\d 
für  negative  x  zivischtn  (4Fn  —  J)^.imd  (4n — |)«. 

w/i     Jx  =  +  i/(i  +5i7ix)  +    Jy^Ci  — «nx) 
C05    Jx  =  +  i  Ä^  +  «1»)  —  i/(i  —  Äinx) 

i5*    <^ec     |x  =      ^r^ 

cosec  «X  =      : -r— 

*  sin  X 

yi/V  positive    X  zwischen  (4n  +  J)^  u/id  (4n  +  |)ä,  wic£ 
yiir  negative  x  Zwischen  (4n:— ^);t  unc2(4n  —  5)^* 

'sin      I X  =  —  §  /(i  +  sin  x)  +    |  /(i  — '««  x) 
cos     Jx  ==  —  jy(i +«/ix)  —  f /(i— Ämx) 

i4.    <Äec     |x=:*     -— '  ' 

^  '  *  sinx 

'  —  y(i  +  5m  x)  —      -/(i  — sinx) 

cosec  ix  .==       — »-' : ^   ■     ' 

^  *  sin  X 

für  positive  x  zwischen  (4n  +|^^  und  (4n  +  i)^j  «'«<!' 
für  negative  x  zwischen  (4n— ^);r  w«d  (4n— j)^« 

''«n     Jx  =3  —  i>/(i  +  «nx)  —  iV(^  —  sinx) 

[COS    f  X  =  —  iV{^  f  sin  x)  +   |  /(i  —  sin  x) 

ic     y  X      _       —  V{i  +  Sinx)  —     y(i  —  sinx) 

*  sin  X 

,  — y(i  +  si7ix)   +     /(i— swix) 

cosec  »X  ^       ■    ■     .       ■ 

si/ix 

yj/r  positive    x  zwischen  (4n  +  i)^  wnd  (4n  +  J)n,  und 

Jiir  negative  x  zwischen  (4n"— J);t  uncf  (4n  —  |)«. 

.  ^'^  ~  V(i  +  5inx)  —  V'(i-swx) 

ySir  positive  x  zwischen  (4n  ^  §^;i  und  (4n  +  ^^    unii 

zwischen  {in  +  ^Sn  und  (4ü  + i)^9  ««acI 
fiirnegativex  zwischen  (4ii — i;^  unrf  (4a— -i)»    unit 

zxvischen  (4n~*-})^  lyfcd  (4n  —  |).^» 

i 


I 
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W    Ix  =  V('-j-«-")-.V('-^T)         ,        ,.•       . 

(  y(»+«nx)   +  V{x  —  sinx) 

für  positive  X  ztvischen  (4B-^i)n  md  (4i»  +  |)ä  und 

zwischen  ( 4  n  + 1)  «  u«d  (4  n'if  J)  jjj,  „«<J 
für  negative  X  zwischen  Uii-i^^)n  lihd  (4n  — 4)«  Mnd 

,  zivischen  (4n— J)«  un<2  (4i— })«, 

Ben» ei*.    I.    Nach  (J,  3i8.  3.)  ist  «o»a«  =  cw«» 
—  sincc*.     Also  i$t 

i\— i  «Oi9  9a^  SS  1  -«-n  00^0^^  .}.   ÄTia?»  und 
1  +   C05  2X  =  1    +  cospc^  r—  siHa^^. 

Nun  ist  1  — cosjc*  sc  smx^  ffÄd  i— -«/lo^^srcoia?» 

jr  —  cps2x=z  Qsinx*  und  1^4*^05^2^  as=  scos«^^  oder 

oder,  w^nn  man  x  statt  2x  schreibt,  t     • 

18.    smix^:szl=^^mxAcosiw^:stl±J^2if^, 
Daraus  folgt 

Das  swiefach^  Zeichen  Lomiht  daher,  dafs  co^x 
sscos(2nn±a?)  iat  (§.817.  2.).  Deshalb  sind  diu  Glel^ 
dhuBgen  (18.)  vollständig,  eigentlich 

5i/i(ii^  + Jar)*=i— !^2£^  und  cos(/i;t  + Jar)*=  i±£2£5 

'woraus 

folgt.    Nun  haben  e.  B.    ' 

^m+fo?,    siM(n±iai\,    sin{2ft±ix)  :  .  .  . 

cdÄ'+far,    co5(jt  +  |x),    eos{2n±iw}  .  .  .  , 
der  Reibe  nach  entgegengesetzte  Zeichen ,   obgleich   £u 
allen   den    Bogen   2  h  ;7  +  j?  ein   und   derselbe   Cosinus, 
nemlich  cosa:,   gehiört;   also  müssen  die  Ausdrucke  von 
s^iar  und  ccwja?  nothwendig  doppelte  Zeichen  haben*    - 

Das  obere  Zeichen   -|-   in   dem  Ausdruck  von 
sin  ix  (19-)  gi'tj  wenn 

19* 


20 
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far  positive  Bo^n  x.  Ix  ewischen    s  n Ji     und  {2n^  \)n^ 
/f är  negative  "Bogen  Xy  \x  zwischen  2{n*^\}n  and  (2n— s)» 
liegt;    denn    die  Sinns    solober  Bofen  sind    positiv* 
Das  untere  Zeichen  —  gilt,  Mrenn 
für  positive  Bogen  x^ 

|x  swischen  (sn  +  O''  ^^^  (dyB  +  d)^ 
f&r  negative  Bogen 'ta^, 

x^^  zwischen      ünn        iind(2n  — i)if 
liegt;  deon  die  Sinna  solcher  Boeen  sind  negativ. 
/        Das   obere   Zeichen   4*  ^^  dem  Ans  druck  voa 
90$  ^x  gUt,  vrenn  ^ 

für  positive  Bogen  Xy 

ix  zwischen  (an-f  l)n  und  <&n+  }}^« 
für  negative  Bogen  'x^ 

ix  Awi^chen  (fln — f)^  nnd  (snr*-})» 
liegt  ^  denn  die  Cosinus  solcher  Bogen  sind  positiv« 
Das  untere  Zeichen  ~  gi^^  vfenn  , 

für  positive  JBogen  Xy 

4x  zwischen  (sn-|-  i)n  und  (dn-fi)^» 
für  negative  Bogen  Xj 

i/ff  zwischen  (2  71  — §)j(r  nnd  (2n  —  i)ft 
y  liegt;  denn  die  Cosinua  solcher  Bogen ^aind  negativ« 

Nimmt  man  also  die^  Wurzelgro/sen  ohne 
Rücksicht  auf  ihre  Zeichen  und  blos  den  Zahr. 
lenwerth  derselben^  so.  ist 

.    -             ,    ,//i  —  cosx\ 
2u    5m|a7=+  1^1 1 

^  für  positive  x^  wenn  x  zwischen  ^hn  nnd  (4n-|-d)it 
liegt;  nnd  für  negative  Xp  wenn  i»  «wischen  (4n-— d)f(   * 
nnd  (47t— 4) ;r  liegt 5  ^ 

22.     smixss:  —  jfl  I 

für  positive  x,  wenn  x  zwischen  (47t-f  2)^  nnd (47i-f4)ic 
liegt;  und  für  negative  x,  wenn  x  swischen  4nis 
nnd  (4/t  —  a)n  liegt^ 

25.    co^|ar  =  +y^— 5-^ ) 

für  positive or,  wenn tv  zwischen  (4it-h3)^  nnd  (4n+5W 
liegt;  und  für  negative  x,  wena^  zwischen  (47It-'5)^ 
nnd  (471 — S)n  liegtj  . 

X  T  i//i  +  coÄa?\ 

für  p o  ai ti  ve  x,  wenn  x  zwischen  (4ii-|-i)^  nnd  {4n+Si^ 
liegt;  und  für  negative  x,  wenn  o?  zwischen (47i — i)M 
tind  (471—3)^  liegt;  wie  im  Lehrtatae  (i.  t.  5.  4.)  . 
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IL    Feme»  folgt  au  ($•  Si8.  1.)  $inx:= und 

^        '         ^  .  2C0SX 

•M«  ;?s  — : — f,  oderp  wenn  man  »  «tatt  Qx  schreibt« 

25«    #tii|a?= 1^  und  cmJxcs— -: — ;  wie  (5.) 

III.    Sodann  folgt  ans   — 9^==«^}a^.  wenn  man 
«V«  (ig,)  eos|3P  :=  +  ^1— ^- J  ietat. 


COfX 


Oesf^Ieichen  ^ebt  seo\x  iss^  ±^  V (t^ ^)»  ^^"^  "**^ 

oben  nnd  unten  mit  i  —  eoax  moltipUcirt, 

*  —  r  V  1  — coja?*  /  ' 

«7.    jtföfa?  Ä  +  ■■'^  ^    . ^5  wie  (3. 4.). 

Dtf  dieae  Ausdrücke  von  cob\x  hergenommen  sind,  so 
Bind  ihre  Zeiche.n  denselben  Regeln  unterworfen,  wio 
beim  Cosinus. 

in*    Ans    .   ,  ■    £=  coseelx  folgte  wonn  man 
sm  ^x 

—  3.  j'^.^i-Y  „d.r 

COS  90 

Desgleichen  gi^bt  eosec^x  =  +  ^(~;il -),  wenn  man 

<rben  und  unten  "mit  t'i'cosx  multipUcirt, 

cosecix  =  +  l/(£il±££i^y  und  weil  i— co5X«=«>tÄ% 
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29.    cosec  I  *  =  ±  VC£ii±£2i£2>    ^ie  (.. ,.). 

.       '   «IIa?  '  .       ^        /• 

Da  diese  Anadrücke  TOn  sinia:  bergenommen  sind,    sd 
«ipd  ihre  Zeichen  ^e^selben  Regeln   unter worfe».,  ^rift> 
beim  Sinns, 

IV.    Mnltiplicirt  man  tang^x  =  ^^4^   oben   nnd 

cos  5  X 

unten  mit  2co^|ar;  so  erbält  man 

weil  2sin  I  o?  co5?^§ x  =  «wo?* und  cos  | x^  —  «/i  ^ a?*=  cos x 
(5»  3i8.) 

*  t 

3o.    tansÜ^  '-.pA- .  ^i«  (6.). 
Maltiplicirt  man   oben  und   unten  mit  asinlx,  «o  er* 

~  S  sin  ix  cos  w ^'   ""*     .      ' 

5^  »•  •       1  ■*'"^  COS  X  '  >     ^ 

I.     «awffla?  =s  ;  wi«  (6.). 

Die  Ausdrücke 

32.    cotix  =  l+£2£^  _    ^'^^      (6.) 

sihx  1 — cosx 

folgen  an«  (3o.  u.  5i.) unmittelbar,  -weü eoiix=t  ■      '.    ■ . 

y.    Addirt  man    die  Auadrücke    von  cot  i^  und 
tanglx  (3o.  Si.Sfl),  so  erhält  man 

.  cotix-^tansix  =  l±£2if  x  _J!«£_ 
,  sinx  i'^cosx 

gjjj  1  +  g cosxri^cosx^  +  sinx'^  _    i  +2cosx+,\ 

sinx{i+cosx)     ,  sinx  {xi- cosx) 

^     ~  ^nxi^i  +  cosx)  —  TÜT^  ^^cosecx  und. 

cotix  +  tansix  =:  ll=££lf  4.      ^^^ 

fi/ior  1  — co5a? 

g(i' — cosx)  '  ^ 

sinx{x—oosx)  ~  7ii^  —  ^cosecx, 
rfso  auf  beide  Arten 

53.     rot  l  X -^  tafffr  i  cc  sn  Q  cosec  x^  wie  (7.)- 


»   •   '* 
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Sabtrahirt  man   tang^x  Ton  cot^x^  nach  (So.  3i»32. ) 

aiu^edrü^kt,  so  erhält  man 

-  1 +C0Äa7  sinx 

cot  Ix — fang  ix  =  : — ; — — 

sin  X  1  +  cos  X 

1  +  a  cos  s6  +  cos  a?*  — jsin  x^         cos  x*  +  2  cos  x  +  cos  x* 

sin  «x?  ( 1  f|-  cos  xj  V       517!  a7*(  i"  +  cos^  x) 

QCOSXll  '\'C0SX)  2COSX 

=  —. 7^-; ~  =  — : =Ä  2cotx  und 

sinx{i  i'  cosx)  sinx 

-          ^        ,             1  —  cos  X             sin  X  / 

'   cotix  —  tangioi  =  : : *— ' 

^     Sin  X  1 CtfS  X 

X  —  g  cos  X  -{-  cos  X*  —  sin  x*   -    cosa?*— 2'co«a?  +  co*rc* 

""  fiinxf^i  —  cosx)  "~         5ma?(i — cos^) 

2cosx(i  —  cosx)         2  cosx 

5171  a:(i — cosx)  sinx. 

also  .auf  beide  Arten 

54.     cö^i*—  taTi^la?  S3S  2cotx;  i?ie  (7.). 

i 

VI.    Dividirt  man  (34.)  durch  (SS.)»  ^o  erbalt  man 

--    coffx — fang  ix  2cotx  cosx       1 

36.  — '  *       , 2-2 —  s: =s  -: :  -: =3  cosx: 

cot  i X -f- fang  ix         2cosecx     ^smxsmx 

wie  (8.) ,   oder  auch  weil  cot^x  := «— , 

1  j 

■   p    cof Jar  — toTf^f at:       tang-^x  9*^       i-^/^^f^Xj^a 

'  00t ix  +  /aTi^fa;  i         ,  ,  i  +  raTig^ia:*' 

wie  (8.). 

VIL    Da  cot  ix  SS  l±££i5  (32,)  s=j«'_i-  +  co<a: 

80  ist  cotix  —  cotx  =s  -: —  =  tangix  +  cotx,  also 

«i7t  a? 

37»  ^rrr^ T"  =  r" — ; — ; — r"  —  «»>'^;  ^i«  (gO- 

'     cot  ix — rcofa?        tangix  +  cotx 

Da  fang  ix  ^=z  — : (5i.)  und  cotix:=:i  — r (32.;, 

517207  «71  ar 

-  ,  /    X  cos  x\  sin  X  i 

so  ist  tangixtangxzrz  I-: : I = 1 

°*  °  \5i7iar       sinx/ cosx       cosx 

,  ,  ix.    cos x\ sinx  x      , 

und      cptix^ngx^si  l-r —  +  -^^ — j— —  =  — -+  '* 
'     ^°  \sinx       sinx/ cosx        cosx 
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cosx 

58.  ■'  — r-  =«  • TT ==  <^09x;  wie (10.). - 

tangxtang^+i       tangxcotix — i 

«^•«      «.  »'  1  2  cos  ix     ,.  ^ 

smix  sinx 

,  ,  12 sin  ix    gg  ^ 

and    tecf  «  s=  ^ — =—  ess  — :^-=- —    (5.)^ 
•  ^  cos^x  smx 

»    a  T     a        4(coslx*  —  sinlx*) 

•  smx^ 

Aber  cos|«' -— 5i/i§«*  SS  co«api  ako 

^'  smx^ 

Auch  ist  cosfofj^^  =s  1  ^co^|^*   and  sec^x* 
BS  1  <f  fan^la?^,  ako 
4o«   co«ec|d?*— ^ec  Ja?*  =  co* Jap*—  tan^Ja^';  wie  (ii«)« 

IX.     Ei  ist  ^ 

4i.    sinix^'^  cös^x*  :isx  und  finn  Jarco«|x  =  smdr« 
^  Addirt  und  lubtrabirt  man   diese  beiden  Gleicbuni^an» 
so  erhält  man 
sin^x^  -J-  asinixoos  Ix  +  cos^x*  £=  1  '{'Sinx  nnd. 
«njjp*  — 2Äin JxcoÄja?  +  c(W Jx*  =  1 — sinx^  oder 
(«in  Jx  -f  C05  Jx)*  SS  i  'i'  sinx  und 
(»'ftja? — co^Jx)*  =s  1  — «f«ap;   also 

.   42.    ^n  Ja?  +  CO« Ja?  =:  4^  -/fi  +  sinx\  und 
43.     sin  ix  —  cos  ix  =s  Hh  -^{i  —  sinx)^ 

woraus^  wenn  man  addirt  und  subtrahirt  und  durch  a 

dividirty 

44.  «njo?  =  +  iVCi  +  sinx)  +{±iV(i^9inxy)  und 
46.   coäJx  =:  4^  Jy^i -f  5i«x)  —  (±.J/(i — sinx)) 

folgt.   'Welche  Zeichen  zusammengehören,  findet  man 

auf  eine  ähnliche  Art  wie  in  (I.)»  nemlich: 

;  a)    Für  positive  x, 

1.  £s  liege  x  ewischen  47t^  und  (4n-f  J)5Vf  ao 
fällt  Ja?  zwischen  2nn  und  (2n  +  |)^.  Also  liegt  als- 
dann Ja?  wie  ein  Bogen  in  der  ersten.  Hälfte  des 
ersten  Quadranten,  s.  B.  wie  der  Bogen  M^x  (Fi|^« 
165.),  wenn  daselbst  ikJ?^=  I^G  =  Jj?r  ist.  Die  Sinus 
und  Cosinus  solcher  Bo^en  sind  beide  positiv,  und 
X  der  Cosinus  ist  gröfser  als  der  Sinus ,  denn  es  ist 
^^,  =  ^,C^nd^,/>x<rr,,  hingegen PxC>r, C; 
also  JP,  C>-^,  P^.    Also  ist  för  solche  Bogen  aolhwen« 
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nniX'^reosix  po.fitiT>  and,  mM.  sin\x^  oö$^x 
ist,  smix  — ^  CQSJtx  nerativ^  daher  ist  nothweadic 
in  (42.  u.  45.)  . 

sin\x  4*  co$\x  =  -t"  y(^  -^  ^«)   niid 
8in\x  "^  eos^x  ss .— 1/(1  — sina:) ,   woraiu 
^-      («zitfx  5=  +  {/(i  +  wno?)  — iV{i-^sinx)  und 

folgte  für  positive  ;r  ewischen  47i/c  nn  d  (4n-|-7)^« 
2.  £f  liege  ar  swischeo  (47i  +  1)^  und  (4»  4*  i)7k»  so 
fällt  ix  zwischen  (2 «4* 7)^  und  (dn-ff)^«  ^Also  liegt 
alsdann  fo?  wie  ein  Bogen  in  4«r.  zweiten  Hälfte 
des  ersten  Quadranten«  Z.  B.  wie  der  Bogen 
MB^.  Die  Sinns  und  Cosinus  solcher  Bogen  sind  beide 
positiv,  und  der  Sinus  ist  grdfser  als  der  Cosinus» 
was  sich  auf  gleiche  Weise  wie  in  (1.)  eeigen  läfst. 
Also  ieX  sin\x  ^  cosix  positiv  unA  sin\x  *-^  00s ^x* 
ebenfiills  positivi  folglich  gilt  in  (49«)  wie  in  (45.)  das 
obere  Zeichen,  und  es  ist  folglich  * 

.^      J«n|a?  =  + J/fi +si/ixl  +  f  fi^fi — sinx\  und 

fftr  positive  x  ewisehen  (4n-f i)^nad  (4n<fi)^» 
3*  Es  liege  x  zwischen  (4714-1)^  und  (4114- ijir^ 
io  liegt  \x  zwischen  (^n^^n  und  (2714-^)^,  folglich 
wie  ».  B.  der  Bogen  MG^^,  wenn  GK^z=iNV^.  Die 
Sinus  solcher  Bogen  sind  positiv»  die  Cosinus  ne- 
gativ und  es  ist  smfor^  —  cosfjr.  Also  ist  sin ^1« 
^  coa^x  positiVji  und  sinf  or  —  cos^x  ebenfalls  posi« 
tiv;  mithin  ist,  wie  im  2ten  Falle, 

^      («>i|a?=4-}^(i4-«wa?J  4-  ilf{^  —  9inx\ 

(cos|Ä  =  4'i/(*4'^'«*)  —  i/(* — sinx). 

4.  Es  liege  x  zwischen  (4n  4- 11^'  und  (4n  4-  2)^» 
so  fällt  §x  zwischen  (2n4-i)^  i^nd  (2n  +  s)^»  wie 
JlfGBs*  sinfx  ist  positiy,  cos\x  negativ  und 
tin^x'^  —  oos^x.  Also,  ist  sin\x  ^  cos^x  negativ 
und  sin^x  -^  cos\x  positiv.  Folglich  gilt  in  (42.) 
das  untere  und  in  (43.)  das  obere  Zeichen  und  man 
erhält: 

.        Jsi7ijar  =  — Ji^(i4"^»«)  +  iVfji  —  sinxY 
^'      (co5|x=— i/(i4-«i'»«)  — fn»— *w«x). 

5.  Es  liege  x  swiscfaen  (4n4-s);(  und  (4ii4-4);i, 
eo  fällt  \x  zwischen  (an  4*0^  ^^^  (2^  +  7)^1  wie 
MQNA^.  sin^x  und  cos^x  sind  beide  negativ,  und 
es  ist  — sin'ix'^  —  coslxp  pder  cosix^sinix.  Also 
ist  sinix-i'cosix  negativ  und  si/i^or— •coslo?  posi- 
tiv.    Folglich  ist,  wie  im  4ten  Falle, 
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6.  Es  liege  x  wiischen  (4n  +  i);r  und  (4#i  +  3)?;p,* 
so  fallt  §07'  zwiftoben  (2n-f  i*)^  und  (2714-7)^9  wie 
MGNB^^  ßifffiqp  nnd  co^fo:  sind  beide  negativ  und 
es  ist  — sin^cc'^  —  cosr^a:,  oder  cosicc'^ sin^a:.  Also 
ist  sin  i X -{^  cos i a:  negajtiv  uqd  sin  ix  —  cas^x  eben- 
fall» negativ.  Folglich  gelten  in  {^2.)  und  (43.)  die 
ijntern  Rieben,  und  man  findet:  i      j      . 

^         isiuix=:  —  iVi^'ir^npc)  —  §^^(1  —sinx\ 
2cotfJa?  =  —  l'/O'+^ina:;  +  i'/(i — sinxj, 

7.  Es  liege  a?  zwischen  (4n  +  3)^  und  (4^t["  J)^» 
ao  fällt  ix  Ewiacben  (271  +  f)^  und  (2n  +  D^>  wie 
MGNHA^,  sin^x  ist  negativ  und  co^fo:  ppajtiv 
und  — sin^x"^ cos^x.  Also  ist  sm | o? «f  <?o^ § ^  nega- 
tiv und  sinix  —  cosjx  ebenfalls  negativ,  iölgUcb^ 
vf  ie  im  6ten  Fall«^ 

-•       (sinix=z  —  iy{i'^sinx)~iV(t—sin^\ 
\cosixs=z  —  jy(i  +  fin  a;)  +  f  ^(x  —  sin^x). 

8.  Es  liege  x  ewischen  X^n  +  i)^  und  (4 n +-4)^» 
«o  fallt  Ix  zwischen  (2  7t  4-.^^);^  und  {2n  +  2)n,  wie 
MGNHB^.  sinix'ist  negativ  und  cosjx  positiv 
^nd  -r- sin  ix  <<C  cos  ix.  Also  ist  äi/i  f  a?  +  co.9  J  jc  posi- 
tiv und  sinix  —  cos  ix  nega-tiv.  Folglich  ist  wie 
im  isten.  Falle 

55  [  sin}x=z  +  f  y(i  +  sinx)  —  J/fi  —sinx), 
?cos^jc=+ fy^(i+^i/?ar)  +  |>/(i —7  «Tijc). 
Gröfsere '  Bogen  sind  wieder  in  einem  der  vorigeii, 
Falle,  weil  (4n  +  4)^  oder  4(n-t*  ^)a  at&ch  ^ben  so  wobt 
dnrch  4nst  bezeichnet  wird*  Die  darauf  folgenden  Bo- 
gen sind  ailso  wieder  untejl;'  den  vorigen  mitfiegrifFeh 
und  die  aufgezählten  8  Fälle  umfassen  alle  mögliche 
positive  Bogen* 

ß.     Für  negative  x/ 

9.  Es  liege  x  zwischen  47i;r  und  (T71  —  i)^,  so 
fallt' 4^  zwischen  ünn  und  (an  —  |)^,  wie  iUB4.  Der 
Fall  kommt  also  mit  demSten  überein  und  die 
Besultate  stimmeo  mit  (53.). 

10.  Es  liege  x  zwischen  (4n  — f)^  und  (4n  —  1)^^ 
so   fallt  ix  zwischen   (2/1  —  ^)^  und  {2n  —  |)n;,  wie 
3Jw^4.    Also  kommt  der  Fall  mit  dem  7ten  üb.er- 
ein  und  die  Resultate  sitimmen  mit  (52.). 

11.  Eben  so  erhält  maq,  wenn  x  zwischen  (4/t —  i)  tt 
nnd  (47;  —i)Ti  liegt,  die  Resultate  des  6ten  Falles  (61.). 
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12i     Wenn  x  zwischen   (4/t  — |)«  and  (4«  —  a^hf 
TiWty  findet  man  die  Resoltate   des  6ten  Falles  (So.). 

13.    Wenn  x  zwischen   (4/t  —  2)n  und  '(4n  —  i)n 
fallt,  findet  man  die  Resultate  des  4ten  Falles  (4*9.)« 

i4»     Wenn  x  zwischen    (4«  —  j)^  und   (4/i  —  3);» 
fällt,  findet  man  die  Resultate  des  3t en  Falles  (48.).' 

15^    Wenn  x  zwischen   (kn  —  5)n  und   (4n^— 'J)fc 
lallt^  findet  man  die  Resultate  des  2ten  Falles  (47.). 

iG.     Wenn  x  zwischen   (4  n  —  |)  n  und   (4/1  —  4) ;r 
fölH,  findet  man  die  Resultate  des  rs'tjeii  Falles  (46.)« 

Di^  iöljenden  Bogen  sind,   wie  ^bei   den   positiven 
ar,   wieder  unter  den  vorigen  mitbegriifen  und  die  auf-* 
gezählten  IB  Fälle  (g.  bis  i6.)  umfassen  alle  mögliche 
negative  Bogen.  , 

Die  Resultate 

im  isien,  8teO)    gten  und  x6tea  Falle  ^ 

^ .        im  dten^  5tcn,  i4ten   —  töten    —  ; 

im  4ten,  '6teo,  isten   —  iSten    — 

im  6t|»i,  Tten,  ipten  —  lit^n    -7 

sind  einander  gleich,   wocaus  die  Gleichungen  (i8.  iS^i 

i4..  ji6«)  des  Lehrsatzea  folgen. 

t      ^      -.           -               X  2sin\x  asinix  . 

A.     Da  ^^cia:=; ?— === — :-1 — ^ — i —  =  — r-*^    , 

-  ,  1  •  aCOSi^  20€^X 

sin^x        scosj^xsiJtjX  sinx 

sb  findet  man  die  Ausärücke  yon  sec^x  und  cosecii^x 
(12.  i3.  i4.  16.)  durch  sinx  in   den   verschiedenen  Fäl* 
leü«   wenn  man  ^ua  (IX.)  die  Ausdrücke  von  ^sin^x' 
una  icoiri'x  durch  sinx  dividirt  ^  .   •     * 

•        T 

XI;    Die  Ausdrücke  tonffo^ss — |—  und  cor^l« 

cos  ir  »X? 

SS   .    ^      (16. 17.)  findet  man,  wennr  man  diejenigeft  von 

Sin  2  «ju 

'  51/1^07  und  cos^x  f^r  die  verschiedenen  Fälle 'mit  "cin- 
ander  dividirt* 

320. 
Lehrsatz^    Der  Sinus  von  einem  Drittheil  des  rech- 
ten Winkels  j   oder  J?r,   und  der  ihm  gleiche  Cosinus  von 
f  p  oder  in  ist  der  Häufte  der  Halbmessers  gleich,  so  dafi 

1.  sinjQn  +  f) ^  =  dl |i  sin (2n  +  iihJ}^  =  H-§ 

2.  COS  {an  dt  I)  ^  r=  +  T»  ^0^  (211  +  1  i.  I)  ^  =  —  i* 
DiV    Tangente  der  Hälfte  des  rechten  Winkels  y   oder 

von  5  fr,  und  die  ihr  gleiche  Cotangentc  des  nemlichen  Win- 
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kth  sind  dem  HalbTnesstn  selbst  gleich,  so  dafs 

AUe  iihrigen  gofäomefriscken  Ldnien  von  rationalen 
TheUen  des  Umfangs  sind  irrational. 

Der  Sinus  und  der  ihm  gleiche  Cosinus  von  ^n  ist  |^f  ^ 
so  da/s  ^  • 

6-    cps(2n±ij^)nsz  +  y|,  co*(aii  +  »±|)Ä=s  —  Vi» 
UeberaU  gehören  die  obern  Zeichen  xMsammen^  wie  die 
untern.  .     '  ' 

Beweis.  Der  Siniu  von  ^n  ist  die  Hälfte  der  Sehne 
TOn  In.  Diese  Sehae  aber  ist  die  Seite  des  regelmä- 
fsi^en,  eingeschriebenen  Sechsecks,  denn  ^n 
ist  der  sechste-  Theil  des  Umfatores.  Nun  ist  die  Sei- 
te des  regelmäfsigen  Sechsecks  dem  Halbmesser  seiner 
locken  gleich  y  also  gleich  i«  Folglich  ist  sin^n  ss  |« 
Daraus  fol^n  die  Gleichungen  {%•},  ^wenn  man  ia 
($.  317.  !•)  ±.^A  «tatt  oc  setfit. 

Ferner  ist  coslnsssin^n^  weil  %u  Folge  ($.5i7.S.) 
cos{i9t'^x)=zsina:  ist,  welches  co^(|^ — ^^J,  oder  cos  |^ 
ssnra^^  giebt«  Daraus  folgen  die  6leichnngen.(d.)  wenn 
manjin  (§.  317.  H.)  + 1^  atatt  a:  setst. 

Die  Tangehte  von  ^n  ist  die  Hfilfte  der  Seite  de« 
regelmfifsieen,  umschriebenenVierecks^  donii 
{.fr  ist  der  achte  Theil  des  ümfanges.  Die  Seite  dieses 
Quadrats  aber  ist 2.  Also  ist  tang^nssu  .Daraqs  ful^ 
gen  die  (rleichungen  (3.)  wenn  man  in  ($•  317.  3»)  ^J  a 
statt  iv  set£t 

-Eben,  so  folgen  die  Gleichungen  (4.)  aus  (§.  Skf.  6.) 
wenp  man  +z^  *^^^  ^  set£t$  denn  die  Cotangente  von 
J  ;^  ist  ebenfaUs  die  Hälfte  der  Seite  des  umscnrlebenen 
Quadrats. 

Der  Sinus  von  f  ;v  ist  dem  Cosinus  von  |^  gleich; 
also  ist  sein  Quadrat  die  Hälfte  yon  1  und  mithin '  der  - 
Sinus,   wie  der  Cosinus ,  gleich  V|,  welches  -vermöge 
($•  3i7*  1.  ^»y  die  Ausdrücke  (6.  und  6.)  giebt« 

321. 

Lehrsatz.  Die  Quadrate  der  Sinus  von  (a  +  t^Jft 
und  von  (n+.^)^,  und  nur  diese,  sind  von,  den  Quadra^ 
ten  der  Sinus  der  doppelten  WinJcet  um  das  Quadrat 
des  Sinus  von  («  +  |);r,  oder  um  J  ($.  3ao.)  verschieden^ 
.<o  dafs 


r  ■ 


« 
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isin  ((n+,'5) «)»  +  51«  ((0+ J)  «)»=««  (3.(0+^) «)»  und 
*•  hm  ((n+Ä) «)'  +  sin  ((n+J)  «)»  =  sin  (2  (n+^) «)«, 
odfn*,  wenn  man  den  Umfang  in  S60  Gra^e  theüt  und  Statt 

(n  4-7)^  seinen  Werth  +1:  *«'*'» 

(sin (ii«+ i8*)*+J=«in.(an«+.  36o)»  imd 

^•.  )«>  (n  «  +  54«)»  + 1  =s«>i  (an«  +  108*»)* 

M.     Die  Werthe  dieser  Sinus  sind 

-    \«n  2(n  +  A)  «  =  i  n  +»0— ay6), 

*• )«« (n+A)«=s±i(+i+  ys), 

B  i5f  eine  teUebige  ganze  Zahl  und  das  obere  Zeich^-gilt, 
wenn  n  grade,   dets  untere,  wenn  n  ungrade  ist. 

Beweis.  L  Um  ea  sehen  wie  Tiel  Sinus  es  giebt, 
deren  Quadrate  yon  den  Quadraten  der  Sinus  der  dop- 
pelten Winkel  um  ^verschieden  sind,  setse  man  einen 
eolchen  Sinus  gleich  z;=zsinq>y  bö  ist  der  Sinus  des  dop- 
pelten Winkels,  vermöge  ($.3i8*  t.)  sinüq>:=:28infpco8qf 
tszx-Jit  —  z^\    Es  mufs  also,  der  Bedingung  »u  Folge 

»eyn.    Daraus  folgt  4  **  + 1  =  16  z*(i—ä*),  oder  16 «f 
.  — iflz*+  1  =  0,  oder  (4z*  —  1)* — 4z*  =  0,  oder 
6.    (4z»  — i  — 2«)(4«*  — 1+2«)  =  05 

ülso 
.    f.    <4z» — öz — isso,  oder  z?  —  §z—J=o  und 
^*  (4z* +  az— 1  =  0,  oderz*+  fz— |=o. 

Di««es  giebt 

Je  £Wei  dieser  vier  Werthe  von  z  sind  an  Gröfse  gleich 
und  haben  nur  entgegengesetzte  Zeichen«    Man  ki^a 

also  schraiben 

o    U===±i(+»  +  ^5)und 

£s  giebt  demnach  »war  vier  verschiedene  Siniiis,  welche 
die  vorgeschriebene  Bedingun^.erfüUen^  aber  Je  swei  ge« 
hö'ren  zu  Winkeln,  die  nur  um  ein^e  ungerade 
Zahlvon  halbenUmfängen  verschieden  seyn 
'&  5  n  n  en,  indem  sie  an  GreDie  gleich  sind,  und  nur  ent- 
gegengesetzte Zeichen  haben.  Abgesehen  yon  demjeni- 
gen Tlnterscbiede  der  ungleichen  Winkel ,  die  niir  ir- 
gend eine  Zahl  von  halben  oder  ganzen  Um- 
fangen aeyn  kann,  giebt  es  also  nur  »w ei  Winkel 
von  der  vorausgesetzte  Eigenschaft,  nemlicb,  dab  die 
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Quadrate  ihrer  Sinus  von  den  Quadraten  der  Sinns  d€r 
doppelten  Winkel  um  f  verschieden  sind« 

IL  Die  Winkel  selbst  kann  man  rermitteist  der 
Bedingun]g;  (6.)  ^-  streiche  soviel  ist  als 

9*    ^**  ih  5^  —  I  ==:  o,  oder 

QZ  1 

10,      — r =  — , 

t±2z         2z* 

ufed  swar  mit  Htilfe  einer  Figur,  wie  folgt  finden. 
Weiter  unten  wird  sich  zeigen,  dafs  sich  die.  Winkel 
auch  ohne  Fi^ u r  finden  lassen« 

Man  sets^e,  idie  Hälften  der  Winkel  ACB  und  ACD 
(Fig.  167.)  wären  die  gesuchten  doppelten  Winkel,  und 
nehme  ^C  =  BC:=:DC^i=x  an,  so  dafs  die  Dreiecke 
^CB  und  ^CD  gleichschenklig  sind,  so  sind  AB  und 
AD  die  doppelten  Sinns  der  halben  Winkel  ACB  und 
ACD,  und  folglich  gleich  3z.  Nun  nehme  mau  die  ver- 
schiedftnen  2z  positiv  und  negativ,*  auf  dem  ^nea 
Schenkel)  von  C  aus  nach  E  und  nach  F,  so  dafs  EC 
z=ABz=z2z,  CF:=^AD^azj  -rf£s;=i  — 2z  und  AF=x 
-^  2z  ist ,  so   müssen   die  Winkel  ACB  urid  ACD  von 

2z  '  1 

der  Art  seyii,  dafs  sie  die  Bedingung  -^r —  =  —  erful- 

J  *t*2Z  2Z 

lep,  und  dafs  also 

AB       AC       ^  AD       AC 
AI.     -v»:;  5=3 —7=5  und  —^«  =  —7=1       ' 
AE       AB  AF       AD 

ist    Die  Seiten,  welche   in  den  Dreiecken  ABE^  ABC 

und  ADC,  ADF  die  Winkel  bei  A  einschliefsen ,  miis^ 

sen  also  Gleichvielfache  seyn ,  das  heifst :   die  Dreiecke 

ABE,   AGB  und  ADF,  ACD  müssen   ahnlicli   seyo. 

£s   mqfs   also  BE:=ABt=::2z  seyn.  weil  BG^srzAC  ist, 

und  DF=  AD  =  2z,   weil  ^C=  CD  ist.    Also*  müssen 

auch  die  Dreiecke  EEG  und  DFG  gleichschenklig  uad 

folglich  die  W^inkel  EGB,  GBE,  ABE ,   so   wie  ACD^ 

ADF^  und  DGF,  GDF  einander  gleich  seyn.     . 

Daraus  folgt  ABG  =  2  BGA  und  weil  BAGzrzJtBC^ 

12.  JBOi  :;=  4  (2(>) 
desgleichen  CDP  =  DGF  z=:  2  q -- AGD.  Also  da  ADF 
=  AGD  seyn  soll,  ADC  oder  ADF-^  GDF  gleich  AGD 
'-X^Q-'AGD  '=z2AGD—2q/  Eben  so  der  gleiche  Win- 
kel DAG=2AGD—2Q.  Also  AGD=i2Q  —  2{2ACD^2Q) 
:=20  —  ^AGD'^^Q^  woraus 

fokt. 


l 

f 


322.     Gleichunffeh  zwischen  goniöm.  Linien.     So5 

Da  iiaa  ufCBunii  ACD  AUi  doppelten  Winkel  q> 
Sind,  so  iit  .J   ^ 

oder,  ivenn  man  di^  Bogen  nimnity 

i5.     9?  =  /^;r^uad  (pz=^:n, 

•  pnd  weil,  wie  obeui  gtefanden,  die  Sinns  auch  negativ 
seyn  können,  also  noc^  eine  beliebige  Zahl  von.  halbe« 
Voifäogen  hiasageseUt  oder  hiawegg^nommen  wserdea 
kaDn, 

16.  (p  =  {n  +  'fjs)n  nnd  y  =  (n  +  Ä)«J 

das  heifsi:  die  Winkel^  welche  die  Eigenschaft  haben, 
dafs  die  Quadrate  ihrer  Sinas  von  den  Ouadraten  der 
Sinns  der  doppelten  Winkel  um  ^  verschieden  sind^ 
sind  («  +  tV)^  nnd  (i  +  iV)^;  wie  behauptet  wurde. 

IIL  Ihre  Sinus  sin'd^  «u  Folge  (8,)  +  J(— 1 +Y6) 
und  dli(+  *  +  /5)  wie  (5.),  und  da  dje  Quadrate  der 
Sinus  der  doppelten  Winkel  um  ^  gröfser  sind,  so 
sind  diese  Quadrate  ^  +  yV(*  — .^r5  +  S)  nnd  J  + 
iV(»+»V5  +  ö),  oder  j'z{io  —  2V5)  nnd  7V(*o+ 2/6)* 
also  die  Sinus  der  doppelten  Winkel  selbst, 

17.  iV(^o—2V6)  und  %VCio  +  QV5^y 
wie  (30»  -       .       •  » 

ä22. 
Anmerfcung.    Durch  die  Ausdrücke  det*  Sinns  von 

z^y  i^9  1^*  T%^f  T?^^^  i\^  *ind  1^^^, 'in  den  beiden 
vorigen  Paragraphen,  oder,  nach  der  Eintheilung  dei 
TJmfanges  in  36o.  Grad^,  der  Sinus  von  3o^,  45%  60^, 
18^,  64^,  56^  und  io8<',  oder  was  dasselbe  ist,  72*, 
welche  Ausdrücke  auch,  weil  /(i — sinx^)sscosx*  ist, 
unmittelbar  die  Cosinus  und  daraus  weiter  die  Tangen- 
ten, Secanten  etc.  der  nemlichen  Winkel  geben,  kanü 
man  ohne  andere  Hülfe  die  gon^o metrischen  Linien  al- 
le r  Winkel  von  ^n  su  -^Tt  oder  von  3  £n  5  Graden 
'finden,  und  swar^ durch  blofse  Quadrat -^  Wurzeln. 

Durch  die  Ausdrücke  sin(jy+x)sssinycosw+cosysin3c 
und  sin  2  a:  ^=s  2  sin  a:  cos  sc  nemlicb  findet  mau  die  Sinus 
der  Winkel  von  46*»  —  3o*>  =  16^,  von,  i8^  — 16^  =  S*^ 
von  2.3*=^  =  6%  von  3°  +  6«  =  9?,  von  5**  +.9«»  =s  12^  ; 
u.  s.  w*  voii  drei  zu  drei  Graden.  Aus  den  Sinus  und 
Cokinus  findet  man  die  Tangenten,  Secanten,\Cotangen- 
ten  und  Cosecanten. 


So4  !•  Tbeil.      Goniometrie. 


3S3< 


Matt  kann  aach  nech,  wann  man  will,  Termittekt 
des  Ausdracka  «i/i  |  o?  =  +  ^ £2£^  j^^  Winkd  wie- 


3 


derholt  und  immerfort  halbiren,  und  folj^Uch  dip  Si- 
nns so  kleiner  Winkel  finden  als  man  will. 

Die  Theilun^  des  l^^inkels  in  andere  Tbeile  als 
HS  I  f  t  e  n  ist  aber  biernnter  nfobt  mit  begriffen.  Kommt 
es  blos  darauf  an^  die  Zablenwerlhe  der  (^oniome- 
frischen  Linien  {^gebener  Winkel  au  finden ,  so  ist  die 
Berechnung  durch  Reihen,  weiter  unten,  viel  bequemer 
und  leichter. 


ir^auz.    Jbs  ist /ur  btUebige  Bogen 

,*  +  y)  +  ^^  (x  —  y)  =  +2  sin  X  cosj. 
x+,y^  —  5in(x  —  y1=5?  +2coÄX«my. 
*+y)+  ^ö*(x — y)==  +^cosxcosj. 


323. 
Lehrsatz.    Es  ist  für  beliebige  Bogen  x  und  y 

3- 

4.     cos(x  +  y) — tf05(x — y)  =  — 2  5i7ixsi>?y. 

g     («nx  +  smy  =  2  5mi(x  + y)coÄf  (x — y). 

•    (sinxcosTL  +  sinycosj  =  «i«  (x  +  y)  co«  (x  —  y). 
g^    («i/ix^smy  =  fico5|(x  +  y)  wi|(x— y.         ^ 
(si/ixco^x— Äinycosy  =:  co5Cx+  y)sin(x,  —  y). 
7.   cosx   +COSJ   as -f  iicos$(x-f  y)cosf  (x  — y). 


10 

"^  CO«  X  COÄ  y 

sinxsiny 
sinxcasy 

16.  — ^'  ::z:  ^^^7  ss  «aiwxjfojurCx  +  Y). 

^g,       cofy  +  co/x  ^     ,     N 

10. — ==r- s=  eot  y  f o»^  (x  +  y ). 

•  .    «         ft      .         •        swiC'^  +  y)wi(x  — y). 
17*   tangx^^tangy^  =  —  I  ^       a     ^  * 

•  Ä  «    A  ^*  a         söi(x  +  y)Ä^it(x  — y) 
10.      <?ofy*—   co«x*  SS    *    ^    .'  •'^    .      ^ — ^. 

sin  X*  5m  y* 

19.      0ctx^'^tangy*  «        ^.T^i^"  '  »  '  ^ '-  ^ 


325»    (Gleichungen  zwischen  goniom.  Linien.     5o5 

•       sin  X  +  sin  y  ^_  costcj -{>  coseo  x  fow^Kx -f  y) 

«/ix  —  siny        cosecj — coseot  """  tangi(Ti;. —  j)' 

21,  ^  =  '««^f  (x-i-r)  oder    . 

-: '     .    -^  =  cot  |(x4-y).       • 

5inx  +  Äj7fy  ^    — •'^ 

2a.     .   '^  ,     . —  =  taw^rf  (x  -f.  y)  oder 

sinx'^siny  ^-z    —    v 

co5y — C05X 

-•   C09X — cosy  ^^  Jgcy — seox 

cos  X  +  cos  y  ""  «ec  y  +  sec  x 

=5  —  fa/f^f  (x+y)teJvf  (x  — y). 

w/tx+^^^y       coÄi(x— y)* 

«/;    ^"^  (^  +  y)  —  ««iii+y) 

Äi«x  — 5i»y         Ämi(x  — y) 

'     26.   *w^i(x+  y)  +  to»^i(x— y)  =?  cosn  +  cösy* 

i  V  2  siny 

«7.    *on^i(x  +  y) -  *fl«fff (x— y)  =  ^^77:^^7^- 

28.    cot  I  (i-y)  +  cof  I  (x  +  y)  ;=  ^^^jzr^;;^  • 

./        %  T/    1    \  3»*«y 

ag.  CO«  Kx-y)-   cot  f  (x  +  y)  «  ^y^^^,^» 

3o.  CO*i(x+y)-f«wi(x-y)  =  ;;j;^^^q:^. 

5l.  CO«  I (x  +  y)  +  to/ig^f  (x —  y)  ==  -: ,    ■.  .  '  * 

5a.  cof  f  (x —  y)  — r  tan^  f  (x  +  y)  =/   .  ■■- — . 

3S,   cot  .i (x  —  y).  +  tang |(x  +  y)  =    .  ^^^^^.    ■  . 
•»  V         •'''••         °*^     •  '^         sinx-^siny   • 

j.     5171  (x  +  y)  ■_'  cot  y  +   cot  X  ^^  tangx  +  taHgy 
''«m  (lt—y)  "^  CO/ y — oot  x        tangx  —  tangy'  ^ 

55  -  <^o^(^  +  y)  cofy  —  tangx  cotx  —  tangy 

cosXx  —  y)         coty-^' tangx  '^  cotx  +  tang  j'-[ 

UeberaU  getären   difi  obefeH'Zeichen  zusammen,  wie 
äk  untteren.  .,:».• 

Ci«Ue*f  Geometrie.  .20 
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1.  Theil.        Goniometrie. 


525- 


Beweis.    L  Es  ist 
56.    sin  (a^  +  y)  =  sin  Jt?  cosy  +  co5ap  siny\ 


57.    5in(a?  — y)  =  sin  x  cosy  —  cosxsinyl  /^  ^  g 
'     '  =  cos X  cosy — sinxsinY\   ^^' 


58. 
»9 


Cos(x 


cos{x 


tjj= 


«•) 


cos  X  cosy  +  sin  X  sin  y) 


Addirt  man  (36.  und  37.))  so  erbält  man  (1.).  Subtra- 
birt  man  (37.)  von  (36.) ,  so  erbält  man  (2.).  Addirt 
und  subtrabirt  mau  (5Ö«)  und  (39.) »  so  ^erhält  man  (3« 
und  4.).      , 

IL  Setzt  man  i(^  +  >')  statt  x  und  i{x — y)  statt 
y,  so  muf«  man  i(^  +  y)  +  i(^— y)  ^  ^  statt  x-^y 
und  i(^+y)  — K^P — y)  =  y  «tatt  o:  — y  seteea.  Ge- 
scbiebt  dieses  in  (i.  2. '3*  i.)f  so  erhält  man  die  ersten 
Ausdrüicke  iu  (5.  6.),  deseleicbe'n  (7.  8.)* 

Die  sweiien  Ausdrücke  in  (5«  und  &)  findet  man» 
wenn  man  in  die  ersten  207  statt  x  und  2y  statte  setftt, 
weil  sin2X  =5  2  sin  X  hos  X  und  sin2y  =  2  sin  y  cosy  ist 
(5.  5i8.). 

»  III.  Multipliclrt  man  den  ersten  Ausdruck  (5.)  mit 
dem  ersten  Ausdruck  (6.),  und  (7.)  mit  (8.),  so  erhflt 
man  linkerhand  sinx^ — siny^  und  cosx^  —  cosy*,  rech* 


terband  aber  für  Beide» 4  sin  i (a?+^)  cos  |  (x-i-y^  sin  f  (x — y) 

_;  ;  ■  ini{x+y)cosi{x+yS 

s=:sin2.i{X'\'y)  (S.3i8. 1,)  =5in(x+y)  und  2sini{x'r^y) 


cos  i  (x — y)y  welches  letetere,  weil  2  sin  f  (x^y)  cos  ^  {x-\'y] 


cosi{x — y)  =  sin{x — y)  ist,   so  viel  ist  als  «n(a?+y) 
«iit(ar— y).    Also  ist 
^  «»o?*—  siny*  =  cosx** —  cosy*  =  sin{X'\'y)sin(x'-^y\ 
wie  (9.).  . 

IV.  Multiplicirt  man  (38.)  mit  (39.),  so  erbält  man 
•OS  («+y)  cos  (jc^— y) = cosx*  cosy^  —  sin  x*  siny*' 

zscosx^  {i'-'^iny*)  —  (i — cosx*)^y^ 
z^cosx*  —  siny*^  wie  (10.). 

Ancb '  ist  cos  x*  —  siny*  =  1  -^sin  «*  -*- 1  +  eosy*  =s  eosy^ 

—  «iure*,- wie  (10.) 

V.  Dividirt  man  (56.)  und  (37.)  auf  beiden  Seiten 

mit  cos  X  cosy  und  sin  x  sin y^  so  erbält  man 

sin(x  +  Y)        sinx    ,    siny  ,    ,  .    ^      • 

— 1  SS  Hh  ^  ac  tanex+  tangy»  wie  (11.), 

cos X  cosy        cosx  —  cosy  °     —       0^9  ^      \  »•/> 

und 


9in{x+y)    *    cosy 
finx  «inj^     '   siny 


cosx 

m,  X 


^^  y  it.  cotXj  wie  (i2.)- 


Dividirt  man  (38.)  und  (Sg.)  auf  beiden  Seiten  mit 
rnntficosy^  so  erhält  man  (1^). 


f. 


523.    Gleichungen  zwischen  goniom.  Linien,     30/ 

Dividirt  man  ^11.^  mit  (ts.),  so  erbält  man  (i4.}. 
Dividirt  man  (ii.)  Tind  (12.)  durch  (i3.)>  «a  erhält 
man  (i50  und  {i6.), 

VI.  MultipHcirt  man  mit  einander  die  beiden 
Gleichungen»  welche,  nachdem  man  die  oberen  oder  die 
unteren  Zeichen  nimmti  (it,)  ausdrückt,  so- erhält  man 
(17.)*.  Multiplieirt  man  die  beiden  Gleichungen  (i2.), 
80  erhält  man  (i8.).  Multiplieirt  man  die  beiden  Glei^ 
chun^en  (iSuX^o  erhält  man  (19.). 

VIL    Da  sinx  =3 und  siny  =5 • ,  fo  ist 

cosecoc  ''         cosecy 

_i j. i_ 

sinx'i'  siny        cöseca^       cosecy        - 

-; -7-^  .=  — : — ! i ,   oder  wenn  man  oben 

sinx — siny  1  i     - 

cosecx"     Cosecy 
mid  unten  mit  cosec  x  cosecy  multiplieirt,  , 

5171 X  4-  siny  ^_^  cos^y  4-  cosec  x        .     .      ^ 

— T  ~       .       —5  —  '  «  Wie  (20. )•     ,  ^ 

szn^-^siny        cosecy -r- cosec  x^  ^ 

Die  andere  Gleichung  (20.)  erhält  man,  wenn  man 
die  ersten  fileichungen  (0.)  und  (6.)  mit  einander  divi- 
dirt,  nehmlich 


inx  +  siny       «/iT(a?  +  y)    coB^jst — y)        fang |(jp  +  y) 

i»a? — siny        cosi{x+y)    5»«xj(^ — y)        ^<^^Si\^—y) 

VIII..  Die  Gleichungen  (21.)  erhält  man,  wenn  m|in 
(5.)  und  (6.)  durch  (7,)  dividirt,  die  Gleichungen  (22.), 
"Wenn  man  (8.)  durch  (5.)  und  (6^)  dividirt,  und  die  Glei- 
chung (23.),  wenn  man  (8.)  durch  (7.):  dividirt.. 

IX.  Üie  Gleichungen  (24.  und  25.)  erhält  man,  weiio 
man  sin  (a:  +  y)  =  2  «n  |  [x + y)  coS'§  {x  +y)  durch  die  er* 
sten  Gleichungen  (5»)  und  (6.)  jdividirt.- 

X.  Die  Gleichungen  (26.)  und  (27.)  erbält  man,  wenn 
man  die  beiden  Gleichungen  (21.)  addirt  und  subtra» 
hirt  Eben  so  (28.)  und  (2g.),  wenn  man  die  Gleichun* 
gen  (22.)  in  der  2weiteu  Gestalt  addirt  tind  subtrahirt. 
Die  beiden  Gleichungen  (So.)  und  (3i.)  erhält  mai  wenn 
man  tangi{x — y)  aus ^22.)  und  coti{x  +  y)  ai«  (21.)' 
sahtrahirt  und  addirt.  Die  Gleichungen  (33.)  un..  (33.1 
eben  60,  wenn  man  tang^x+y)  aus  (22.)  und  cori{X'-y) 
aos  (äi.)  nimmt.  - 

XL  Die  Gleichung  (34.)  findet  man,,  wenn  man  (36.) 
dujpck  (37.)  beide  aher  vorher- c|nj;^ch  sin:B^sff^y  —" 
•osx  eosy  dividirt,  und  die  Gleichtiag  (35.^  ^^P^ 


\ 


20» 


und 


3o8  ^-  Theil.  .    Goniometrie:^  »  324. 

(58.)  durch  (59)  und  beide  Yorher  durch  oosx  $my  und 
sinx  cosy  dividirt. 

324., 
Lehrsatz.    E§  ist  für  jeden  beliebigen  Bogen  x 
1.   'sin{in+x)sscos{ln  +  x). 

,     .  A»     —   \      i+sin2x' 

C05  2X     ^^  x  +  tangx        €o»x+sin^ 
■""il^smax"^  jk  +  tangx.  '^ cosn'^sinT,    . 

= See  2x  +  f  äng' ST. 
5»  *a7t^(J^  +  x)  +  *a7tgfJ^  — x). 

5»:co/(J^  —  x)+  cof  r|^  +  x)  =  25ec2x. 
4.  tang{ln^T^  —  tang\ln—iL\ 
z=zcot{^n  —  x) — cot  (J;t  +  x)=.aftni5r2x. 
6.  f an5'(|^+x)te7i^(|j^— x)  =  cot{in^x)  co<(|^— x)  =  1 . 

6.  2co5(i^+x)  co5(J^— x)  =  wj|(J^+x)^/i(|;c— x)=co52x 

^  2        2 

"^  *a7i^(i#i;+x)+(*any(J^— x)  ~  cof(|«+x)+cot(|:«— X) 

tawg(|gr4-x)^— 1.  _  i— to?i^(^;c— x)* 

7.  ^^^  —  tan^ln^^Y  ^1  —  i'{'tang{ln^xr 


tang^iTt'^T)  +  *aii§(^«-r-x) 

•  f(Mig^(|iT+x)  +1       i  +  ton^d^— x) 

9.   Änf|^+x)  =  co«(f «  +  x\ 

10.  co5(-|«42x)=^in(f  «  +  x;. 

1 1.  sin{\n'\rx) — 9m{\n^T^ = co5(Jir— xl— coÄ(f «+^)=**'*^- 

12.  cos(|ir+3c) + c<w(|ä— x)  =  «tt(|^r— x)  +  5m(y;j+x) = cosx. 

i3«  4  ««  (i^+x) .  sin  (I«— x)  =s  4  CO«  (f^T+x)  co«  (^w— x^) 

=  2C052X  +  i  =  4co5x* — 1. 

i4«  4co5  (|;J+x) .  cos  {\n — x)  =  4  sin  (y^+x)  sin  (|^-^x) 

Ga2co52x —  1  =  1 — 45wtx*. 

>6.  /aw^  Ci^+x)f a«5^(-|;i— x)  sc   co*  (l^nf+x)  cof  (i«— x) 

ÖC05  2X+  1 

"*'aoo«2x  —  & 

16.  «n  (T%^+x)-^*^«(t%^+x)  +  sin  {^n — x)— rä(x5^^-^*) 

17.  co5(ä^+2k)— coj(yV^+x)  — co*(,%it— x)  +  CÖ5(A«— «) 

SS   ^nx. 

JDi>  o&erm  Zeichen  gehören  mit  äeH  oberen,  die  unteren  ^0ät- 
den  unteren  xusammen^ 


r". 


324.     GleicJ^unffen  zwischen  goniom.  Linien.  ^  3o9 

Beweis»     I.   Da  ^z^=icos*{l>n'^z)  ($.3i7«i»)9  so 
ist  sin  (i^+x)  sss  cos  {^n —  (J»+'3p))  ==  cos  (i^i+a?) ;  wie  ( 1 .). 

II.    Der  ersle  Ausdruck  von  tang^n^x)  (2.)  folgt» 
weil  tangx^^=:  cotiin-^z^  ist,   (§.  3 17*  6.),   welches 
fang{^Jt±^x):=icot(^in — (J ä  +  ar))  =  cor ( J irr  +  x)  giebt. 

Die  andern  Ausdrücke  (2.)  folgen  aus  , 

,»      ,     .       sin  G  ;r  +  ar)        sm  ^ncos  x  +  cos  |  ;r  sma? 

rang(in  +  x)i=s — ;t     ,     i  = — 7 n   .   f — -, — , 

,"'*—'       cos{^n±^xj  ,      cos^Ttcosx  +  sinj^7tsinx^ 

welches  erstlicb^  weil  sinkst  s=z  cos^n  ist  ($•  32o.  6.  6.)^ 

/»      1     \      C0SX  +  sina:    .  , .    ^.         .  ^  •      -     * 

iangiin-rxjss zr  .   '    fiebt.  Dieees  ist  der  oleAns- 

cosx  ^  sinx 

druck  von  fang  (in±x)  (2.)*  Dividirt  man  oben  und  unten 

mit  cos  x^  «o  erbält  man  den  4ten  Ansdmck :     =  ^^^, 

.  1  '^tangx 

Mnltiplicirt  man  oben   und  unten  mit  cosx  +  sinx^   so 

t  ..t*.  (cos  4-  sin  x)*  cos  x*  +  Sisin  x  cos  x  +  sin  x* 

e^balt  man  -^ — = — r-^  = = — -r -r 

cos  a?' — sm  op*  cosx*  —  sin  x* 

5--—=-— —  j  welches  der  j&weite  Ausdruck  ist.    Multi- 

C0S2X      ' 

plicirt  man  oben  und  nnten  mit  cos x  + sinx,  so  findet 


man 


cos  X*  —  sin  x^  eos  x^  —  sin  x* 


(cos  X  4.  sin  x)*        cos  ar*  +  a  sin  x  cos  x  +  sin  a?* 
cos  2  X 

;  welches  der  dritte  Ausdruck  ist    Der  6te 


C0S2X 


1  +sin2x 

Ausdruck  folgt  unmittelbar  aus  dem  sweiteui  weil 

*  y   .  sin2x        , 

^=^sec2x  nnd  H :=:z'¥tang2x  ist 

~  cos  üx      —      ^ 

ni'    Die  Gleichungen  (3.  und  4)  folgen  aus   (2.)* 
wenn   man    den    ersten   und   sechsten   Ausdruck   Yon 
tang(^7t  +  x)  und  tang(^n — x)  addirt  und  sobtrahirt. 

ly.  Die  Gleichung  (5,)  folgt  aus  (2.)»  weil  s,  B« 
iang  (\n  —  a?)  =  cot  ( J;r  +  x)  und  tangÜTt  +  x)  cot  (^n  +  x) 
=  1  ist. 

V.  acos(ifi  +  x)  cQsQn^x)  =  2wi(J^  +  a?) 
sini^n  —  ar)  (b.)  folgt  aus  (i.)j  wie  (6.)  aus  (2.).  Fer- 
ner ist#  wenn  man  in  ($.  323..70  ^xrss^Tt  und  iysssx 
set&t,  acosC^n  +  ar)  cas  (-^n  —  a:)  =  cosj  J;r  -f  cos  2a7  =p  cos  2x 
weil  cas|;c  =  o;  welches  der  2te  Ausdruck  in  (6.)  ist. 
0er  -vierte  und  fünfte  Ausdruck  (6.)  folgt  aus  (3.)|  weil 

2sec2xsss ist. 

rn.^  2  .7? 
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VI.  Den  dritten  Anfdrack  von  sin2x  (7.)  erhält 
man  unmittelbar,  wenn  man   (4.)  dareh  (3.)   dividirt; 

denn  es  ist ^ : =  sin  2  x.     Molti- 

2sec2sc         cos 20c  cos%x 

drt  man  nan  diesen   dritten  Ausdruck  oben  und  uatea 

mit  cof  (^  ;r —>  j?),  so  erbält   man   den   i&weiten  Ausdruck 

von  sin  2  x,   weil  cot  {^n  —  x)z=z  fang  C|  ^  +  a?)  (2.)    und 

cot{^n  —  x)  tang{\n — a7)=&  ist.    Eben  so  findet  man 

den  ersten  Ausdruck   von  sin2Xy   wenn  man. oben  und 

unten  mit  col  (f  ^  +  ^)  multiplicirt. 

VIL     Die  Gleichung  (8.)   folgt    £us  tang(ln±x) 

S5:    :z  ^  '       (2.) :  denn  dieses  riebt 
1  +tangx  2_ 

fang  {^n  +  x)  'i'  tcmgx  tahg{^n  +  x)  —  t  jrtangx^  oder 

tangl^ft  +  x) —  I  =  + fa7i5'ar(i  +tang(^:t  +  x)) j  also 

.^  fangen ±x)^\       ,     .    . 

—  ,    °  tang{^7i±x)  -{ri  ^    ' 

VIIL    Vermöge  ($«  3i6,  i.  und  s.)  und  weil  sin\n 

c- 1^(1  _ cos |«»)B=y(i  —  i)  ($•  520.  2.)  =  V^i  =  —  '^nd 

co5|^  =  /(t— sinfO  =  ^(*— I)  ($•  320.  i.)  5=-^  ist, 
ist 

18.     #^(-1^+  x)s:zcosx. —  +  sinx.^, 

20.     sm  (y  Ji  +  o?)  SS  cos  X  •  I  4*  sin  Jp. — , 

21«     sin(|-n  —  rc)=:co5jr«$ — sinx.—^ 

V5 
22«    coÄ  (I ;r  +  a?)  =  C05  jc .  §  —  5i/ia?.— , 

23.     ceA(-|nf  —  a?)  =s  C05  jc  •  I  -f  sw  a?.— , 

25.     cos(Jfi+ x)  =  oosa?. sinx^^y 

26*     co^(J  Ä  — ar)  zscos X • —  +  ^/i  ar .  f . 

Aus  (i8.)  und  (26.)  und  aus  (19,)  und  (24.)  folgt, 
>Jafs  sin  {\  7t  +  x)  SS  cos  {^71  + x)  und  aus  (20,)  und  (23.)» 
(21.)  und  (2aJ,  dafs  cos [\n±x)szsin {^n  +  x)  ist;  wel- 
ches die  Ausdrücke  (9,)  und  (10.)  sind. 


A  t 
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Ferner  erhMIt  man,  wenn  man  (19.)  von  (18«)  und 
(fi4.)  von  (25.)  tfnbtrahirty  die  Gleichung  (&^*)- 

Addirt  man  die  Gleichongen  (32.  und  223.)  und  (m. 
und  St.)»  00  erhält  man  die  Gleichungen  (i2.). 

Multipiicirt  man   (18.)  mit  (19.)  t   ^o  fiudet  man 
/^sini^n  +  a!)sin{\9t  —  ao)  zsz  3co*a?*  —  sinx^  = 
2(co5ar* — sinx^*)  +  cosx^  •{'Sinx^\tsi  2cosüX'{'  t^  oder 
gleich  4co5a?*  —  cosx^  —  sinx^  s=s  4  cosx*  —  1 ,  welche« 
auch  sugleich»  vermöge  (9.),  dasProduct  von  co«(^-««) 
cos(^n  +  x)  ist;  wie  (i3.)« 

Eben  so  findet  man  (i4.)  aus  (22.  23.  n^d  10.). 

Die  Gleichung  (16.)  erhält  mani  wenn  man  (iS.) 
mit  (i4.)  dividirt 

IX.    Es  ist  vermöge  (§•  3 16.   u) 

sin  C^^  +  rcj  =  sin-j^ncosx  +  cos-^n  sinX^ 
sinl-^n—^x)  =:  sin-^fi  cosx  —  cos-^n  sinx^ 
«WyV^  +  aQ  =  sin ^^ 7t  cosx  +  cos-f^nsinx^  \ 
sin  li-^Tt — xS  :ä  sin^^fi  cosx  —  cos-j^ft  sinx^ 
cos  i^Ti  +  a?)  =  cos-^n  cosx  —  sin^n  sinx^ 
cos  (1^  ^ — a?)  s=  cos  i\y  n  cos  x  -f-  sin  ^-^n  sin  Xf  ' 
cos  (Tf\y  f«  +  a?J  s=  cos  yV  ^  CO«  a?  —  sin  j-^  9t  sin  x^ 
cos  (-IIS  ft — x)  :=  cosj-^n  cosx  '^  sin-^n  sinx» 

Also  ist   die  Summe  linkerhand 
in  (i6.)  gleich  'j;^ {2 sin -fffft-^ 2 sin -f^ft) f OS X, 
in  (17.)  gleich  —  (2  sin  j^n  —  2  sin  -^  n)  sin  x» 
Nun  ist  ^7i^;r  =  ^(i  +  y6)  und  sin  j^ns^  ^( — 1 — /6) 
{§,  $21.  3«);  alsD  ist  Qsin^n  —  2sin'f^n  isz  i;   welch^a  . 
die  beiden  Gleichungen  (i6.)  und  (17.)  giebt. 

325. 
Lehrsatz.     Es  ist  für  beliebige  Bogen  w,  w,  y, 
X  etc. 

1.  45i7tz*  sinj*  »wz  =  —  «»fx  +  f+z) 

+  sin  {x+j — z)  +  sin  [x — y+z)  +  sin  (-— x+y  +x)^ 
S.     «f7tx-|-stn7-|-^nz=:      si/i(x  +  y+2) 

-f  4«m  |(x+y)si/i  f  (x+z)  51«  KT'hx)« 
5.  4co5x\  cosy  »  coäz  =3      co5(x  +  y+z) 

+  cos  (x+y — z)  +  cos  (x — y+z)  +  cos  (— x+y  +z). 

4.  C05X  +  co^y  +  cosz  s=  •— cos  (x  +  y+z) 

+  4cps|(x+y)cosJ(x+z)cos}{y+«). 

5.  tangx . tangj,  fang z ss      tangx  +  tangj  +  tangz 

^  ^^  ("3^  "f  y  +  z) 

cos  X  C05  y  CO«  z  * 
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cos  1 3C  ^1*  yr  *^  z  1 
6.  cotxcotycotzsscoix  +  cotj4'Cotz'+—. —    T  — r-^. 
•^  ^  sin  X  5171  y  5wi  2 

7«  45WTcosjrco5z  =  5in(x+jr  +  2) 

+  sin  (x  +  7 — ^z)  +  sin  (x — j  +  z)  —  sin  ( —  x  +  j'^z)*  ' 

&  sini.'ir  sinj — si n  z  s=  4 sin  |  (x+y)  cos  J(x+z)  cos  §(y+z)- 

—  sin  f  at+y+z).  i 

9.  8siiiusinxsinysinz=cos(u+x+y+z) 


— cosf  u+x+y— z)+  cos(a+x— y— 2) 
—  cos(a+^— ] 


-y +z) +ccs(u— x+y— z) 
— cos(ii— x+y+z)+cos(— u+x+y— z) 
—  cos(— ü+x+y+z). 

40.  8cosiicosxoosycosz=:cos(a4-x4*y-f'z) 


+  cos(a+x+y— z)+cos(a+x^y— z^ 

fn-x+y-«) 
+  cosfu— x+y+2)+cos(— u+x+y— z) 


+  cos(u+x-^y+z)+cos( 


^  cos(— u+x+y+z). 

11.  Acosucos'x.cosycosz  +  ^sinusinxsinj sinz 
^cos  (u+x+y+z)  +  cos  fu+x — y+z)  +  cos  (u — x+y+z) 

+  cos(— u+x+y+z). 

12.  cÄsu  +  dos%  +  cosy  +  cosz 

a         ■                a          ■         .      a          '                  a 
-^  8  sin -r^^-sm t^-2-  sin 7-^ —  sin -r^ — 

4  4  4  4 

sss         -j-  8  cos Ji —  cos       J      cos ^ —  cos — -2-^-^2 — 

n+x+y+z  ü+x— y— E  o— x+y— z  ■         -— u+x+y— «  . 

—  o^s         '     —  cos--^^"^^ —  -^cos ^-^ h  cos — ^^—i-^ — . 

a  3  a    *       a 

i5.  I  —  cosx*  —  00^ y*  — cosz^  -|- 3  cos x  cosj  cos z 

^    .    x+y+z    .    x+y— z    .   x»— y+z    .   — «+y+» 

=      Ann — =-*-^sin— ^-^ — sin — i-^— sin ^^-2— . 

a  a  a  a 

i4.  \ -—  cos x*'^ cos y*'^ cos z^  —  d cosxcosy cosz 

^        x+y+«       x+y— z        X— y+z        —x+y+z 

=  —  4cos— ^-^-^cos--5-i — cos — ^-^--cos — >  . 

3  9  9  a 

16.   i  —  cosx^  —  cos y^'^ cosz* — üsinx  siny  cosz 

A        x+y+z         x  +  y — z    .    x— y+z    .    *^x+y+« 

=  —  4  cos  — 2-t —  cos  — 2-.i sin  — i-=--  sin  — •   ^      . 

3  3  a  a 

16.  t  —  cosx*  —  cosy*  +  cos 2*  -*  2  sin  x  sin y  cosz 

__i   /.    .    x+y+z    .    +x+y^z        X— y+z        —x+y+z 

5=+-4sin— ^-^-=— sin-2— Xi — cos — ^^^^--cos -^-^. 

•  a  2.3  a- 

Die  oberen  und  die  unteren  Zeichen  gehören  zusammen. 

Beweis.     I.   Zufolge  (5.323.  i.  2.  5.^.)  ist 

17.  sin{a:^y\  -j-  sinix* — y)  :ss,  2  sin  x  cosy ^ 

18.  sin^r-|-v)  —  sin\/c — y)  =  2  cos  x  sin  y^ 
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ig.     cos(x — y)'^  cos\X'Yy)  ~  Hcos^cosy, 

IL  Man  mnltiplicire  (30.)  mit  25x112,  so  erhält  man 
21 .    4  51«  «  siny  5xn z  =3  2  cos  {cs^y) sinz  —r  2co5  (ap-fy) sjtijj. 

Nan  ist,  wenn  man  in  (&8.)  z  statt  ^  und  erst 
a: — y,   dann  ar-f*^  statt  or  setst, 

32.    2  C05  («^— y)  si/t  z  =:  sin  (a? — y +*)  —  »in  («— ^y— hc) 

=  5«?i^ar— y+^1+5in( — x+y+z)   nnd 
öS.    2co5(Ä-f-y)5|nz^5i/i(a:+y4'^)  —  5m(a>4^ — ^z). 

Setzt  man  (22.)  und  (23.)  in  (ai.),  so  findet  man 
die  Gleichung  (i.). 

'IIL    Schreibt  man  in  (i.)  a,  /?,  y  statt  x^  y,  z»  so 
erhSIt  man 

24.    5£/i(a  +  /9— y)4-5in(a  — /?+y)  -f.  «n(— €t-f./9+/) 
SS  5in(a-f"/^"f'y)  T  ^ ^in  a  sin ß siny» 

Nan  setse  man  > 

26.    a+Z?— yssx,  a  — /J+y=/n»   — «+/y+y  =  «, 
so  ist 

28.   a+ß+y=x+y+z,   «=-^,    /9=^,   ysr-^. 

Setst  man  (25.)  und  (26.)  in  (24.) ,   so  findet  man  die 
Gleichung  (2.) 

IV.  Man  multipliclte  (19.)  mit  Qcosz,  so  erhält  man' 

27 .   4  cos  X  cosy  cos z  ss  2co5  (a>— y)  cos  « -|"  2  cos  (a:+y)  co5  z. 

Nun   ist  9  wenn  man   in  (19.)  z  statt  y  und  erst 
scr^y^  danp  x-^y  statt  a:  setzt, 

28.  2  C05  (X-^)  SOSZ  =  C05  f  O?— ^ — Z)    4"  C05  f  JC— y +X) 

=  cos  { — ^iT+y+Ä)  •+•  cos  (ac^- ;y+*)  .'»^d 

29.  2  C05  («-fy)  ^^^  ^  ^  ^^*  (^'H^ — ^)  "f" ^^*  (^ +/+*)• 

Setzt  man  (28.)  nnd  (29.)   in  (27.)  >   <<>   erhält  man. 
die  Gleichung  (S.)- 

V.  Schreibt  man  in  (S.)   a,  ßj-y  statt  x,  /,  z,  so 
erhält  man 

'  3o.    co5(a+/9— y)  +  ca5ra  — /9-|-7)4-co5  (— a+/9+y) 

=  '^cosla'\'ß-\'y)'\'^cosac^sßcosy. 
Nun  setze  man,  wie  (25.), 

31.  ir+/?  — yssa?,   «  — jj  +  yssy,   — Ä  +  /J+ys±;z, 
so  ist 

32.  «  +  /J+y=ia.+^  +  .,  «=fi2,  /?=Ä,  y=^- 

Setzt  man  (3i.)  und  (32.)  in  (2|o.>,  so  erhält  man 
-  dip  GleichtiDg  (4.)» 
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VL    Zufolge  (§.  325.  nO  ut 

53.     tangx  +  fang y i=: ^^^^^^,  ^ho 

34.    toi^ap  +  tangy  +  tangz=; ^  +  

"o      ■        0/  o  coscc  cosy       cosz 

sin  (a?  "fy)  cosz  4-  5gyi z  co^ar  CQsy 
•      """  .  cos  X  cosy  cosz 

««  ^^^y»  C^  'l'^)  gp^  z  -{-  sinz  (cos  (ar  -f  y)  +  wi  jc  siny) 

'  cos  X  cosy  cos  z 

—  ^^t^g  4*^  "f  ^)  -f  sin  X  siny  Sinz 

Äin  Tx  +  y  +  z)    , 
:s: i — u^ — 1.  ^-tanfi'x  tangy  tangz; 

cosa:  cosy  cosz 

yifAcheB  die  Gleichtuig  (5.)  giebt. 

Vir.    Zufolge  (5.  325.  12.)  ist 

sin  Cx  *^  Vi 
56.    cotx-^rcotyzs,   ,         .      y  also 

•^       «71  flc  smy 

*r>  .  .  Äin(a?  +  r)    ,    cosz 

o6«     CO*  jp  +  coty  +  cotz  =  -: t-*^—  t — : 

•^  smxsmy       sinz 

^  sin  (a? +y)  5m  z  +  cos  z  sin  x  siny  ^ 

'  '^  sin X  siny  sinz 

^^  5t/t  (ar+y)  «'w  z  —  cos  (a^+y)  co5  z  4"  <^o^  ^  ^o^y  cos  jg 

""  sin  X  siny  sin  z 

^  ^^^  cosx  cosy  cosz  —  coj  C^  +  y  +  Js) 

sin  X  siny  sinz 

««      *        ^       .         co5(a?  +  r  +  «) 

SS  cot  X  cQt  y  cot  z : —     .        ' — : 

^/  smx  smy  stnz 

welches  die  Gleicfaang  (6.)  giebt. 

yni.    Man  moltiplicire  (17.)  mit  2 cosz,  so  erhält 
I  man  ^ 

57*    4 sin X cosy  coszzs  2 sin (a?+y)  cosz^ü sin  (x — y)  cos z. 
Niin  ist^    wenn  man  in   (17«)  z  statt  y  und   erst 
X — y,  denn  x  +/  statt  x  setat, 

58.  2sin(x  — y)  cos  z  :=:  sin  (a?— y +jc)  +  sin  (x—y — z) 

=  sin  (a? — y+z)  —  sin  ( — ^a:+y+z)  und 

59.  2  si/i  (ar+y)  cos  z  =  sin  (a?+y+^)  +  sin  (x+y— z).     \ 
SetEt  man  (58.)   und  (Sg.)  in  (57.),   so   erhält  man 

die  Gieichong  (7.). 

IX.    Schreibt  man  in  (7.)  a,  /?,  y  statt  ar,  y,  z,/  iso 
erhält  man 

4o-     si74(a  +  ß—  y)  +  sin  (a  —  /?+  y)  —  sin(—  «  +  /J-hy) 

=  4sire  a  sin  ßsiny  —  sin(a'i'  ß-^r  y). 


42.    «+/9  +  y  =  a?+y  +  z,  tf  =  ^,/? 
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Naii  setoe  mani  wie  (üSO? 
41.    a+/9--y=ar,   a  — /y+y=^,   i^  +  /9+ys=;z, 
so  ist 

Setzt  man  (4i.)  und  (42O  in  (4o.)9  so  erhalt  man 
die  Gleichunjf  (8.)* 

K.  Die  Gleichungen  (gOf  (10.)  und  (12.}  sind  für 
4  Bogen  w,  ^,  y,  «,  was  (1.),  (2.)  ttnd  (4.)  för  drei 
sind.  Man  findet  sie  ganz  ähnlich  wie  diese.  Die  Glei* 
chung  (ii.)  findet  man,  wenn  man  die  Gleichnngen  (g,) 
und  (10.)  addirt  und  subtrahirt.  ' 

XI.    Zufolge  ($.  323.  6.  6.  7.  8.)  ist 

43.  sin  X'\-siny  =2  sin  f  (a?  -j- j')  cos  J  (a;  — y)j 

44.  51/iJ?' — siny=:2cos\\x']ry)sin\ix — y), 

45.  C05  y  -j-  coÄ  ar  ==  2  co5  J  (jc  +y)  cos  f  (o? — y), 

46.  cosy  —  cosxss  2  smi  (oc-f-/)  ^''^  i(^ — yh 

XIL  Man  setse  in  (43.  44.  it.  46.)  ertt  y  -j"  ^  ^''^ 
dann  /  —  z  statt  y,  so  erhält  man 

47.  «71 0?+  sf/i  (f  4- jc)  =  2  5171  iC^r  4-y  +  «)  C05  J(a7  — y — z), 

48.  s JTi  a? — im  (7-}"  ^)  =^  ^^^^  «C^  -{■/  "" "  *)  ^^  K^  — y  —  *), 

49.  cos  Cj-f-«)-!-  caya:=2co5f  (x-f*:?'-  --2;)  cos  |(a7 — >''^*)» 
60 .  cos  ( ^'-j-^) — 005  a:  =:  25i7i  §(a:--/-|-z)sm  f  (ar  — y —  z ), 
6i .  5Z7IX rf-  5m  (/  —  *)  =  asin  f (a:  -  -/^—  z)  cos  J{x  — y-j-  jg), 

62.  5i7ia7 — sinir  —  z)  =  2co5i(a?--/ — z)5mf(ar — /-  -z), 

63.  co5(/— z)-f'C05a?=2co5§(a:--y — z)co5§(a?-^y-  -z), 

64.  C05  f>^  -^  ^)  —  cos  X = 25m  f (a:  -f" J' — -5)  51 /t  J(a?  — j'-  -  *)• 

Man  multiplicire  (5o.)  mit  (54.),  so  erhält  man 
66«  cosiy-^-z)  coäCj^—z)  *—  co5  a?(co8  (:>'+>c)  +  cos{y-^z)  ^cos  x* 


zs:  —  45171' 


sm 


5171 


5m 


2 


2  2  2 

oder^  weil  cos  (r+  «)  co5(y — z)  =  cosy^  —  siti  z*  ($.  525. 
loO  und  eos(y-f-«)-f!-co5{^  —  z)z=i2cosyco8z($*  323. 30> 

cosy^  —  sin  z* — 2  cos x  cosy  cos  z  -|-  cos  a?*,   oder 
66«    —  1  -|- cosx'^  -|-  cosy^  -|-  cos  z *  —  2  eos i  cosy  cos  z 

^-^^  .  sin — ^ .  Sin sL-L..  sin '  ^  '    , 

2  2  8  d 


—.-—4*^" 


woraus  die  Gleichung  (i3.}  folgt. 

Auf  dieselbe  Waise  findet  mau  (14.),  wenn   man 
(49.)  mit  (53.),  (16.),  wenn  man  (48.)  mit  (62.),  ttnd(i6.),^ 
wenn  man  (47.)  mit  (5i.)  multiplicirt. 
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326. 
Lehrsatz.    Es  ist  für  beliebte  Wiiikel  pdwr  Bogen 
a,  /?,  y,  5  .  .  .  .  x,  Ä,  fi,  v: 

siniß—a)  .  sm{y—ß)  ,  sinjö-^r)       ^     , 
sinasinß    *    sin ß sin y  ~  sinysind 

sin(v  —  fi)       sin(a  —  v)_^ 

'    '  *    "^  sinfisinv  *^  sinVsina  y 

^     sin{ß—a)  ,  sinjr  —  ß)  .   sin{S—r)  ^ 

^cos  aeosß        cos  ßcosy        tpsy  cosS 

sinjv  —  fM)  .  sin(a  —  v)^^ 

' ' '  'i^  cosficosv  *^  cosvcosa 

5.  sinlß'\'a)sin(ß — a)  +  «m(y+Ä**"(y — ^  ' ' ' 
...'.+  ^^  (y  +1^*)  ^'«  (y — f*)  +  wi  (a  -[- 1')  sin  (a^v)^z  q, 

4.     cos.{ß'\-  a)  sin  (/9—  a)  -f-  cos  (y+  ß)sin{y —  ß) 

....-|-coÄ(y-|-^)«n(v  —  fi)'\'Cos{a'^v)sin{a — r)=0, 

6.  co59-|-.co*(y  +  2  V)  +  coi(qp4"*V')- •  •• 

Sin— ^— y-sinfo^ 
'    7.  *  «in cp+  sinaqp  +  sinScp  ....  sinDQp= r-z ^* 

COS— -y-smyogp 
Ä.    cos y  +'CMa9P  "I" cosiw »..-^cos nep  = .  ■ 

.9.  .  cosec  (p  cosec  2(p^  coseo  2  (p  cosec  3y  • . . . 
..  ..-|-cosec(n — i)qp cosec  nq)  s=  sin  (n — i)qp  cosectp*  cosec mp, 

10.     sec^stfcfif'-f'^^^^T'^^^'T' .  .•-'|-Srt;(n  —  i)q>secnq> 

s=:sin(n — \)(p.sec(p  cosec  (p.secufp, 

*' •    ^^^rt»-i    '  +  <?o* i r ^os i — .... 

2a-{«i   •         2n-f-i  20  + i 

+       (2n — i)n  ,         (20  —  iW       .1 
cos  ' r r  cos r-^—  :=  — . 
2n-f-i       \          2n-{->i       ,     2 

wo  n  fede  heliehige  ganze  Zahl  seym  kann. 

Beweis.     L    £5  ifit  £u  Folge   (J.  3 16.  1.) 

sin  {ß —  g) sin  ß  cos  a  —  gos  ß  sin  a 

sin « sin  J  ~  sinasinß  '  *^^^ 
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.  ^  .    a^  =  cota  —  cotß,  * 
sinasinp 

'^^;-^:=cotß-cotr, 
smpsiny  ^  ^ 


12. 


I— : :JZis=cotU'-^dotV^ 

— :-i^ — - — isscotv  —  cota.  '. 

sinvstna  ' 

Addirt  man  diese  Gldchnngeiiy  fto  erhält  mäa  (1.);  denn 

wie  leicht  £U  feehen,  heben  sich  die  Glieder  rechterhand 

aafy  und  ihre  Samme  ist  Null. 

II.    Anf  dieselbe  Weise,  findet  man  die  Gleichung 
(3.).     Die   Glieder  rechterhand ,    sind   tang  ß  —  tang  a 
tangy  —  tmgß. . .  tangv  —  tangfi^  tauga  — ^tangv,  und 
ihre  Summe  ist  ebenfalls  Null. 

ni.    Vermöge  ($.  3s3.  9.}  ist 
sin  (/?-]-  a)  sin  {ß —  a)  =:  sin  ß^  —  nn  «*, 
\9in{y'{^ß)sin{y  —  ß)z:zsinr^  —  sinß^, 

^siniv  '+'M)^^{^  —ii\z=zsin  v*  —  wnf**, 
,sin (a-|-  v)  sin (a —  v)=:  sin a*  —  sin  v^. 
Addirt  man  diese  Gleichangen,  so  erhält  man  die  Glei- 
chung (30  weil  sich  rechterhand  Alles  aufhebt, 
vermöge  ($.  323.  6.)  ist 
iu>s(/94- et) sin (/^—  «)  =2 sin ß cos ß —  sinacosa^  ' 
\cos{y'^ß)sin{y —  ß}:^siny  cos  y  —  sinßcosß, 

'cosrv4-jti^  sin(y — i^z::Lsinvc6sv — singicosfi,^' 
cosla^v)  sin{a —  y)  =  sinacosa  —  sin v cos v. 
Addirt  man  diese  Gleichungen,  so  erhält  man  ,die  Glei^ 
chung  (4.)  weil  sich  wiederum  rechterhaiid  Alles  aufheBtT 

IV« '  Man  setse  in  (3«  und  4.)  für  die  n  Bogen  «ß^ 

ß — a^szi/ß  und  ß-f-yzstp; 


SO  erhält  man,,  wenn  man  die  erste  GleichaBg  linki^; 
nsimlich  ß  —  aas^  va  der  darunter  stehenden  folgenv 
den  Gleichung  y-^ßxsifß^  ferner  su  den^bMden  folgen- 
den ;^-^/?=V/  und  8  —  yssip^  su  den  drei,  vier,  fttnf 
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folgenden  etc.  bis  eu  den  n—  1  folgenden  Oleichnngen, 
addirty  auTser  der  Gleichung 

'ß — a=    t/;  selbst, 

Y  —  a  =  2  ^, 
\S  —  a  =  3 1//, 
16.    <£  —  a=z4yff 


'fA.  —  a  =  (n  —  2)  tf/y 
y  —  05  =  (n  —  1)  yj. 


Addirt  .man  dagegen  die  Gleichong  ß  ^  ah=:  q>  £a  den 
aemlichen  eia^  zwei,  drei  etc.  bis  n  —  1  Gleichmigen, 
so  erhält  man  aufser  der  Gleichung 

^ß-^azsztp  selbst 

■  1.4' 

Addirt  man  hierauf  die  erste  und  zweite  Gleichung  (16.)» 
zur  ersten  und  zweiten  (17.)»  die  zweite  und  dritte  (16.)^ 
zur  zweiten  und  dritten  {i7.)9  die  dritte  und  vierte  (i6.), 
zur  dritten  und  vierten  (18.)  u.  s.  w.  >  so  erhält  man, 
aüTser  der  Gleichung 

2y+2ß—2q>  +  4t/;  oder  y  +  /?=qf)  +  2V, 

\28^2y:==2(p  +  8^  orfer  ff+y=q»  -f-  4t^, 

18.    <2s4-2*==2»   -      +i2t/;  oder  £ +o  =  y  4^  ^V^» 

,2V  +  2ft  =  27>  +  (4/1—8)1//  oder  v  +  ^ =y  +-2(n — 2)^^. 

Setzt  man  nun   die  Werthe   von   ß — a,   y  — ß, 
^  —  /...•!/ —  fi  aus  (16.) .   von  a  —  if  aus  (16.) ,  von 

/?  +  ^>  7'+.Ä  ^  +  y  • '  •  •  ^'t/*  Ä'is  (lö«)  '"id   von  v  +  a 
aus  (17.)  in  (5.  und  4.),  so  erhält  man 

sin (psiny/+  sin {fp  +  2yj)sinyß  +  sin  (9  +  4<//)^irt ^. .  • , 
+  sin{fp+2(n — 2)V)  «'»  V^  —  sin{q>+(n — 2)i/^) .  5i>i(7i— 1)  y  =3  o, 
Uöd  cosg)  sinyj  '\'  cos{(p  •i'üyi)sin\t;  ^  cos{<p'{'i^)sinyj . .  .^, 
+  coÄ(y+ 2(71—2)1//)  sin  9>  —  C05  q>+  (n — ^2)  1/;  sin  (/i— i-)  1//^=  o ; 
oder  wenn  man  die  letzten  Glieder  auf  die  aodere  Seite 
bHngt  und  mit  siniff  dividirt,  .     ^ 

«tu  9  +  5i/i  (y  +  2 1^)  +  «i/f  (9  +  4  ^) +-w(y-Ha(»-ia)^) 

sin  (y  +  (n  *■*■  g)  Vf^sty  (n*~  i)y    _• 
,  .  — s  . — ^,  und 


I 
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sinxfj  ^      ^' 

Schreibt  man  bierin  n  statt  n — 2,  welches  nichts  ändert, 
weil  n  willkührlicb  ist,  so  findet  man  die  Gleichungen 
(5.  tind  6.).  '  "  ^  ' 

Vr    Die  Gleichungen  (7.  und  8.)  folgen  aus  (5*  und 
6.)  nnmittelbar,  wenn  man  ^  s=  1 9)  setst. 

VI.     Man  setse   in   (i.  und  2.)  ß:=n2a,   yssSa,^ 
8  =  4or, ....  vz=2na;  so  erhält  man 

sina        j^  sin  a  ,*  '  sina  • 


sinasin2ct    '    sin2asin5a    '    siniasin^a 


•  •  • 


+                51««                         5iä(«  — i)a  , 
1 :--  zs  0   und 
51/1  (/i — i  ja  sinn  a         sin  na  sina 

sina         j^  5i/ia  ^^     ^    sina 


«  •  •  • 


co5aco53ce         co52aco53flr    '    ro5  3€Boo54« 

+  5I7I «  5*n  (n —  1)  a 

005(^71 — i)aco^na         co5izaco5a 
oder  wenn  man  die  leUeu  Glieder  auf  die  andere  Seite 

bringt,  überall  mit  sina  dividirt  und  co5ec  statt  -r-,  sfo 
®  '  sm 

statt  —  setzt, 

cos  ^        , 

cosec  a  cosec  2a  +  cosec  2a  cosec  3« .... + cosec  (n — 1)  a  cosec  na 

=  51*71  (n — i)a  005^0  a*co5^c  71  «r, 
und  seoa  sec2a  -f-  sec2a  sec5a  •••.  +  5ec(7i^— i)a5ec7ia 

=  5i7t(7t  —  i)äsecaoosecasecna^ 
Welche«^  wenn  man  g>  statt  a  setzt,  die  Gleichungen  (9'. 
und  10.)  sind. 

VII.    I^an  setze 

Ä      .  .5^     .         5  ff         ,       (271 — i)n 

lOt    cos -; 1-  C05 T^  +  COS -->  ..,♦+005  ■■         ,  ^^     — «t 

^          2n+x  ^         2n+i  *^       271+1  2n  +  i 

so  erhält  man,  wenn  man  mit  2  cos ; —  nmltiplicirt» 

20.  ücost- — r—  .  cos 1^ —  +  2dos r"  •  ^^r.    -I  , 

27t+l  271  +  1    ■      '^      27t+l  2n  +  l 

I  ^  5?t  ^  •       '     ,  (2n — 9)^ 

.  +  2  cos  — =--r—  •  cos 1 —  •  •  •  •  +  2  005^ -p^  •COS 


^    üifi+l  271+1  ^  271+1  2n+i 

'  I  ^  •    (27r — i)  n  n  ■     'yt       .         : 

+  2005^^    ■     ^      .CO^ ' SB  2X005 T". 

271  +  1  271+  1  271  +  1 

Vermöge  der  Gleichung 

2cosxcosy  =  oo;^(a?4-y)-|-oo5(jC'— y)   ($•  525.  5») 


5ao 
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Spe- 


ist abor 

2  cos 


n 


n 


.cos 


2  7I+I     "      Ö/l+l 

2  cos  — r— : .  co^ 


:szcos 


27t 


+  1, 


27t+  I 

cos i —  +  cos 


2n\ 


u« 


2C0S  -r — T"""  •  ^os  -z — rr  =  cos  -^^ — ; —  +  cos 


271 -f  ^ 


2n+i 


27»+  I 


(2/1— 3Vi  n  (an — 2)7t  , 

^2C0S^ ; ,COS ; — ZSICOS- *    .  +00$  .         , 

27t-f'l  2/1+1  2/1+1  2/1  +  1 


(2/t — l)^ 
2/1+1 


2X?05  T- r-^— .  C05 


n 


2nn      , 

cos : +005 


2/1+1  ' 

(2/i-^)gg 
2/1  +  1 

(2/1 — 2)ar 


2/t+i  '2/1+1     '  2/1  + i  ' 

Addirt  man    diese  Gleicbungen   (21.}^  so    erhält    man 
'  in  (20.) 

+2n      ,             4^      .              6^ 
fiCO^ i +  2C0*- i +-2C05 i —  .... 

2/i-|;-\l    '  271  +  1    '  2/1+1 

,             (fi/i — ä)ä  ,            2n1t  n 

•  •••  +  fl<<o^    ^^  1^     ■  +C05 1 —  s:  2x  coi 


2fi  +  l       •  2/1+1  2/1  +  1 

I>a  nun  cosx^s:  —  cos^n^^x)  ist,  so  ist 

2n  (  2SC  \  (2/1 — i)n 

cos-- — ; — =S cos  \n ; — 1  =?  — -  COS  ^ .      '■       , 

2n+i  \        27t +  1/  '     fl/i  +  i    ' 

^    4n    ,  /  An  \  (2/1  —  5)« 

CO/  — -T 53 CO^  I  IC r-^  1  = C05  ^ r"^^— • 

iJ/t  +  1  \        2/1  +  1/  2n  +  1 


23. 


[C05 


5^ 


(2/1— .a);r  /       (2/1 — i)ff\ 

2/1+ 1  \  2n  +  i    /  2/1  +  1 

/i;^  '  /  2nn     \  n 

-r SP  —  co5l;c —     - — ; —     j=a CO* -^, 

+  1  V/  27t+i    /  J^n+i 


welches,  in  (22.)  gesetzt, 

.  ,        (271  —  1)»  (2/1  —  3)^ 

«4.  '  1  —  2co«^ i—^ %cos>^  * 


2/1  +  1 


a/f +  1 


3Vr  n 

'....  —  2  CO»  -T ! COS 


2«+l 

n 


2zecs 


n 


üzeos 


2/t+i* 
fi 


2/t+i 

nnd  vermöge  (^9.) 

1^^2Z^C0S         ,       — «^w^«,  - 

■         2/1+1  2/1+1  ^. 

giebti  woraus  % + coj - — | —  =; 2 z ^1 4^cos    ■  .■  \ ,  also 

211+1  \     '  2/I+1/' 

dai  heibt, 

eo# 
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cos 


9t\ 


S^ 


Sh 


••  ^  I-  » ».t 


ßn  +  i 

folgte  wie  in  (u^i;. ^  .    ^ 

Die*  Gleionnag :  (iii»> .  iolgt  ajo^ch  >;di|raiuv  daJCs  4«r 
Mittelputtct  fedet"  rmelaiäfai^Q  Vielecks   sogMeh   dec 

Jlit.ielpn^ct  d«)^%ibtf erntittjj^Vtir '>eiii«rEekeii  fO^r 
$jUeeug0  ÄxwJfit  (S:  995.11.).  SV^IIVttaii  sich*  nemtUfaf 
«in  regelmäftfig^  -yi^leek  von  n  Seitfffi  und  eipe  A^^ 
darch  eine  Scke^  ^rw^  wie  (Fif  •  x^  IL) ,  )p  ist  .diet 
3mi^6  der  JEntferoi^sgen  der  i^keu  «ron  der  Aze  A^^ 
wenn  man  die  hofük-  Ton  0  ^u>  reebaet,  wie  leicht  aa 

ieholiy 

^      ,  5ä     .    .        619      »      ,        (flu— f)fr 

diihn  je  £W^  Xckcfta»  wie  C  lind"/),  .p,  und  £  haben 
gleiche  Entfernunfpen^.  welche  also.  4^"  der  Snmme  dop- 
pelt Torkommen  nn44te  IjttfernuBff'kilTIf  == — ^^ — ,     ^^ 

s=c95^  kommt  nnr  einmal  vor..  Die  tetcte  l)ntfernnn||^ 
,AM:=:cosft  ist  = — i  «nd  die  Sanune  dfr  Sntferann* 
gen  JNTulL    Also  ist 

aeQs^:^T^+gcas^--T^4-8cos— vt>>>^*T»Q^"  ^  V  ^>  «1» 
woraus,  wenn  man  «mit  2  d(vidirt>  die  Oleichung  (11,) 

folgt.  '  '••■'  ,.        -  .      ,;",  ^ 

,  327. 

.Anmerkung.  Es  giebt  noch  eine  grofse  Menge 
ainderer  Oleic^mrgen  zwischen  .den  |;onlometrisch^n  Li« 
nien.  Die  Sätse  ($.  307.  bis  §.  8f26)  kommen  aber  am 
häufigsten  Tor,  und  man  kaiui  daraus  leicht  andere, 
die  etwa  nothwendig  sind,  finden« 

r 

Ausdruck    der    goniometrisehen    Linien 
durch  die  fiogen^  und  umgekehrt  \ 

328.  '  ' 

Lehrsatz.'   Ms  Itiför  jeden  h»lUbig»H  Bögtn  st 

l>UlLeihen  reckterkand  hshatten  dU  netnlichen  PVe^the^  wintrman 
mach  in  die  0rste  ann^f  x  oil^,  (an-^-On-^x  und  in  dia  zweite 
Snx+x  statt  X  teizt^  wo  n  eins  hsUebige  püsithe  jöd»r ,HSgt$Shm 
ianze  Zahl  igt*  , 

CreUc*!  Gcomefri«^  21 


Hn 


Ba^e-if.    I.    Es  «ey  in  <Blg.  168.) 

4#f!&  ein  beliebiger  Bogefl,  4er  bis  ip  deii  ?ten  QaadrantelE  Mehl. 

JFHQ  ein  beliebiger  Bogen,  der  bis  in  den  ^5  («n  Ouadränten  reicUt; 

JIFir<?Beinbf!liebigerBdg«fi^  dei*  litsin^dM;4l^<QosdranteB«eidit; 

QB  oder  jff^  sey  ^iii«btM>iger  Bojgoat;  -4m  tm^^dftm  B»0en:tiöcl[ 

iMDXukommc «  der  aber  sjedfisin»!  in  dc.m.ofin^iebfi^  Quafingf^ 

SJeibt,  in  welchem  dcr£ndpunct  de«  vorieea.Bggen  )ie^.  OP.qj^d 
rr  scyxaul  dem  DufcBmesscr  JMH  «enkc^ht  ftiW;OC  tnit  döA- 
•elben  parallel.  Ferner  siy  ipÄ  die  TairgAÄe  «^  O,  ITA  £«^IM^ 
^ente  «1  B^  so  dafs  MipM  und  BB/Kf  refliMr  V^nfiel  «iiidt   !'  ''i.«y» 

Afidann  ist  der  Bogen  OK  d  ie'HälffV^es 'Bebens  -  OB;  Omv 
die  reehtwtnklic^n  DAfMke  flQMujad  BBM\sk%i  w«gen  OjVasüB/lf 
und  ÜMcsilM,  gleich»  folglich  sind  anch  die  Winkel  ^JH(^'iM 
EMB  und  die  zugehörigen -Bogen  QK  xm§i  BK  gleich. 

.T9«m  sind  die  i'ethtwiiikligeh  Dreie^li:  OCB  und  KJMTwttai 
Kl  auf  ^M/f  senkrecht  isi,  ähnlicl^,  yk^  ihre  3eiten  aul  ein* 
Ander  senkr.echft  stehen.    Also  ist 

,,    BC=^jB.jjj3g  and  ,    .  .    , 


Femeirluid  die  rechtwinkligen  Dreiecke  RE^  trnd  BDA  den  Drei- 
cckMi.  QMP  und  B7!7lr  fih-nlicfa,  «f%if «ihre  gnjeli  «vi*  rinrvi^dwi^ 
senkrecht  stehen..  Also  Ist' '  '   '  *  '       ^ 

BD_FM    HD  _  Br 
AB  "^  Bilf' "Sb  ~"  B;if ' 

•  •  f  • 

oder,  weil  die  Halbmesser.  ^M  und  BM  dem  Ealhfuesscr  MjC 
gleich  sind. 

5.    BD  =  11B.^,        6.    ÄD  =  ilB.^. 

Et  ist  ÜE^-BD  =  BC  und  0^4^  ilD  =  OC.  Besglä'dieii 
ist  gB,^  RB,  also,  wenn  man  (3.)  und  (5.),  und  (4.)  und  (6.J 
•ddirt, 

7.    ^C=:  (^Ä. — j^g Und  ; 

Nun  Hegt  der  Panct  /  nothwendig  immer  tvlsdidi  P  tmi  F", 
▼eil  K  tvisäen  ^  und  B  liegt«    Also  ist 

•9*    MK.PMi 

Dcsgliicfaaa  iat  oothirQndig 

10.    Kl  <  BV. 


1 
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DmAu  lolttt  Tend«  (x«)  tmd  (a.}i 

PTW 


Ferner  iet 


woniB  vem 


j8.    PM>rM  tmd 
.  i4.    BF  >  OP; 

i«g«  (7.)  «od  (8.V   .\ 

Non  Ist  ferner  d!e  Sehne  QB  Ittner  tb  der  Bofen  QKB  ea  Jb 
und  die  Van^nte  ()il  s  RB  länger  als  der  Bogen  QKss  BKs:i4k, 
oder  3  ^a  linder  «b  II  ($»  304.)*  Dmna  fo%t  in  (ii.)  und  (13.) 
nm  ao  mehrt  , 

und  in  (i5«)  und  (i&Y  nm  so  snehr; 

19.    BC  >  k.^^vaid 


ao.    00  k  J^. 

Die  Lin^e  der  Linie  BC  liegt  abo»  sn  Foke  (17O  «nd  (1^% 
wenn  mait  dei|  HVlhmesaer  MK  gleich  1  »atzt,  swi- 
»eben  k.  PMwad  k.  VM^  und  dieLäDge  derLifiie(7G»  auFalga  (iB.) 
und  (aob)«  awiachen  ^•BF'uDd  k.-ÖP.    Man  kann  daher 

an    BG=t:k.MU  und    . 

aa.    gCzzzk.NS 
•eisen,  wenn  ü  und  ^  irgendwo  swiichen  P  und  f^  liegen. 

Alles  dieses  bleibt  das  Nemltche,  wenn  auch  sn  dem  ^ogen  » 
Bodteine  beliebige  Zahl  von  Uin fangen  Sluh  hiniakottunt  oder 
davon  hinweggenommen  wird. 

Nan  ist 

!im  ersten  und  ▼iertenQaadranlen  BC=:  sinlx  +  lf)  —  xfnsr, 
im  E  w  e  i  t  e  n  und  dritten  Quadranten  BCsz^sinf»+k)-^  sin  ») 
und      '         ^ 
im  ersten  und  sweiten  Quadranten  OC=s—T(caj(«4*^)—co#9s) 
im  dritten  und  vierten  Quadranten  ^33  eof{x'^k)'^c0sx. 

Bezeichnet  man  die  Bogen  JX  und  JS^  deren  Sinus  den  Durch* 
messer  A^H  in  ü  und  N  schneiden,  und  die  also  nothwendig  sWi- 
achea'»  und-x-^  Ül  liegen,  weil  V  und  N  awSschen  P  und  V 
lallen,  dorch  »  -f  Kj  und  sc  -f  ft)  ,  so  ist. 

Sim   ersten  und  vierten  Quadranten  7lfr7  =  4-^^'(«4''^t}f 
IQ»  sweiten  und  dritten  Quadranten  Mü ts'-^cQs{%^k^]\ 
und 
in  ersten  und  zweiten  Qaedranten  N<f  as +itfi(«4'^9) 
im  dritten  und  'vierten  Quidranten  ^^  s:^itfi(9e<flt|^]. 
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Es  151  also  TeriDÖge  (23.),  (a4.)  und  (tu),  {^t%.)immtT 

33.    3in(x  +  k)  —  sinm  =:  +fe  ro5(»+fcj)  «nd 
a6.    coj  (»  +  fc)  •*'  coj»  ==  —  fe  Jih  (»  +  ^2), 
oder  .   _ 

w«kb«  Ausdruck^  folglich  für  «He  vier  Quadranten  feA^leich^  und 
nritbin»  weil  aafh  noch  beliebige  Umfange  hinaogethan  oder  hin- 
weggenoinmen.  werden  können^  för  alle  mögliche  Bögen  96,  so 

f:ois  oder  so  klein  sie  seyn  m6gen,  desgleichen  fdr  alle  beliebige 
ogen  k,  die  zu  00  gethan  nicht  über  den  Quadranten  hinausschrei- 
'  ten,  in  welchem  bich  deir  Endpunct  von  oc  befindet,  uneingeschränkt 
gelten.    Die  Bogen  k^   und  ^a  Hegen  nptbwi^vdig  immer 
awischen  o  und  k^  .  ' 

II.  Nmisetze'man,  nach  der  Methode  dex  unbattimm- 
ten  Coefiicienten> 

29.  «nxa=  oco  +  «,3c  +  «x** +»s  *' +*♦**••••   '"'^^ 

30.  CÖJ  »  s=  /?o  +  /^i «  +  /?2  »*  +  /?5  »'  +  /'4  «*  •  •  •  • 

Lassen  sich  fdr  die  unbestinräiten  Goefficienten  ecoy  »i,  k^^.  .  •• 
ßoy  ßxy  ßtf  •  •  •  >  Werthe*  finden ,  die  den  Bedingungen  der  Auf- 
gabe genuglhun,  so  .finden  die.  vorausgesetzten 'Iteihen  Statt. 

Es  Ui  fdr  jelien  beliebigen  Bögen  w, 

3i.    sinC^x)  c=  — ■  Wn9c  und 

32.      C0J(— 90]^  i=  -J-  C0S9S» 

Sefst  man  daher  in  (29«)  und  (So»)  '^»  statt  •(•sOf  so  erbllt  man 
fcs  —  «o  —  ccx*'  "^  »1«*  —  «8**  —  «4»*  —  «(«do'  •  •  .  •  und 

/^O  —  ^1  »   +   ?»  9Q*    —  ^s  »•    +    ^4**  '—  ^S  00«    .  ..    •    . 
=  /^O    +   i^X»   +   /»!»•    +   ^»«*    +   /^4»*   +   /^S  «?    •    •   •   M 

welches 

.   fi0Co  +  fteci«*  +  2ä4,9c*  +  aec^a?«  .  •  •  •  s=  o  und 
a/?,«  +  ft^,  30»  -l-.fi/Z.  00»  +  */?s «'*•••  =  o 

giebt.    Hieraus  folgt  nach  den  Regdn  der  unbestimmten  Coefiiciea- 

ten  (Rechenkunst  $.  2i3.) 

CC^  ZSA  O  ^    »2    ^=i  0 ,    0(4,  SSO,    tf0   =  O.    •.    * 

^i  =  o,  /?,  =:  o,   /?,  =s  o,    ^y  =  o  .  .  .  . 

In  Jii?  M  sind  daher  die  Goeffidenten  ^ller  Potestälen  von  90  mft 
graden  Exponenten  und  in  c04^»  die  Coefficienten  aller  Potestäloa 
Ton  90  mit  ungraden  Exponeniten  gleich  Null»  und  es  ist  folglich 
in  (29.  und  So.)  blos 

33.  sinx  =  «i98  +  Wj  oc*  +  «5X«  +  öCy»'  .  ,  .  .   ^ 

34.  eosoa  =  /^^      -j-  /?a  x*  +  ß^  »*  +  ß^  »* 


f  • 


Nun  setze  man  »  +  ^  ^^9^^  ^9  welches  angeht,  weil  die  vorau«-^ 
gesetzten  Reihen  für  jeden  beliebigen  Wertn  von  90  gelten, 
so  erhält  maii 
s£Ä(x-f^)  =1^  fti(x  +  fc)  +  «j(»-f-/c)*  +  «5(90  +  ^)*  .... 

eos{oo  +  k)  =  /?o     .  +  /?a.(»  +  ^)'  +  /?4(=^  +  *)* . 

oder,  wenn  man  die  einzelnen  Glieder  rechterhand  naeb  dam  b  i  n  o  — 
imischcn  Lehrsatz  (Rechenkunst  $«  ss4.)  entwickdt; 
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1  •••••  •••. 

36.    i>oi(oe  +  Ä)  =  ft, +/?.«•+    1^4»*+       i^«3c* 


Die  obersttn  Reihen  rechterhand  in  (33.  und  S6.)  tind  sin'»  und 
cos  X  seil»!.  Beseicbntt  man^  der  Kürat  vegcQ,  in  den  übrigen  Reibcfi 

3«j»    +  iO«4«'  4-  21»,»'  ....  durch  p,, 
«5        +  ia«£9c'  +  35»79&*  .  .  .  •  durch 7?3,'  , 

.    » und  ' 

38*  ,  a/?»M  +     4^*»'  +     ßpf  »*  ....  durch  y,, 
.    '     ^,     -f     6/3^«*  -f   i5/}f9o'  .  .  •  .  durch  ^a» 

Ä^4.x    +   ao/?^»*  »  . ".  .  durch  ^j^ 

'  .'     '  .    J    .    .    ^    . / 

80  erhalt  man  in  (35.)  nnd  (36.)  '       '  ^ 

39i    sinCx  +  k)  =  sinx  +  f?,fc  +  Fi**  +  /'t^'  •  .  .  •> 
4o.     C04(x-^fc)  BS  «jx»  +  ^ik  +9»^*.  +  ^'ifc*  .  .  .  ., 

wo  die  Grölsen  Pz»  Pa'  Ps  •  *  *  *  ^i '  92»  fs  •  • .  ■  (57«)  «^ad;.(38.) 
kein  k  mehr^  sondern  nur  noch  x  und  die  ebenfalls  von  k  nicht  ab* 
hängenden  unbestimmten  Coefiicienten  ct^ »  «^  .  .  •  .  ßi,  ß%  »  »  •  • 
enthalten. 

Ans  (39.  und  4o.)  folgt 

sin  (flo  4-  ^)  —  *"*  *  .         _i^_LJi-.ii  ^*vA 

4i.    — ^    ^^ =a  T'i  +  ^2*  +  I»« ^  *.  •  •  •  n^^ 

4a.     — ^ — ^-r- =  ^i  +  7»  *^  +  f •  *    •  •  •  •> 

tikr  jeden  beliebigen  \yerth  von«  und  k. 

Nun  war  in  (!,)>  ebenftlls  für  jeden  behebigen  Werlh  tun  x 
voä  k,  D^nüich  in  (27.)  nnd  (fl8.),  '  / 

sin(x+k^^sink^^  ci».(oc  +  fc,)  und 

cos(x+k)^sink^_^.^^^^j^^^,        ^ 

k 

dsö  ist 

43.  +coj(»+Ä:,)  =  p, +Pa^  +  P3^' •••' «öd 

44.  — «n(3C+fcj)=yx +^jfe  +  9»fc*  ••-• 

wo  Jk,  wild  Jtt  xwei  Bogen  sind^  die  noth  wendig»  was 
auch  so  und  k  seyn  mögen,  zwischen  0  und  k  liefen» 

Da  nnn  die  Auadräcke  <43.)  und  (44.)  für  jeden  he- 
Ueligen  Werth  von  k  gelten,  unter  der  einsigen  Be- 
dingung, dafs  die  Bogen  x  und  x  +  k  ihre  Endpuncte 
in  einem  und  demselben  Quadranten  haben,  so  gcIK^n 
aieanch  frfr  7l  =  o,  w^clcheÄ  dieser  Bedingung  ent- 
spricht. Wenn  aber  fc=so  ist,  so  sind  nothwendig  auch  *,  und 
kl  gleich  Null,  weil  ^  und  k,  immer  xuisehen  o  und  k  hegen. 
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Also  geben  die  Aosdrflcke  (43.)  nnd  (44.),  iikT  fc  eao, 

45«    «Ol  X  =  4-  f^x  uad 
46.    $in  » t=:  —  y j  ; 

das  beifsti  venn  man  «08^(57.)  und  (38.)  die  Wertbe  von  P|  «4 
qi  setzt: 

47.  ro*»  =  +   »i    +3«t3c' +5#Cf  x*'  +  7»7*5**»«M 

48,  im»=— a/?^»  — 4^4»'  —6/?«»*  — 8/^g»^.... 

Man  setxe  in  diese  neaen  Ansdracke  yon  cüs»  und  sinx  aber- 
mals »-f-fc  statt  90^9  ^reiches' wiedernm  angeht,  weil  die 
Ausdrücke  immer  für  jeden  beliebigen  Werth  von  ss 
gelten»  so  <rhäU  man 

+  coi(»  +  fe)  =  Äi  +  5«a(x  +  ^)»  +  5fi£5(«  +  Jt)* 

—xi«(x  +  *i)  =  a/8,(»  +  fc)  +  4i?4(x  +  /t)*+6/J«(x  +  fc)*..*.; 

oder ,  wenn  man  wiedemm  die  einzelnen  Glieder  rechlerband  nadi 
dem  binomischen    Lehrsata  entwickelt, 

49*    +co*(«  +  Äl)  =  «, +3«,x*  +      5«,x^*4-       7«y»*.... 

+  fc   (i.SttsOp    +  4.50CsX'4'  6.7«fX*.««.l 
+  fc*(     5fi(s       +  10^60^1  Xa  4- i5«7«(fX^«...} 


3?a*  +    ^ß^»\  +      6^ex«  +      8Ä8«*-. 
(2/?a    +5.4/»4X«+   5.6i9^x*+    7.S?e»*.-^ 
(  3.4^94  X  1+  io*6/9cX>  +  ai.8/79X<....) 


5o.    ^W»  (ac  +  fc)  ES      aPsjÄ  +    ^ß^x\  +      6/J-x«  +      8^8»*-. 


Die  obersten  Reiben  recbterfaand  sind  nach  <47.)  und  (48.)  tot»  and 
—  Wnx  selbst.  Bezeichnet  man  fOr  die  übrigen  Reihen,  der  Kurse 
wegen> 

5i»    a.3ft9x4>   4.5«fX*4»   6.  7ft,x*...^  darch  P^ 
^  5ötj    +  io.5»5x' 4*  t5.70fyX*p.,#  durch  P^ 


5a«        a/?a     +    3.4/f4»*+    5. 6 /^^x^....  durch 

3.4'/94«  4«  10. 6/1«  x'....  durch 


?: 


SO  erhilt  man  in  (49.)  und  (So.) 

V       53.    +cojrx  +  Ät)=+cai»  +  P,  k+ Pa*«....» 
^4.     — xin(x  +  fe):i:  — jm»  +  Px*+  (>»*»•••-? 
WO  die  GröCien  Pi>  Pj«*«*  ^i*  Qi  wiederum  kein  k  enthalten« 
Es  folgt  aus  (&3.)  und  (540 

55.  co.(x  +  k)^r«.x^      P,+P,lt  +  P,lt»....  nnd 

56.  ^faC«+jc)--.inx^^^^^^,^^,^^^,    ^^ 

für  jeden  beliebigen  Werth  von  x  und  Ic.  . 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  wiederum  denen  (28.)  imd  (37.)  in 
(I.)  gleich,  so  erhält  man 

57.    — «i»(»+fei)=3  +  Px  +  Pik  +  Pffc*...»  nnd 
68.    +/COS<x  +  fci)  =  — <pi  — ()jk-.pakt....i 

für  jeden  Werth  von  fc. 

t^ür  ksso  ist»  wie  oben,  X^azrro  und  t^rso;  also 

69*    —  Wnxac  4- -Pi  und 
60.    +  co#  X  sa  —  (?, 


.  > 


9 

3£»    Vfrgl$hhung  der  gon.  hm.  v«  Ürtr  Bog.  5fl^ 


das  heiOit».  wemr  man  am  (5i.)  und  (^0  dis  Weitlid  Ton  P|  und 

Pi  «CtEt,    '  »    "    ^ 

6t.    — <rui9ccs3>«9apX-f'^*^^<^' rh^*7iK^96***»«  and 

6i.    —w»  =+a^i,    +3;4^A»\Tl:5.6iJ^x*...^ 

Es  war  aber 

sin  9C  =;;;  0»a.9cH*i^l  »*  4*  <%  ^*  • «  •  •  (^'O  und 
eoixszß^     +  i^j »*  +  /^4  «* .  •  •  •  (34.). 
Alsout 

65.    e(|9ß«f^    ■-■«Pt»^+        ^'jÄ^-J*     -ÄfX'.-.» 
x=  — 2.5«et»*-4,5<»gx'  <-— 6.^«,x*  — 8.9«(9x'  ••••  nnd 

64.     ßi    +    '    /»,»*+        ^#Är*4^        ß^x*.... 

Da  nnn  nacb  .dcn.Re|;eln  der  unbestimmten  Co^fßdfintetky  di« 
Coeflficienten  sn  gleichen  Potesläten  von  00  eiiUeln  gleidh  aeyfi  müs- 
sen (Rechcnkvnsl  $.  3iS.)#  so  iblgt  hierans 

!    -^  •  * 
»s»— s*3ft«,  aUo«,  =  r-^ 


6«. 


u,   f.   ir.  '  ' 

ff 


^      VU       $•       If' 


7*8         ji»3i«*»«8  <f  •< ' 
Mitbin  ist  in  f53.)  und  (340.      '      .   '     .. 

wa  imr  nocb  die  J>eiden  Coefficienten  »^  und  ^o  ^  finden  sind» 
lier  Ansfbmck  von  JuidB  (67.)  ^iebi       .  .  "   <    r. 


•  •  •  • 


n  .  Nyn  war     v.    .  ..»./.. 

wo  *i,  BWiKb«!  o  und  k  liegW  Da  dieser  Atisdruck  für  jed  en  Vyerlb 
von  9D«ih,  sa.gUi  er  audi  Ht  sg^o.'^  In  diesem  Falle «lelft  aber 
derselbe 


» 

-T-  =  COS  fej ; 

iür'\tAen  Wer^h  toi^  Ilc,  der  nicht  ^Öfiferist  als  einQaadnmt. 
Setzt  in«n'fc*=:  •«  «0  ul  andi  ^^  ^  o,  ireil^'^x  immer  cirischen  o 
tmd  k  liegt;  also  ist 

BS  eosc  sa  \  fftr  k  si  o»- 


odev  auch,  wemi  man  so  statt  k  schreibt, 

sin90  -^ 

70.    *— ^  rs  1  wr  soi-^ss  o* 

;,  •       SP  ;  /        _    . 

In  (69.).]4t  aber  für  s^sso,.,^^^  s^^^»    Alsorist 

71.    Ä^  r=  x; 

welches  der   eine    der  heiden   fehlenden    Coefficien- 
ten'isL'  .  '  -        : 

Ferner  giebt der Aus^nick  (66.)  für oc «s o,  eof  os=  1  ;=  j?«*  «^ u* 

welches  der  a^ndere  Coefficient  ßp  ist. 
*     Es  ist  daher  in  (67.  vnd  68.)  vollständig:  ' 

-  ai*  '  •       Ä*  oc'  JO* 

'  2^  ^  a.5.4.5        3.5....7  ^  3.3....9  ^^ 

-  «*         .    BQ*  oof  ip* 

74.    co.f  X  ==  i  —  — .'H ^-y.  —     rS    .  +     ** 


•  •  • 


1         2  «3  «4        2.3*..«$        2.5«««*8 
^tir  jeden  beliebigen  Werth  von  oc;  wie  im  Lehrsalse. 

Da  sinx  =  /m(ftn9r-H~9c)  «s  jiii(C£/t  +  i)tr— w)  und   coioc  = 
001  (2n ff ±06)  ist  ($•  517.),  so  behalten  die  Reihen  rechterhand  den    * 
nemlichen  Werth,  ifenn  man  inidie  erste  q,ntc  +  »  oder  (2n-f>i)]r«^99 
und  in  die  kweite  znn^x  oder  unv — op  statt  x  setzt. 

•  '  329. 

Zusatz.    Wenn  «  die  Zahl  bedeutet,  deren  natilr*^ 
lieber  Logarithme  1  ist,  so  ist 

1.    •*=2 1  +  X  +  fL  4.  f?!  +  J^ i . . .  (Rc^henkonst  $.a35,I7.&>     . 
oetet  man  hierin'  +  ifc  nnd  -«  tfo  statt  m»  wo 

i<t,  so  e^h&It  man 

.  ^     a     ^    a.3  ^  a.5A  ^  2j5.,..5  ^  S.3....6 


2  Id.;?         fi»9««        a,3..M9        8.a,...o 

'5\i-^«','      .•^^''»'        »»«».,£♦»♦         f^«ai»    ^    «•»* 

fi  d«5  *      3.0.4       s«5.*«.D       S.5....0 

Qieses  giebt^  wenn  man  addirt  und  snbtrahirt,  - 

V    -H*+-r"+o:4+sx3+55:::3:-*v"^ 

V.       2v5.     2.3.. ..5^  2.3m..7      a,3...*9  '  *  *  /  . 

.       Noniat  J's-^i/f4s^i^  i^a^i,  t»»^.,  etc.  (Be- 
chenkttnst  $.  a55.)    Also  iit 


I »     i   • 


350.   Vwgleithmff^  Sei^jfon^  Imu  ui  iAter  Bog.    89t 


(u 


,+'*+,-»*  86»  oe*       .       »«  'sc 


a  '        j' ^   fl.9.4 '^  a.3*-..€'^  «.3...-8       **** 


7-  — rr —  =»  »^  rr  + 


'•  •  •  • 


.    Di#  nndichanUßihen'warm^  cosx  Mtnd  simx:  (§•  3sS*  79t  ond  74«) 
^M  ist 

9r    eosxtsa -^ — ^'unt^     '  ■" 

^  a 

«+^— a~** 

9,    sinx  =  . . 

*  ai 

.  .330. 

jJnmsrkuug.  Die  <M<icbiukgen  (8.)  .and  (9.)  (S.539.}  sind 
dtes^fiben,  TSn  wachen  vt  d«r^il«»enikHft'sV  i«i-cehnt«n  Ab- 
schnitt, die  Entwickelun^  der  dort  obneRäcksicht  aui  ihfe  geome- 
tristbe  Bedeatiin^  doccb  sinx  und  00s»  bmiclineten  Gröfsen  ,«us- 

gng,  so  daff  also  die  git^enwiirUge  Entvi^oong  ^reichsam  der 
äckve§  k%^aiy.    • '  «^'.  •   -> .       f.-.  •  .    # 

Will  qian  daher^^die  Gooiomatrici  analytisch  abbaipdeln, 
sohlst  CS,  3a8.)  der  f  undamental-Saii,  und  der  Gang  ist  fol« 
.^nder. 

Zuerst  definirt  man  die  goniomeiriscben  Linien  nach  einer 
Figur;  wfe>hjer  oben^f.deg«)  und  weisat  aie  in:der>Fignr  fur-Bor 
gen  von  beliebiger  Grdise  nach.  Sodann  iolgt  d^r  Satz  ($.  3t5.) 
von  den  gegenseitigen  'y^bSUnissen  der' goniometrisdien  Linien  ei-> 
nes  und  des  salben  Bogen s^  und  hierauf  sogleich  der  Funda- 
mental -Satz  (§.  SaS.)«  Nachdem  aus  dääselbciir  'die  Ansdrflcke  (8,) 
und  (9.)  (S«3ag.)  gefunden  sind,  Ufirt  sich  Üua  diesen  allein  Allto 
übrige  Ton  (§.  3i6.)  bis  ((.  5fl8.)  ohne  weitere  Hülfe  der  Fi- 
gur linden;  wie  in  der  necbenlunst,  im  sehnten  AbschniU  zu  sehen, 
wo  ans  den  Gleidnngen  (8.  und  9.)  ($•  Sfig^)  allein,  und  ohne  Fi- 
gur,  die  Torztigüchsten  Sütze  von  (S«  Sift  und  3tö.  Üh),  die  auch  die 
übrigen  geben,  wirklich  entwickelt  worden  sind.  Dafs  auch  derSato 
(S.  5ai.)  auf  diesem  Wege  ohne  Figur  aich  fin49n  lassus,  wird  sich 
weiter  unten  zeigen  *)« 


^mm^^m^mm^^m^^mtm^immti^ 


*)  Zu  bemerken  ist»  daü»  wiederum-  bei  dem  Beweise  des  Satzes 
*(S.5a8.}»  der  ein  Gegenstand  der  sogeriannten  Differen- 
tial* und  Integral-Rechnung  tx»  seyn^  pflegt,  wijq  man 
aieht,  da#  Unendlichkleine  oder  son^  Höheres  gar  nicht  vor- 

'  kommt,  sondern  dafs  der  Satz  ganz  einfach  und  natürlich,  blos 
•na  Elementen  der  Geometrie,  vermitfbjst  der  Methode  d^' un- 
bestimmten CoeffideiiAen'  gtfmid^  wijrd^  .  welches  beispielsweise 
abermals  den  Beweis,  ^iebt,  dais  die  sogenannte  höhei^e  Rech- 
nung in  derThatnichu  weiter  ist,  tji»  gewöhnliche  Algeb^  ^ 


r% 
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Lehrsatz.    Esistftir  jedmt  tekeUgsn  Bogen  % i 

»\         5       3»5      3U.7      5^5^7      5'.  5.7.9.11  '•' V* 

^Der  Beweif  liegt  i»  der  Entwickelimir  dieser  AoM^rficke  (RechcD- 
kaust  $.  a66.).  ^  . »  ^       "^  . 

Reihen  fdr  s0cx  und  coiecx  k«im  man  aaf  ähnlich«  Art  finden. 

332. 

Lehrsatz.     DUJutdr&cks  der  natürlieheig  Logmrith- 
'  men  von  eosx  und  Hnx,nsmlich  ^eosxund  *sinx^  sind  folg/ende s 

Der  Beweis  liegt  in  der  Entwickelong  (Redienknntf  9.  fl68.>. 

IDie  Logarithmen  von  tangx  vnd  cor»  fiädlet  minr.»'  wenn  man 
die  JLogaritfimen  Ton  sinx  und  eosx.  ton  einander  absieht i   weil 

sin  X       ,  tos  X 

jfangx  S2  jj^  nnct.  epix  =;=  JT-J*  Die^Lpgv  lernen  Ton  seeoo  und 

tosegx  sind  den  Logvitfamen  von  «oe»  «nd  HmXf  negativ  ^t- 

Aommen,    gleich ,    weil  seex  ssz -'  und  eosec  x  =  -r--.,  also 

*      tOSX     '  SlflOB*' 

*secx  =s  '1  —  'cos  «so  —  'eoix  t^  —  *eot  x  und  'cpseetft  ca  *i  -*- 

^sinxsso^^sInmtB-^^sinxuU 

'  *■ 

333. 

hfhrsatf..    Es  ist  hr  j»d*it  htlitUgan  Bog»n  x  im  ersten 
positivtn  und  int  ti^tftn  nagmt.iv*n  Qif»dranten: 

■  X  «/£b,+  ^*lnx*+rT%*inx»'^^^sinx*+^i^^.siMx:^. 
SM  a.i.6  8.4.6.7    .  '       M'$*9    ■ 

^  ••o  H.4,5  A.4.6.7  ^ 

Beweis.    Man  sela^  der  Körz^  wegen 

«ad  nach  der  Methode  der  unbestimmtea  Coeffi/cienten»        ^ 

a»    ««  Ä^, -f  »j^  j- '+ «2*»  4.:  fl^g4>  +  «4  *♦ . . .  a 
Jrö  es  ann  daraaf  aukomn^t,  die  Cofficienten  äo»'^x#  »,  .  .  i  .  .  »a 


'.      V 


.  ^^iS^^>(^be  positive  und  negative  Bogen  gleiche  positive  nnd  n^ 
gative  Sinus  hoben^  so  erhült  man,  wenn  man  —  t  auit  s  seist, 


353*    y^rglekhung^  der  ifion.  hin.  u.  ihitr  Bog.   Ul 


dto  kt 


worauf 

a(«o  +  «« '*  +  ^4'*  +  ««  *• ...  0  =  <>• 
u|id  nach  den  R«^n  der  anbestimiiiten  Coefficicnten, 

folgt. 

Es  ut  daher  in  (a.)  Mos 

Nnn  aetxe  man  den  zum  Bogen  os  +  k  Kehörig;en  Sinat  gleich 
#+»,  ao  ist  venpöge  (5^) 

6.    »  +  fc'Ba»,(i+ji)  +  «3(#  +  »)»+«^(i+iO^ 

oder«  wenn  man  die  einzelnen  Glieder  rechterhand  9ach  dem  bino^ 
miKhan  Lehrsats  entwiclielt, 

+  «»{      +5«4#  +  io«gj* +aiÄy**....) 


Die  «herste  Beihe  rechterband  ist  s  seibat.  Es  hebt  sich  alio  in 
(7.)  X  auf  beiden  Seiten,  und  man  erhält,  wenn  man  der  Kdna 
wegen,    ,        ^ 

8.Äx  +  5«8**+   6*s**+   7«r  *•....  dorch  p„   , 
5 »gl   +  >o»gj* 4^21  cty />....  durch  p» 
*•' •••• 

beaeichn^t,  wo  die  bröfsan  px«  Pa**«*»  wie  mafi  siehV  weiter  kein  «, 
sondern  nur  $  enthalten, 

9.     fc=:pia4'ra«*+rsV  «.«f  . 

woraus 

h 
10.    -^Bf  i  +  fa«+Fs  >*•••• 

folgt. 

Da  '#fa9Bs=#  und  <ht(».f>XL)=s#  -f-s  war,  so  ist 

«ss/in(x  ^  Xl)  —  m  X  ; 
also  ist  die  Gleichang  (lo.),  so  viel  als  » 

11.       .   .    V,  iv : — <=?l'i  +  l'a('f"(^4^l^)""<'M>?d 

+  ;?, (n»(9(  +  k)^sin x^'  •  • , . ; 
fär  jeden  beliebigen  Bog^n  »  and  Xl.  ^ 

XL    Kon  ist  vermöge  (47»  S^  3>8*) 

fc     ^         1  : 

«m(»«{-]lL)— ^iitK      CO*  (00  +  \j^ 
dienfalls  filr  helifebige  »  nnd  beliebige  kf  in  dem  nemlidien  Qaa* 
dranten,  unter  der  Bedingung,  dad  der  Bogen  ^^  twischen  o  imd 
k  liegt.  * 

ISs  ist  also  vermöge  (11.)  nnd  (ii.) 

+  ^,(nn  (30  +  k)  — s£»«)*  . .;  • 


1 
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/  Da  dies«  Gleichung  Mr  jeden  beliebigen  Werth  Ton  kgilt, 
§0  gilt  sie  ancfar  fiftr  fc=o.  Ölina  Mer  ist.  such  /r,  NaU,  weil  J^^ 
«wischen  o  nnd  k  liegt.  .  Ali«  ist  fär  Xi«=ro  in  (i5^,  weü~;alsdanii 

'         1  ,- 

x4.    =  p-; 

oder  da  cojm=:/(i— ^InfB*)  im*    .."  ^ 

oder,  wenn  xn^^.^den  Werth  yonp^  ans  (8«)  aetzt,  and  fdr  sin» 

i    '  • 

Nun  i*t '^^^' 'J'^,t  "»•  viel  ab  (i  —  «»)r-».     Entwickelt  man   dieae 
yVarzel-Grö&ÄLnach  4nn  binomisdiea  Ldinats«,  so  erbSltsitki 

öder  I         '  .      . 

Es  ist  tiko,  tn  Fdige  Ci6^): 

^*      ^3.4      ^3.4.6      ^3,4,6.8         •• 

Da  nun,  nach  den  Regeln  der  unbestimmten  CoefHcientan  ^it 
CoefBcienten  gleicher  Potestaten  der  willkOriichen  Gröise  fleirj, 
sind,  sa  ist  6»««i 

S-ÄsOB       }      ,  also  «^aa--i-5 

•  3.5  •      3,4.5' 

_   i>5.5       ,  1.5.5 

«-,  _>«S,5.7      ,  1.3.5.7 

9fl6p  =  -    ,  -^     ,  also  Äj=: — -— ---Z-. 

•    ••♦••••♦••••4.  I 

Mithin  ist  sn  Folge  (5.) 

30.    x^s+J^s^  +  J^s^  +  .2^^sr.,..       . 
•  *.3        ,a.4.o       '<3*4«6*7 

oder  •         • 


ig. 


^  a*i>  .a.4«o  '  3.4.6.7  / 

,  - 1.3.5.7  ft 

wie  im  Lehrsati.. 


334*    Vergleichung  der  gon.  hin.  Uk  ibr^r  Bog.    S^ 

'  IlL  Die  Reihe  (91..)  §itht  nii»  die  pp^HiTen  Ba^el^ 
im  ersten  und  dif  ne^atiTen  Bogen,  im., x^f«rt#n  Qua» 
dranten.*  la  der  That  giebt  sie,  wenn  sinac^out,,  Null,  also 
obgleich  a^ch  sinmnsssino  ist,  wo  m  eine  hc^4>'l^  MP^^*^  ^^ 
seyn  kann/ nicht  mn,  aöndern  nitr  NqT]^  .  I^ii]{^wäch«t  in 
der  Gleichung  (aiO  »  nnr  so  lange  sinx  wächst ^  4isö''nnr'Ton  o 
his  Iny.  tJ4»er  |jv  hinaos  nimmt  sin»  #iifder  aK;  nnd*  l<^lglich  in 
der  Gleichung  (21 0  auch  x.  Mithin  eieht  die  Gleichttfig  kein  eh 
gröffärn  Bogen  ajs  |]t  und  folglich  nar  dil»  •pö^tti'veH  fin- 
gen Eirischen  o  and|ff«  Bben  sonimn^tf  wendWtteigativ 
vi,  dß,  in  der  Gleichong  ab,  so  lange  sinm  «bniaunt»  also , bis 
oß:= — in.  Da  über  —  i«  hinans  musc  wieder  aunimmt»  so  gidbt 
die  Glttchung  auch  nnr  die  ntgativen  Bogen  s wischen  o 
«nd  ^ff.  Der  Gmnd  dieser  Einechzanknng  liegt  in  d0r 
Voraus t0tzunK  (>•)  oder  (6«)«  In  derselben  hat  so  nur  dani^ 
verschiedene  vVerthe,  wen^  a  u0rsehiede^e  Wert^A 
hat»  Deshalb  gilt  die  Gleichung  nnr  in  dem  UmfiuDge  eines  no« 
sitiyen  nnd  eines  negativen  Qaadranlen;  denn  daräber  hin* 
'  aas  gehören  zu  den  nemlichen  s  andereec;  welches  die  ror* 
asxfffjetz^tf  Gleichung  nicht  ansldrilckt:  und  da  angleicb 
in  (5.)«  Null  ist^  wenn  s  Null  ist»  so  gilt  die  Gleichung  nur  far 
den  ersten  positiven  und  fctr  den  ersten  negativen  Qua- 
dranten, t     .  t  .  ..  -    ^ 

Will  man  daher  zu  dem  Sinns  eines  grbfsBTtk  Bogens,  den 
Bogen  berecbnenj  so  mufs  man  den  ihm  gleichen  Sinns'im 
ersten  positiven  oder  negativen  Ouiidranten  nehi]^en, 
nnd  den  Bog^n,  welcher  zwischen  beiden»  gleichen  Sinus 
liegt,  wieder  zu,  oder  dMrechnen..  Liegt  1,  B*  cw  gtgebene  Sipos 
imiweiten  Quadranten,  so  fst  der  Bogen,  welchen  die  Beihe  glebt^ 
das  Complement  6e»  gesuchten  Bogens >' denn  zu«- einem,  dein 
Complemcnt  gleichen  Bogen  gehört  vdisr  dem  gegebenen  gleiche 
^Sinns  im  ersten  Quadranten« 

IT.  Setzt  man  in  die  Beihe  (21.)  in^^oo  statt  sc  f dr  ein  po- 
•itives  OB  und  1«  4*^  ^  l^iu  negatives  »,  welche  .beiden, Bp^ 
gen  eben&lls  noch  im  ersten  positiven  nnd  im  ersten 
negativen  Quadranten  liegen,  so  dafs  ftif  sie  dfr  Ausdruck 
(21.)  noch  palst,  so  erhält  man,  weil  sin(in^x)  =  cos 00  imd 
«cR(^ff  +  gß)r3  eosx  ist,  .-',,..• 

2ZS.    +»  =  J»  — CO*»»— — =#0*»' -^— 7— r  coiae»  ....; 

wie  im  Lehrsatz. 

V.  Der  Beweis  dos  Ausdrucks  von  »  durch  tahgx  hf^äet  sich 
in  Bechenknnst  (S^  sßj,). 

334;  .  , 

Zusätze,  h  Die  obigen  Ausdruckte  für  die  goniotnetrischen 
Linien  dienen  zur  Berechnung  von  Tafeln  dieser  Linien  und  ihrer 
Logarithmen«  worüber  das  Nöthigste  in  (Rechenkunst  $.  £69.)  sCehLi 

n/  Aus  den  Ausdrücken  'der  Bogen  darch  die  Sinns  und*  die 
Tangenten  ($.  333.)  findet  man  aoth  die  Zahl  n,  das  heifst  den 
Kreis-Umfang  für  den  DVircfan\es.ser  1.   Setzt  m^n  z.B.  in 

X.  =  im  X  +  — s  iihsp*  +  — f-^  saiK*  4-  — f"- ^ —  sinoc^ .... 
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#fnftf  SS  1,  Weldktt*  Sfkras  Atm  Bogen  ^0  «ngthörtt  10  erhilf  man 
}»,  oder  wenn  mfan  mit  6  mnllipKdrti        • 

welche  Reih^  sich  kiemlich  stark  nSjiert.     * 

SUHe«v  convergirende  Ao«drücke  von  n  findet  iman  därcli  den 
Aoadmck  dei  Cogens  dorch  die  Tangente«  Daa  Nödbigste-  daroli 
'iteht  in  (Reqienkanst  $•  1^67.). 

Die  2ahL  %  %$%,  wie  in  Rechenkonst  ($.  S67.}  hemevkt«  nngemcm 
«enra  berechnet  worden.  Weiter  unten,  in  der  Zdsammenatellang 
(!•  3450  Ist  sie  auf  lay  Decimaljtellen  angegeben* 

Auch  findet  man  daselbst  einige  ven  den  Brüchen  die  dersd- 
ben  immer  nHher  kommen  ^d  die  dureb  Kettenbrflch«  gefnn* 
den  tirerdeol  Desgleichen  eine  andere  Reihe  von  Brdchen  fär  n^  de- 
ren Glieder  sehr  stark  abnehnien« 

Deft*  Cotesiaohe  and  Moivreache  Lehraats. 

335. 

LAehrStttZt  IVenn  a  0iM0^  bsliehigs  LinUp  x  einen  helUhu 
gen  Bpgen  und  n  eine  beliebige  ganze  STahl  bedeutet^  so  ist 

2*    a*"— aia'*e«x  +  » 

=  (a^«£ac6x  i+ 1)  (^*^2kcos  ^  + 1)  (a«-2acö,  ^  + 1) 

X  f  a*— sar^i-— 2— +  il  .  .  ,  •  *  la*— aa«>i-^ i— S-^ — |- 1^. 

5.    •♦*♦*— a  i*+*  «>*»+ 1 

•*±a«eo*T r— /• 

JFiBr  d<it  i«Mii<I<ni  Fall  xsa  o  üt 

X  »/(•»  ~i  •  m  I + 1) . . . .  |/(.»  -  ft.  ,0*  fc>2+ ,). 
Für  d«n  Fmll  xtssn  ist 
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die  Wurzeln  der  |a4eichQn^ 

7C    a"*  —  i«"  <?0JÄC  +  ist  o,  *    I 

ab^sö^en^von«;  diäf  lief  eist  «i/a^Siks  »41  •••1'^.«^  an  fVor- 
leln  ;der  61eichDn^'(7.),  so  ist  dieselbe  so  Viel  als 

-so  daTs 

ist;  dena  fdr  die  iKiiWertCe  Äj;  «,;  a,|'.'.i^.  ä^  röli  a,  «nd  ftir  . 

niehl  itfelur  and  nicht  <waiii|[ef^  kt  dieGröfse  (7.)  eben  so  wähl  Null 
alrdie  Or(rfie(8;).    Daber  aind  4<^ax»  m^at,  a^-^a^  ....  a^^a^ 

Factor en  yon  a^— ••«^ro/si -|«i,  und  man  findet  dieselbed» 
wMln  n^an  die  Wil*rz,eln  der  61ei«faiiag  (7O  aaebt/^nd 
aie  ei««  nal^b  ^^r-^adem  too  «  abaiebt. 

IL    Die  Gröfse  a^— aa'*cos9o-f'  ^  »t  ^ber  so  viel  alt   

10«    fl**  — »•'*«oi(a  ■•«+«)+ 1» 

wo  m  jede  beliebige  ganse  Zahl  seyn  kdnn ;   denn   es  ist 
€os{2mn±x)  =a  cosßo  ($.  fly.  ^)*     AIso^*mid)i(  man  die  Wonefa 
der  Gleichung  ...         .      * 

UL    Setat  man  a^=  v^  so  ist  die  i&feicfataibg  (11.)  fölg^A^:  .  . 
la.    v^-^üv  cos(2mn±»)  +  i  zs  Of  -^ 

woraus 

9  SS  sa^  (2  m s  ±' iq)  ±y(cös C2mn  +  ob)*  —  i^ ,  oder 
V  =5  c(»x(fim9vHh9c)  !ty*4l/(r—Söj (am «  +  »)*),  oder 
i3.  »  =  cojfam»+j»)  if-t^mCa-mÄ+aj)  *" 

iblgf«    Da  nnn  v  z^a^  wafV  ^-ial'  '    *    ^ 

Da  ferner  coi {2mn+»)  =  cox(a  m « ^ x) ,  hingegen  iin (1  m»  +  *)  * 
sc  «ü  sla(aai9t'^op)  ist  ($•  317.  2.  i\),  s6  druckt  atieh  ^ 

i5«    a*  aa  cos  (am»  +  sc)  +  i «»  (anr^^-Koc)     ♦ 

Sas  Nemliclie  ans  wie  (z4^).    Daher  kann  maa  auch  statt.  (i4»)  dia 
rkic&ang  (i5.)  setzen. 

IT.    A\tt  (i5.)  fprgf  .  j 

and  Tomöge  (Racfaiiikiiast  i.  96t«  3.)  ÜX 

17.   (^o<aiiw  +  a)±i/w(ama  +  fls)y*Äcaf22i^ 

Also  ist  "     ^  *  ^ 

*  ^  amjf  +  90  .  .  .  smjf +  ^ 

i8,    gsro#"        '     -Hhitt«  ■■■♦ 


Da  äits^  Gleichung  alle  an  Vfamln  der  Gleidmng  (ti.)  sogltich 
ausdrud^t,  ^i>nd  m  willkilrlich  iai,  »o  miifs  man  die  2n  War- 
sein finden,  wenil  mOn  dpr  Aeifaie  nach  mss;o,  i,  a,  3^*  .  t  .»4— i 
setzt,  denn  emn  dadurch  erhält  man  n  verschiedene  Wertbe  vim  m 
und  Idas  doppelte  Zeichen  von  I  giebi  S|»  -^yectlii;. 

: .    Hiesai  Wnraeln  te*  Glei)Bfaun(;  (u«)  s]fl|d^abo  folgendem  .:. 


n.  .     __  _ 


. "     * 


n 

* 


XV.  Zieht: man  nnn»  nach  CL\  alfe.  die«^,  Wurzeln,  eine  na^ 
der  andern»  von  a  ah,  so.erhilt.man  di^  FactQxan  d^  Grdfse  ixoX 
nemlich;  r.  ,       . 


.^M>^  »ch  beliebige  Prodacte  diefer  Factoren  sind, no^Lwen.' 
dig  wiederum  Factoren  der  Gröfse  {xaX    Also  sind  atfch  a.  £«* 


f*    • 


Factoren  der  GrftfiM  (19.). 


Setzt  man  in  (ai.)  die  Werthe  von  «2  ^i  «s  -  «-»^  aus  (ig.}, 
so  erhält  mai^  Sir.B«    ' 

»  n  .  u  it  ' 

«•  I»  II 

eben  so 

V  '  ai 
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n 
a3. 


n 


(«^ött«-.i)(a— «an*»«   —*««*' -~r^    +1. 


El  »ind  ^If  o 


V 

96 


»        /       • 

a'  -^zacos ! —  4"  J» 

J  '^ 

V  — aacoi • —  +  r,  ^   - 

n 

t*— a«cö/-i —^ — f-i. 

n  •       ■ 

die  n  doppelten  F«ctoreB  der  Qröbe 

wie  im  Lehrsatz  (i.> 

^.  .  Weiiti  71  grad^  ist,  so  sind  je  zwei  Factoren,.bis  auf  das 
Zeichen  des  mittleren  Gliedes,  gleich.  Es  sey  z«B.  n  =  6,  so  sind 
die  6  Factoren  in  (i.)i  weil  cos(n  +  x)  ss  —  cosk  ist,  folgende: 

a*— •ftacOJ-S-  +  1, 
o 

a'— 7«aeoi y— +  i, 

a^  -^üaccs T= —  +  1, 

aS      /  ^  %         u  /^  .  j 

=  «' +  a  Ätfw-j- + »» 

=  a^-fa4seDil — g"*"/  +  *» 

4  .  /4ff  +  »\   , 

=s  a*  +  aa  «oi^--~- j  +  i ; 

WO,  wie  man  sieht,  die  drei  letzten  Factoren  den  drei  ersten,  bis  anf 
das  Zeichen  des  zweiten  Gliedes,  gleich  sind. 

Es  ist  also  für  ein  grades  r.  wem 
chen  Cosinns  mit  ciinander  moltipMcirt,^ 


Es  ist  also  für  ein  grades  r,  wenn  man  die  Factoren  mit  glei- 
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=  ((«*  + 1)'  -  4  •»  ««*'  (f ))  ((»*  + 1)«  ~  4  •*  *«•  p^V^) 

X  ((.»+i)«-4.'  CO*»  (^=±5))....  ((«'+i)»-4«»  co*»(^'-^^^). 

welches,  wemi  man,  um  tnszudrftckeii»  d«£i  n,  gr^de  feyn  toU,  ab 
fUU  n  aeUl,  die  Gleichong  (9.)  giebt. 

YL  Ist  to  ungrade,  so  kann  man  die  Bogen  in  den  Factorm, 
statt  om  3  9f ,  um  n  fortschreiten  lassen«  Alsdann  sind  die  Zeidieo 
der  zweiten  Glieder  abwechselnd  negativ  und  positiv* .  £•  sey  s.  B* 
ncs  5|  so  sind  die  5  Factoren  in  (i*)  folgende: 

'«* — flacos-^4-1»  , 

a'  — a«  cos — r^"  +  ** 

(*  —  fl«  *o*  — ~-i-  + 1, 

=  •»  +  a«  cw  — i— + 1, 

a*  — ftÄ«os— ^— +  x  =5  a*  — Jaco#lÄ  +  --TT — ^y 

^^     •   ■              5j»+oo  , 
st:  a}  J^^accs f^  +  t ; 

wo,  wie  man  aieht,  nach  der  Fortscibreiti|ng  der  Bocen,  der  vierte 
Factor  awischen  den  ersten  und  «weiten,  und  der  lanhe  zwischen 
den  zweiten  und  dritten  fällt« 

Es  ist  also  für  ein  ungrades  nf 

«•*— a«*ro*ao  +  » 

a^±^üaeos- — - — I, 

■ 

welches,  wenn  man,  um  ansziidrdclcen ,  da£s  n  ungrade  aeyp  aoD» 
un'\'\  statt  n  setzt,  die  Gleichung  (3.)  giebt. 

VII.    let  X  =  O)  so  Ist  «DSM 8  1 ;  also  geht  in  diesem  Falle  die 
Gleichung  {%>)  ia  folgende  über: 

=  /«*— ««  +  !)(«*— Äacof-^+Jil  \a}  — ftacoi-?-f  3^ 

xTa*— 2«S0i  —  +  i).««.ra«— aac0J-i^^^-i^+i1. 

Zidit  man  auf  beiden  Seiten  die    zweite  Wurzel   aus,    so  crhilt 

man,  weil  •(a^^— aa^+i)  s=  «**  —  i  ist,  die  Gleichung  (4.)  im 
Lehrsata«  . 


»    » 

1 
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>  VnL  lil  06  8S  «r,  io  ül  ^tt%  ss  ^  t.  AUo  gebt  in  diesem F«Ile 
die  Gleichung  (i.)  fdr  ein  «ingradet  n,  in  folgende  abert 

.•»..  \a^^%acot^     ■     'ig    4*1)» 

Unter  den  verschiedenen  Facloren  rechterhtnd  ist  der  mittlere 

a'^satfd«-^4*i    gleidi  ifi'^^atosn^x^  gleich   a^-ffia-f-u 
it 

2idit  men  also  auf  beiden  Seiten  die  ttra'te  Wnnel  ans,  so  erhlH 

nnd  irenn  man«  nm  anstndrtfcken,   dafs  n  ungrade  seyn  soll, 
%n+x  statt  n  setzt,  die  Gleichung  (6.)  im  Lehrsaue. 

Fär  ein  grades  n  erhält  man,  Wenn  man  in  (i.)  n  statt  00,  und 
um  ausxudrääen,  dafs  n  grade  seyn  mafs,  an  settt  und  auf  bei-* 
den  Seiten  die  aweite  Wnrxel  auslieht,  die  Gleichung  (6.)  unmfttelher. 

Man  kann  die  Sitae  (5.  nnd  6.)«  wenn  man  wUl,  auch  auf  die 
Weise  wie  den  SaU  (i.)  in  (V.)  venrandeln« 

336- 

Anmerkung.  Die  Sitte  ($.035.)  haben  geometrische  Be- 
deutungen am  Kreise.  Die  besonderen  Fälle  (4*  5«  6.)  des  allgemei- 
nen Satses  (1.)  sind  von  Cetes  im  Anfangs  des  iSten  Jahrhunderts 
gefiEinden  und  heifsen  nach  ihrem  Erfinder  Cotesiäeh^r  Sat%, 
Der  allgemeinere  Satz  ist  etwas  später  von  Mol  vre  gefunden  und 
haist»  nach  ihm,  Moi-vriseher  Satz,  Doppel -> Factoren«  wie  in 
dlesemSati^  nennt  man  auch  trimomiishs  Factor§tu 

# 

Auadrflcke    der   (poniometriache.n   Ijtniea 

dtirch  Pactoren. 

337.  ,. 

LthrsatL.      Es  ist  für  jedwn  beliebigen  Bogsn  x  \ 

a.  *w«=(i-^)0~')0-sS)0"-4^)- ••' 

^  22« 


•        N 
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oäew  für  helUhig4  ganze  ZahUn  m  und  tk, 

TBL  t  m      an— m  an-fm  4p — m'  4ii4-m  6n— m 

m  m     an«— m  an+m  4p*-in  4n«f»m  6n — m 

m   _^     n — ^m   n  +  ro  5n— m  3n+m  5n«^m  StkJ^jn 

fr  «^'s""  "ir'*'Tr"*""3S"*'"3S~"  5n  •  6ii  •••• 

m  n — Vi   n  +  ni  3n—m  Sn+m  Siji— m  5n  +  m 

"•an  an         an         an  4n          4n           6n    -•       ' 

,    m  ftn       an  an          4n          4n          6n 

/     ,            /*    '*  an  m   sn — m  an-^m  4n — m  4n4-ai  6n«— m 

Ä       —  "*       ^'^       ^^^          an an          4n 

ji     c  ^^  .^ — m*n+ia'3n — m*3n+ni*dQ — m'*"' 

N  a.a.4.4»6.6«8«8-  iO«  10«  la  .la.... 

?'       ""    *  i.5.9.5«S*7«  7t9t  9*11.  II.  i3«t  ••* 

4.4«8>  8.  ia»i2.  i6>i6,...     , 

*^-''"-^*3..6.7.9.in3.x5.i7.../''^^' 
6.6.ia.ia>i8.i8.a4.a4 

Bßvoeis»    I.    Es  ist 
,«.    ,i„x=,«(,_£l  +  _JL*__-±^ +  ....)  and 

2  3t0.4         ft«3*a«.0 

Man  bezeichne  die  Wurzeln  der  Gleichungen 

,5.     ^(I— JJ-+    ;-^    -j3r-3....)=0. 

in  welchen  P«  ^  wülkührlich^  Factortn  seyn  tollen»  die  kein  9a  ent-^^ 
halten,  durch 

A     5  ^t   ^t   ^*  ^4  *  •  •  •  und 

1 1*1  i*>  i**  ♦*  ••••, 

ao  kann  man  die  Gleichungen  (i4.  i5.)  auch  wie  folgt  auadrAcken: 

17.    (x*-«9C|)(ac  — gos)(«  — 9ri)(9o— oc^)..«  .  =  0  und 
.18.    (oc— •29c3(^'~*a^)(^*^a9c}(»— »4x}...  .6=0; 

'    denn  dl«  Gröllwn  (x  — x^ )  (x — x,)  • . . •  und  (» -^  %»)  ("oo— •  s»^  •  •  •  9 
'  sind  offenbar  fär  x  =  x.y  xf=x«,  «Bsopg,.«..  und  för  jc=|X, 
oöasjXy  06=:  s90  etc.  gleich  Null  und  die  GrÖfsen 

.    ea  ebenfalls,  weil  naeh  der  Voranssetsnng  so« , x^, x,... .  und  ^k,  «x,  ^x..«* 
/  die-Wuraeln  der  Gleichungen  (i4«  and  i5.>,  das  heilst,  diejenigen 

Werthe  von  »  sind,  fdr  welcde  die  Grdlsen  ^ll^^  4-  ••«•)  «»d 

^         sc*  *•* 

^(i  —  — , . . ,)  verschwinden* 


« 
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Man  kann  ako  setzen : 

^^        A  ^a.3.4    ia«3,..«o 

Da5  Glied  ohne  isc  ist  in  der  Gleichung  (19.)  linkerband  P,  and 
reditcrhand,  wie  leicht  zo  sehen,  »1  .Xa  •  »a  •  9C4  • .  • .    Abo  ist 

In  der  Gleichong  (ao.)  ist  das  Glied  ohne  x  linkerhand  Q  und  rech- 
terhand  ^x  •  290  •  gX  #  4.»  i  •  >  •    Abo  ilt 

Dividiri  man  daher  die  Gleichung  (19.)  durch  P=sxj  903  oe, . . . .  und 
die  Gleidmng  (10.)  durch  Q  ss  ^<3ß  ^x  ^to  i , ,  ,^  so  erhält  man 

*  <-S+Ä-.--)-C^-)(£-)C^-) •••• 

Es  waren  aber  ä,,  903»  sc,  • . . .  und  jX,  2«.  3»  ;  ••  •  <*i«  Wurzeln 
der  Gleichungen  (i4.  nnd  i5.),  das  hciliti  diejenigen  VVerthe  von. 

j^2  *JC^ 

»,  (jür  welche  dicGröIsen  JP(»— J7J--  •)  ^<*  (^U  — —  •••0  ver- 
schwinden, und  diese  Gröfsen  sind  so  viel  ab  '^  und  Qccsx 
(la.)  (i3.).  Also  sind  x,,  Xai.  «J,....  und  ,x,  2*1  a»  ....  dicjeni- 
gen  Werthe  von  »,  für  welche  — ^^  und  Qcösx,  oder,  w^U  P 


X 
JlfIX 

X 


and  O  kein  x  enthalten»  und  cosx  verschwinden«  ^ 

T  '       X 

Oergleidi^n  Werthe  von  x  sind  der  Reihe  nach  för  — - :  +  w, 
— »,  +Ä«,  — Ä«,  +3«,  —3»  etc.;  denn  es  bti«ii±»«=ro 

(f.  3ia.  7.)  und  für  cojx,  +  J«,  — i».  +1^»  ""i^*'-  +*"'  ""»* 
clc;  denn  es  ist  iroj{an±i)«==o  (J.  3iä.  7.).    Also  vi 

a5.    für  den  Sinus:  ■  «      « 

00^=+  n,  xasss—  «,  x,Ä  +  Ä»r,  x^ss— »%  x,e=  +  3ÄCtC, 

&6.    und  ffir  den  Cosinus:  ,  «      : 

,x=:  +  J«,  2»=-i«»  »»sa  +  l«,  4»s=— i"'  5X=+IäcU.; 
folglicfa^  iam  weil  vermöge  (a5.).  und  (a4.) 

«»...^_.)^-.)C^-)  ■•■>»' 
•^•=«(7-)  (S-O  S-)(Ä-)(£-)-- 

-=  (p-)(^-)(.5-)(rp-)(p-)  - 


»      % 
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oder 

"•.—(•  -  ^)(- + tX-  -  S)(' + 5)('  -  s)0 + Ö- 
-«=  (-?)(■ +?)(' -!)(■+£)(■  -£)(•+£)•••• 

oder 

*^**'*0-S)0-Ä)0-?ä)- ••• 

wie  im  Lebrsals  (i.)  (a.) 

IL    Man  setze  in  (i.)  und  (s,) 

m 

so  erblilt  man  , 

.m  m/  "»«\/  «»•\/  m»  \ 

Ä»  ait     \  4n*/\  i6n2/\  5on*/ 

m  /  ma\/  m*  \f  m»  \ 

oder 

.    m  m  4n*— m'   1611*^ m*  56n*--m* 

an  a»       4»«  16»*  36  n» 

m  n*— m*     qit*— m*    aSit* — m» 

•'''S*'='         -;j-'       91,«       -      a5»^       ""^ 
woraus^  wie  leicht  su  aehen^  die  Ausdrucke  (3«  nnd  5.)  folgen« 

,  lU.    8etst  man  in  (3.  und  5,)  n  —  m  statt  m,  ao  erfaSlt  man; 
weil 

fift— ^-^irs^xmtifi— — if)Gs:cox — «  und 

»n  ^* \       an   "^  211  ) 

%n  *'     .    2n   '  an         ^         r 

m  n — m  n4-m  Zn-m-m  3n  +  m  An — 1»  - 

eos-r-n^zn, .--^— . . — -. .^e-T" ....  und 

Art  an  an  ftn  4n  4n 

,   m  n-«-m  an  — i»  an  +  m  4n — m   4n-t-m 

i%n  n  n  3n  3i»  5rt        '      ' 

welches  6ie  AosdrAcke  (6,  und  4.)  sind. 

Aus  (3.  und  6.)  fol^n  unmittelbar  die  GleicfauhseA  (7.)  und 
(SO*.  Da  m  und  n  gän«hch  willkubrlicb  sind «  so  geben  diese  Glei« 
cbangen  nnj|äh!ige  Ausdrucke  von  iVf 

$etat  man  in  (7.)  ms  1«  n^i,  so  «rbült  man^  weil  aladann 

fln — ir^iiii|}it::;i  ist,  wie  laicht  %n  sehen»  den  Ausdruck  (g*)« 

ietst  mAO  in  (7»)  pr«:  t>,  iis;:3»  so  erbllt  man»  wrfl  idadann 
*^n ^ü miininzm^  ist,  den  Auüdrucfc  (xo.). 


Seist  man  in  (7.)  m  =  t,  n=x3,  so'^erhllt  miin,  weil  afidann 
^      ji/i  — Tip  1111^»=;^  ist,  den  AusjJrock  (lij  u.  «.  w. 

Der  Ausdruck  (9^)  yon  «  heifst  nach  feinem  Erfinder  Wallit, 
der  Wall isl« che« 

338. 

.             ,                w      T\                       sin»                   eosoa 
Jnmerkung,     I.    Da  iangx  z=i ,  co£x=;  -: • 

1  i 

iff96=— .  «o/ecx=-7'— ^«  SO  Mt  es  leicht>  aus  den  Ansdnücken 

der  Sinus  nsd  Cosinus  im  vorig(*n  Lehrsätze  Sfahliche  Ausdrücke  ffir 
die  äbrigen  goniometriscben , Linien  zu  finden. 

IL  Da  der  Lofpirithme  eines  Products,  der  Summt  der  Loga- 
rilbmen  der  Factoren  gleich  ist«  so  Mtad  die  Ansdrttcke  der  conioma- 
tnscben  Linien  im  vorigen  Lehrsatce  besonders  bcqiMfD»  die  Loga* 
ritbmen  dieser  Linien «  so  wie  auch  den  Logarithmen  fler  Zahl  n  zur 
finden.  Man  sehe  deshalb  die  weitem  Entwickekmgen  im  cilfUn 
Capitel  des  ersten  Buches  von  ^Eslers  Einleitung  in  die  Analysia^ 
des  Unendlichen."  - 

Den  natürlichen  und  den  Briggiscfaen  Logarithmen  vDn  ik  findet 
(     man,  aui  diese  Weise  berechnet,  nach  Eni  er,  weiter  unteA  fn  der 
Zasanimenstellnng« 

339. 

Lehrsatz»  Die  Zahl  sr,  welebt  dsn  Umfang  äinss  Kreises 
wiU  detm  Durehmesser  i  ausdr&eki,  kann  weder  eine'  ganze  Zahl 
noch  ein  Bruch  seyn^  sondern  ist  nothwendig  irr ationAL 

Beweis»    L    Es  ist  v  . 

'i.3.3.5«ö.7.5[.9.  9  iM..  II.I3..'.. 
oder 

i.3.3.6.5.7.7.9«9.ti.iiii3. ... 

Nun  kann  ein  Bruch  nur  aufgehen»  wenn  sein  Zlhler  die  nemlichen 
Primsahlen  xaFactoren  bat  wie  der  Nenner  (Rechenknnst  f«  i4i). 
Der  Bi^h  iür  n  aber  bat,  so  weit  man  denselben  auch  nehmen 
mag,  im  Nenner  offenbar  gröfsere  Primzahlen  cu  Factoren  als  im 
Zähler.    Also  kann  n  keine  ganze  Zahl  seyn. 

II«    GcMtst,  %  könne  ein  Bmch  -—  seyni  ao  mnltlpUcira  man  . 

densdben  mit  1 , 3  •  3 . 4 . . .  •  s,  welches 

»».»•.»».ft«.3a.5».ft».4»....a».    n«    .    ««     '.(it-f  1)*.... 
""   '1  ,  5  •  5  •  S  .5  .  7.7«9,...dn>an«(-i  .2»4-i»ä«  +  3...- 
(iebt  Auch  dieser  Bruch  kann  nicht  aufgehen,  weil  derl^enner  offen-  , 
bar  gröfsere  Primzahlen  in  Facto^n  hat,  als  der  Zähler.    Also 

kann  m  keine  ganze  Zahl  wäd  folglicfa  »  anch  keinBruch  —  aeyn. 

IS 

Mithin  ist  n  nothwendig  irrational» 


1 

i 
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jit^msrhung,  IEs  giebt  noch  mehrere  Beweise  Ton  Lambert^ 
Lecendre  und  Anderen,  dafs  ir,  und  selbst  das  Quadrat  ^00  n 
nothwendig  irrational  ist«  Daraus  folgt,  dais  die  sogenannte 
Quadratur  des  Kreises,  das  heifst  die  Aufgabe:  eineS^ahl  oder 
einen  Bruch  an  finden,  deir  den  Umfang  eines  Kreises  auiidrdclrf, 
dessen  Halbmesser  irgend  eine  gegebene  Zahl  ist,  Tergeblich  gesucht 
wird«  Bekanntlich  hat  man  sich  um  diese  Aufgabe  vieliftltfff  hemäht, 
ullein  ohne  Erfolg,  weil  eine  irrationale  Zahl  nicht  rational  geoiacfat 
werden  kann«  Auch  hat  die  Aufgabe  gar  nicht  einmal  eineiiNataeo, 
weil  man  sr  wirkh*ch  mit  leichter  MOhei  so  genau  als  ma»  nur 
immer  >rill,  finden  kann,  und  also  nicht  abzusehen  ist,  wuj  ge- 
wonnen wäre,  wenn  es  für  :%  wirklich  einen  Bruch  g&be«  der  diese 
Zahl  genau  ausdrückte»  Denn  in  jedem  Falle  würden  Zähler  und 
Ifenncr  dieses  Bruches  gröüser  seyn ,  als  Zähler  und  f^enner  aller 
der  Brüche,  die  sich  fär  w  durch  Kettenbrflche  finden  lassen, 
und  die  dieser  Zahl  näher  kommen  als  alle  andere  Brflche  in 
kleineren  Zahlen«  (Weiter  unten ,  in  der  Zusammenstailiing 
(§•  545«)  stehen  einige  dieser  Brädie  )•  Der  Bruch  fOr  n  wArde  ^so 
in  {Mem  Falle  so  ungeheuer  grolse  Zahlen  haben,  dafs  er  dennoch 
keinen  Nntsen  hätte.  Es  ist  übrigens  wohl  nur  auföllig,  da(s  derglei» 
€hmL  BenvAhungen  grade  auf  den  Kreis  ge&Uen  sind.  Wahrachetn- 
lieh  deshalb«  weil  der  Gegenstand  so  sehr  sinnlich  ist«  daia^Jeder, 
der  auch  die  Mathematik  nicht  kennt,  sich  dennoch  wenigstens  eine 
ungefähre  Voritellane  davon  machen  kann«  Ei  ^ebt  anfserdem  noch 
■viel  einfachere  Aufinben  der  Art,  um  die  man. sich  ebenfalls  vergeb- 
lich bemijhen  wflroe,  s.  B«  eine  Zahl  oder  einen  Bruch  suiind«n«  der 
die  Diagonal  eines  Quadrats  ansdrückt,  dessen  Seite  eine  gegebene 

SinseZahl  ist  Solcher  Aalgaben  sind  so  viele  als  irrationale  Zahlen« 
iemand  aber,  der  'Von  dem  worauf  fes  ankommt  richtige  Begriffe 
hat|  wird  an  soldien  Dingen  Zeit  und  Mdhe  verschwenden** 

341. 

Lehrsatz,     TVtnn  %  0in0n  MUhig§n  Aog$n  und  a  «!■# 
bBli0big0  ganz$  ZMl  h0Z0iohnet,  so  ist 

it    smxs3a"^^lltt— •so»'— ^«-«m-*»! — «jm — fc—>««.sin^        ^T  ^ 

n  n  n  n  n 

Ann  n  . 

K     Jn^^,^     «•    ..    5«    .     5?r  (an— i)V» 

4n         4n         4n  4n  ' 

^  41»         4n  4n  4n 

on  6b  4n  6n 

-     a«     „•-,    ^^     *   m»  17«  (Gn— i)5r 


t  *  - 
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9.    iiftx=?x  co$\xco$^xieps\x€Ot-^x,,..eoso. 

B#iotfix.     I.   Man^tM  in^J.  555.)  acai,  lo  erfallt  nun 

ft  — '  a  co#gp 

-0-wS)(*-«~'CS=))-(*-*-(^'=^=±=)> 

odtt  well  rechterhani  n  Factoren  Torlianden  einii, 

= ."(^.g))  (._„,.(J£±f!))....(._^^lfc^)). 

oder  weil  i— coiossaWniob*  (§•  5i8.  a.)  and 

und  warn  nun  auf  beiden  Seiten  die  sweite  Witt*zel  ansziekt  und 
900  sutt  9ß  fchreibt, 

A^^.'^-^.w.Jg  w.?±?  ,.,gg±y  ,:.^!+»        ,^C«-»)»-fx 

«  n  n  «  ^n  » 

wie  im  LehrsaU  (i.). 

II«    Da  für  ein  beliebige«  m  '  ^ 

n  »    '  n  n 

ist -etc.,  nnd  der  Auadruck  (i.)f  wenn  man  dh  Factoren  in  nmite- 
Uuter  Ordntmg  nimmt,  wie  folgt  sich  eehreiben  Ufkt: 


«IB  -       •  iin— — ,  iw  — ,  o .  i£i»-- , 

n  n  n  n 

iO  iet  auch 

♦  i  itnK=sx     'sin^^-'^^stn ,sin ,,.»$in    ■     ■  ■  ; 

»»  »  it  11     ' 

wie  im  Lebriats  Ca.). 

UI.    Fflr  90  09  {  n  giebt  die  Gleichung  (i .) ,  weil  dann  tin  ijc  ea  i  ist, 

«s  •  — ,  «ji^i .»     *  ^«  3«     ,  'D9t  «(an— i)^ 

13.  1  ;a  ar^'jirt— jiit — .im—  ....  sin  ■  ■  ^    .* ' 

...  ^  ftnftnan  an 

Wie  (5.). 

IV.   Fär  «=!»  gtebt  die  Gleichung  (1.%  weil  dann  «n«i=5j/|  ist,  ' 

14»  /i  =:  ft  In^^Tn'^^^ln'       Tn    '  '  '  *  itit^   "     ^    ,] 

and  ^ie  Gleichung  (a.} 

'i^.  Kf  — .  a       "Tl^'"7^'^"*:i — •"'*^r*-     •  •  .  «n — *-. 

4n        4r         4n  4r  .  ü» 


^n 


\  t 
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MnltipUdrt  mam  •  alles  mit  sich  selbst  and  noch  mit  fi,  so  crbSIt 
man  die  Gleichungen  (4.  und  5.). 

V*.   Für  96=  i%  gicbt  die  Gleicfanng(i.)^  weil  dann  sin»  =  |  ist, 

-      -          n^i  .     n      .7»      .    i5«                .    (fen— 5)» 
io#,  f  =:  2       ««r—  #m-s—   «I» -= —  •  .  .  .  #«t^ — 2 ^ 

*  6n  6n  on  oit 

nnd  die  Oleichting  (a.) 

17.    4  =r:  2       im 7— .im-* — »un-s —  •  .  .  •  sm        ^         '  - 

*  bn  On  o»  on  - 

Maltiplidrt  man  mit  s,  90  erhält  man  die  CrleichutigeB  (6.  o«  70* 

VI,    Es  ist 

Csin   9C  =:^  ft  CO«  1 90  linfx  (528.  x*)  nnd  eben  so 
i8«    ^sin^x  =  flcojjx  jin|90^ 
(sin^»  =  2«oi|aB  lin^^x, 
etc.    ' 
Daraus  folgt 

sinx  =s  a'  coi{x  coi^x  lin^x, 
jtn X  =  2'  cos  I x'co« I X  cox  J- x  sin  {  x« 
•  n«    s»    w» 

also  Oberhaupt  linx  ^ft'^.ro/lx.  coxfx,  coif  x, . . .  co«-^x  «cn — x; 

3  2 

Wie  (8.)- 

VIL  Es  ist  izff  x=:  X  ^  -^^  +       -*■.    -, ...  ($.  3a8.).  Abo  ist 

,      IX  x'  .  X* 

folglich  in  (8.)' 

imx  =  2''«Ol|xM)#{xCO/|oO.,..0«J-;;-x(-- =- +-7- ....1 

.  2"  y"    2^.2.3    26^.2.3.4.5     /' 

oder 

.    3"  \        2*"J1.3     2♦^2.3.4.5      / 

Setat  man  nun  n  unendlich  grofs,,so  ist —  =:  o«  also  alsdann 

2" 

'  sinxsz X cos\» « coif  X . coi|x. . •  •  ro/o; 
wie  (9.). 

VIII.    Es  ist 

X*  x'  X* 

21.      ^1+ÖC)ä»-—   +    3-—   X   ••'•, 

(Rechenkunst  |.  229.) 


•  •  •  • 


;  Daraus  folgt  '{t  +x)—  '(i  +  x)  oder, 


'/|i^  "*-  '(^) 


4x* 


oder^ 


.1    .« i_i(.._^)+L(«.__J)_^(.._i).... 
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»  >  -i«    1.1. »   •       Jz 


Nun  iev  «  =5  •**,  iO  ut  •—  =s  -7--  as  •**   ,  HUo  «—  — •  sc:  #^ 
•^  0'^.    Desgleichen  ist  ^90  =  u.    Also  ist  in  (aS«) 


oder       ' 


Nun  ist  aber  ■    . sz^sinnu    Also  ist 

21 

^z  c=3  «üia  *->  J^iii  az  +  i  Jin3s  — «  ^Wn  4z  .  •  •  •  •« 
welclie^  wenn  man  »  statt  z  sdireibt,  die  Gleichung  (10}  gieht 

342. 

Anmerkung»    Den  SHttsn  (§.  54l. )   Auuui  man   4tteA  UMt 
'    ein«  geonMtrisch^  Bedeutung  gehen» 

Es  sey  z«  B.  der  beliebige  Bogmt  AB^  (Fig.  169.)  gleich  x  und 
der  nte^  z.  B»  der  fünfte  Thed  davon,  AB..  Ferner  sey  AE).  aeDjDa 
s=:D2Ds=:DtD4=:D4D,  der  fünf te  TheU  des  hMen  Omfanges, 
und  der  zu  }»  }»  }  «"^  f  ^'  halben  VmßaStges  hinzugefiigie  no» 
gen  DiEf  ssD^Eft  =  D,B,  =s  D4E4  sey  gleich  AB,  sa^Xp  so  Ut 

die  Sehne  B^Bq  =  aiin-r-, 

die  Sehne  E\Wt  s  a#in^^, 

die  Sehne  E^F«  =  a ^i» '"^'^ ,  ^ 

die  Sehne  E^F,  s=  2tin  ^7"*» 

illtf  ^«ilna  E4F4  CS  arii» tiii , 

a*  «fi  Y  sm  ■■    '       im  — ^— '  »n       /^^      /m  — —^  =  a  ««  «♦ 

Also  ist  dasProdoct  derSehnen  B,Bq.  EtF.^  £2^2 >  E.F,  und 
'   E4F4  der  Sehne  BgP  gleich.  »       »   » 

Aehnliche  Sätae  lassen  sich  aua  den  übrigen  SftUen  ($•  34i.) 
abnehmen, 

.  343. 

Lehrsatz,     Wenn'%  einen  beliebigen  Bogen^  tuüf  n  und  m^ 
beliebige  positive  gante  Zahlen  bszeiehnenp  so  ist 

1.  {2eos%)^:sL     eosmx  +  meos(wr^a)X'^'^^—^^cos{m^m4)t^,,, 

J^  {%sinx)^9a      gpi ma— m 90s (m^a)x'+ "'y'*'' go#(na— *4) «^ ..» 

/ferm=.4n« 
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5.  {axl»ix)'*=-*(«oxmx^iilcojCni-^3)«+  — «>x{ai— 4)x— ^..) 

4.  (aswtx)'*«:       liiiBtt— m*iir<ai— 2)x+ -^— ^^**ii(m— 4)x— .«•.) 

/lir  m  =  4  n  4"  !• 

5.  (a  Jia  x)**  SS  —  (tI«  ms  -ho  tin  (m— a)  x  + '« (m— 4)  x  —  -  v) 

y^r  m=:4D  + 9. 
€•  001  ms  =  cofX    — coii       mx* 

+  a  ,5  .4 cwx"^#«x*.... 


7»  iinmx  smcoix       #«ix-^ = = ro*»"'  "jwx'  +  .... 

Der  Beweis  liegt  in  der  Entwi^elong^ dieser  AusdrAcke  (Re 
cbenkunist  §•  &65«). 

344. 

^RfittfrlLBfi^.    Seilt  man  in  die  Ansdrdcke  (6.  i;uid  7.}  ($.  343.) 
d^  Reihe  nach  m  t=  a,  3,  4»  5  etc  >  99  erhftlt  man : 
coiasG-ss  90S9o^  —     ^moc' 
coi3»  s=  coxx'  •—  3cofas    Mt9C% 
cox4o»  SS  cofoc*  —  öcoxx*  Jinw*  +     sin%^^ 
cos  5»  ssz,cosx^  «-"locoxae'  sinx^  4*  ficoxoc  xuik^, 

V 

«iitfix  s!  Scojx    riitoc 

linSx  =  3  CO j  90*  sinx  — -     ifn^x* 

Wft4w  SS  ^eosx^  sin»  —  4«0f  sc    xinx* 

sütSss  SS  5coxoß^  sinx  —>  10 ^01  so'  xmx*  +  xxnx', 

Setst  man  in  die  Ansdröcke  der  Cosinus  vielfacher  Boeen, 
1  —  coxx'  aUtt  4inx*9  und  in  die  Ansdrdcke  der  Siuus  angrader 
Vielfachen  von  00 ,  i^-iinsc*  statt  cojx*^  so  erhilt  mant 

eos%x  SS    2C0SX*  *-*    i> 

^  €0S5X  ^=S      4C0X9C'    —      3COX90, 

cOfAx  es    Scosx^  -—    Scosx^  +  >«      -       < 
cox5x  =  16  CGI X*  —  ftoccix^  4"  Seosx^ 

sinSx  =s  Sxiftx  •—    4xmx'^, 

rinSx  SS  5fmx  ^  20xxnx*  -f  16 im%^» 


/SeUt  man  der  Reihe  nach  ax^^is,   5x=::{jf»   4x^|jii 
•  Sse  =  |ff  lind  der  KtSrze  wegen  cosx  ts  q^  so  erhält  man«  weil 
coi{ fi  =:  o  ist,  die  Gleichungen: 

a  9*  —  1  3S  0, 

39*  —   39  =  0, 
8  9*  —  8  9*  +  t  =  o, 
169«  -r-fio9^  +59  =  0;- 

woran s  der  Reihe  nach 


1  -^ 


345.    Faeti^ren-Jusdräcie  für  d.  gon,  Linien.    SftQ 

7=:cbx  I  jf=:/{  also  i/n  }ffs/|.' 

etc.  I»1^. 

Setzt  man  5»  sa  ti,  599  es  s  .  ,  ,  .  und  fhi»  qb  Pi  30  erh&lt 
maD,  weil  ^cniv  ss  o  ist, 

8p  —  4p«  so, 

woraöi  ,  ' 

p  sx  «eil  (ji  S3  — y  also  coi  | »  e=s  J ; 


foIgU 


p  e=a  «n f «  =  if^(l0±Ä^5)      -     co/{» «  +}(— 1 +  /5) 


Die^e  Wertbe  von  sin  ^n  nnd  j2b  f  s  =s  #zit  ^^/b  oder  von 
sin(n+^)n  und  '/n(ii-{r^)fv  atimmen  mit  denen  in  (f. 6^4.)  über« 
dn^  md  aas 

sin^it  =  5in^9B  coiAff  +  sin^n  casf^n^ 
'  ^os^n  =s  cor X ff  «ox^»  ^-  nnt^»  ^l»^i<  md 

findet  räan  anch  den  dortigen  Werth  von  nA(n«(-^)»  undiin(n<{-A)ff; 
desgleichen  durch  eine  leichte  Rechnung«  was  der  Safs  von  dem  Un« 
terscfaiede  der  Quadrate  dieser  Sinus  aussagt,  so  dafs  der  Satz  ($.  'S^u.) 
auch  ohne  Fignr  aus  allgemeinen  Ausdrädcen  durch  Rechnung  ge- 
fiinden  werden  kann,  wie  wie  in  ($,  33o.)  bemerkt. 


345. 
Anmerkung;  Es  giebt  nOch  eine  ^rofise  Meiige*an** 
derer  Anadrücke  für  die  Abhängigkeit  der  goniometri^ 
sehen  Linien  Ton  einander  nnd  Ton  ihren  Bogen*    Dia 
obigen  kommen  aber  am  häufigsten  Tor. 

Wegen  des  öfteren  Gebrauehs  dieser  Sfitse»  wollen 
trir  sie  in  folgender  Tafel  sasammenstellen. 


\    » 
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lo'  alleu  folgenden  Aatdrücken  bedea 
teo  die  Badistaben  x,  y,  a,  ß,  y  .  .  .  .  V,  W. 
keine  Eilirchriipkttiigen  beionderi  bemerkl 
sind,  beliebige  positive  oder  negative 
Kreisbogen,  für  den  Halbmesser  i,  «o  gr»fi 
oder  so  klein  als  man   vill. 

n  ist  der  halbe  tlmfang  and  a  ist  eint 
beliebig«  Linie. 

m  and  n  sind  beliebige  positirt  ganze 
Zahlen. 

1.  sin  nttss  o,  »in  fan+J)Ä  =+>,  sin(an—i)ft^ — i. 
a.  cos3nn^-i-i,co»  (2n-^i)«^'-i,  coa  {ati+i)n^  «, 
5.  tangnit^  o,  tang{an+l)n^ oo. 

4.  cot   *!«=  öo,  cot  (an+i)ns=   0. 

5.  aecgnass+i,  sec  (an-i-t)a=s—iy  sfo  (2n+{)A':s  oo, 

6.  cowonn^oo,  coaec(an+i)}t^-i-\,coaec(3n^))t^ — i. 

(No.  1.  bis  6.  ans  j.SiO.  7.] 

7.  «in    «'  +  cos  ae'  =  1.  i 

8.  tec   a?*  — tangX*  =  1. 

9.  cosecx'  —  cot  X*  ^  1. 

(No  7.  bis  9.  ans  $.  5i4.  1 — 3.) 


cosecx  aecx  cottc 

__  tattgx cos  JB 

^    »ec^    ~'   cotx    ' 


=  005  ir  f  on^  jp 


:  suix  Cef» 


tangx        coaecx 

iS.  tangx  ^ ^ =s  sin  X  see« 

cot  X  cos  x  eosec  x 

^_   sinx   ^   secx 
cosx    ^  cosecx 

iS.   s«j  «  :=  ^   ■    '  ^  I  ^  tangx  oomcx 

cosx  sinx  cotx 

^  tangx  __  coseox 
sinx     ~~     cotx 
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s 


&4«    c^  X  SS 


i5«  cosecx  = 


tangx 

cosa: 

sinx 

sinx 
secx 


sinx  secx 
cosecx 


SS.  coMxcatecx 


secx 


cosx  tangx 
cotx 


tax  secx 


fang  X         cos  x 
<No.  10.  bis  i5.  atis  $•  3i5.  i.  bi«  6«) 


i(L 


^'n  —  ap  =s  —  sin  or.  . ' 

17«     cos  . — '  X  SS  -|«  cosic. 
18.    tcmg^^  X  z=z  —  tangx» 
ig,     CO*  - —  ap  SB  —  cof  3P. 
20«     ^^c   — -  ap  si  -[-  secx* 
21«    C03«? —  ap  =3  —  cosecx. 

(No.  i6«  bif  31.  aiu  $.  3i6.  7.  bis  la«) 

"^ '  "^  —  "7         «ec  X  secY 

*r        '    /    j    \  —   .         ,  cofarcofy  +  i 

93.   CO*  (arrv)  SS  C05  agcQgy-f  311t  jpswty  SS *^--=- — 

^  "^ '  "^       cosec  X  coseoy 


24.  W^r)=/gf^^f'^^ 

*^^  i  +  tangß:tangy 

36.  Äc  (a?4;y)s=.— r- -— Z — 

t+tangxtanjgy 

-./•        -  /    ,    X         cotxcoty-Uä  ' 

26.  co£  te+y)cs ,  -^  ^ — 

r^  coty  +  cofap 

^     ,    N cosecx  cosecy 

'  — ^         coty  +  ccrfa? 


coty  ^  cotx 
'^ cotx  cosy+  i' 
cosecx  cosecy 

''^  cot  X  coty  Ip  1* 
i^tangx  tangy 

*^  fang  ap + tangy 
secx  secy 

tangx + fang  y 


(No.  39«  bif  97.  aus  $.  3i6.  1.  bis  6.  ap  und  >^  sind  ge« 
gen  dort  yerwecbselt.) 


98. 


99, 


(911«  +  ap) 
(9n+i)^+ap] 
(9ii+i>-|-apJ 
\2n±\)n^x\ 

{9nn  +  x) 
l2n+i)n+x] 

(2n+i)ji — apj 


i  Tr  Sil!  ap, 
:  4!  sin  X» 

+      COSXy 

HK  cosap. 

+  oosap, 

' —  cosap. 
-f.  sinap, 
H-  sinx» 
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J3. 


w "■ 

taitg  ((2n+i  )^HtJt?l  =  j+  tcmgx. 
tang  ((an+|)^+^)  ä=  —  cor  ac, 
^ow5  ((2n+f )« — Jc)  SS  -|-  CO*  ap. 

WC  ((««+ i)n±x)  =  —  WC  X, 
sec    ((2ii+J)^i — ^a?)  SS  -f.  cosecx, 
sec  ((8/1 +f  )ä — x)  =s  +  C05ec  x.  1 

(cot      (ßnn  +  x)    =:  "4-  cotx^ 
r      3  c^*   ((2«+ 1  >?r4-jc)  =  ^  cot  a?, 

CO/   ((2n+ J)5«4"^)  =  —  *^S  ^» 
cot  ((an+|);r— x)  s=  4"  tanß  x. 

cosec  (2  n  ?J  +  o?)  =  +  cosecx^ 
cosecUQri'i'  i)n+x)  =s  ^  cosec  x. 
cöÄecU2n+f  )^+x)  =  H^  sec  x, 
co*ec{j(2n+ J);r— x)  =  H^  ^^^  *• 

No«  26.  bis  S3*  aas  $.  .317.  i.  bis  6.) 

»4«    sin2X  SS   275i/t  X  cos  X   =s ^r — . 

secx^ 

»6.    C05  2X  SB  *cö5a:* — sinx^  so  1 — 2  sinx* 

_.'  a  co*a?* I 

^  2  cos  jc*  —  1    SS r-  • 

cosec  X* 

^    ^  atangx  Qcotx 

•6.  tangüx  Ä -—2 — -        SS  — - — -. 

^  I —  fang-  X*  cot  op*  —  » 

.       secx^  cosec  X* 

i — tangx*  cotx^ — 1 

«         ^  cof  x*  —  1  i —  tang  x^ 

8.    cof  2x  SS  : = 2 

Qcotx  Qtangx 

cosec  a?*  sec  x* 

Q*  co5ec2x  SS  ■        SS  — — — . 

acotx  2  tang  X 

(No.  S4.  bis  S9.  ans  §.  Sa8«  i.  bis  6.) 

\  *  '  WC«— 1/        *         •  sinx 

IT  positive  X  zwischan  4n9i  nnd  (4/14- 8)^^i^<l 
ir  negative  jp  swiscben  (47i— 2);rund  (4n— 4«.) 


41. 


-J^ 
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4t. 


»  i//* — cosx\ 


»Wo?— 1/  Sinai 

für  poBitiTe  a?  «machen  (4n+2)n5  und  (4« -H)«,  und 
für  negaÜYe  auswischen  4n^  und  (4n~ü)f^. 

■    »^  \f€ca:+i/       ^  sinx 

für  pOtfitiye  or  zwischen  {4n+5)n  und  (4w+5K  und 
für  n  e  s  a  t  i  V  e  o;  ewischen  (471— 5)^  und  (jin~S)n.     ' 


sec  J 


43. 


a?  =  —  r//   ^^^^   \  _  _  1^(2(1— CQgJC)) 

ffir  positiTO  or «wischen  (4n  +  i>  und  (47i+3>,  und 
für|legativ6a^ s wischen\4n--^i )!;r  und (4n— 5);i. 


^sec  § 


44»   s?/iia?  =  -—_--.   cojjx  = 


2co^^a? 


sina: 
asinix 


46.  tang^wss: 


sinx 


46.   cof|a7-|>^an^|a7ss2co5eca75  co^far-^f^^|a7=r2co^j?< 

•       —  -  1  _ 


1 — cosx 
x+ccMo?  sinx    ^ 

cor  5  X  =r  —     ■        zz:  ,>.  , 

5171  r  1 —  cos  X 


47.    <^Q^fa^— ^ayiff^a?_  1— ffl/ifffg?^ 

^x  -jrtan^ix       i  +  Za^g^fa?* 


co^ 


48. 


?9 


COff  07 CtJtX 

X 


''tangix'\'  cotx 

1 


=  9in  or.^ 


SS  COSWi 


tangxtangfdc-j*!       iangxeotix — i 
5o.  cosffc|a?' — seclx^ssz  cot  ix  * — ianglx*r=i4cotx  cosecx. 
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/  , 


'# 
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1      X  —   +nt+^'y<^)~  ni— ^tw3c) 

+  1/(1 +  51/10?)+    y(t— si/ia?) 

•P  **-    ■MM  -  • 


; 


sec 


dosec 


sinx 


für  positive  a?  zwischen  (4«  +  i)«  und  (*«+|>*» 
für  negativem  zT/r  ischeü  (4/1— J)^  und  (4/i— J)ä. 
^5m     Ja?=:  +  iy(i'+5mx)  +  iVU'-sinx) 
cos    Ja?=:  +  |y(i+5wa:)  — jy(i— «71^)  : 


und 


53. 


sec 


+  VYi  +  5i/tJc)  +    y(i  —  sinaj) 
ix^z  ' 


517107 


cosec  I 


j    _    +y(t  +  gmx)—    y(i— gtao^) 

5"0?^— ■  ^«      „^ 


sinx 


für  positive  a?  zwischen  (47i+i)^  und  (4n  +  |)w, 


färnegativeo:  zwischen  {4n—i)n und  (4w — J)^* 
"     =  — §yTi+«no:^  +  fy(i  — «710?) 

C05    ;to?==  —  iVlii'Sinxj — iV{i—sinx) 


uni 


'ßin    ix  =  — 


ix 

Z 

9 


63-  <«^ö 


|x= 


co^ec  i 


—Vd+sinx)'^   V{i  —  sinx) 
Jor=5   — ""TT 


5ino? 


für  p  o  8  i  t  i  V  e  o?  zwischen  (4/1+  i)?r  hnd  f47t  +i>, 
für  negative  o?  zwischen  (471— I)^  und  (4/1— i);r. 
'sin    ix=z  —  iV(i  +  ^nx)—W{^—sinx^ 
ix=z  —  iV(i  +  smx)+iVi^—^nx) 

*  .  sinx 


und 


54. 


iCO* 


'sec 


cosec  s 


— >^(i  +  sinx)  +     y(i  — swo?) 


sin  07 


für  positive  a?  «wischen  (in+i)n  und  (47t +J)«, 
für  negative  orzwischen  (4ii — i)n  und  (4/1— i)flr. 


und 


55. 


I  V(i+sinx) — ^{ir—sinx) 
f'^^^'^—/u+sinx)  +  i/(i— SW07) 
y(i  +szyia?)  +Vli — sinx) 


^cot  |o?  = 


y(i  +  s?'n  o?) — -/(i  — .  sin  x) 
für  positive  x  zwischen (47t +l;r)  und  {in+i)9t 

Zwischen  (4/1  +  l)7t  uftd  (47t +|)^, 
für  negative  o?  zwischen  (47i— J)^  und  (47t— i);r 

zwischep  (471— ^);r  und  (47t-^)gg. 


und 
und 
und 
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56. 


\tar^  §  X 


wot 


X 


y(i  +  sinx)  +  ytx  —  sinac) 
yf  1  ^sinx) — ^{i  — sinx) 

V(i  +Äi«a?)  +  1/(1 — Äwix) 


ßlr  positive  x  »"«wiscfaen  (4/1 4- D^  luid  (4»*f|)^  und 

zwischen  (4n-j-J);r  und  (47i+i);r,  und 

für  negative  o:  zwischen  (Jkn—i)^  und  (4/1— |)ina   und 

zwischen  (in — J)^  und  (4n— |)jrr. 
(No.  4o,  bis  56.  aus  $.319«  1.  bis  i^^y 

67.  sin  {2n±^l)n  t=  +  f,  5171^2/1+  i+'|^;r  sc:  4:  |. 
58.  .coÄ  (2 7t±|);j  s=  +  f,  co5f27i+iH:|t^  =  4:  |. 
69.  ^aw^'CÄTt  +  i:)«  =  +  1/  fa«^(2n+i+|);r  =  ±  i- 

60.  cotl2n±\)7i  xsz  ±  \,    CO*  (aii  +  »±i)^  =3  ±  u 

61.  5i«  {2n±^)n  =:  +/§,  ^m  (2/1  +  1 +i)a:  =  qr^J. 

62.  coÄ  (27i  +  |)ä  =  +  1^1,  coÄ(27i  +  i+ij^  CS  — y'i, 

63.  5i«(n  +  /^);r  =  ±i(-i  +  >/5),  .        • ": 

^"'»  ('»  +  ^)«  =  ±  J(+i  +  >^5). 

64.  ÄiTi 2  (71  +  ^V)  JT Ä  +  j/(io  — fl|/5^ 

si/t  2  (n  +  T^ «)  ==  +  I  n*o  +  2y'6j. 
(No.  67.  bis  64.  aus  $.  32o.  1.  bis  6;  und  $•  S2i«  3.) 

5.  Ä«  (a?  +/^  4-  5m  (jp — 7^  =  '^^sinx  cosy, 

6.  Am  fa^  +  y)  —  Am  (a? — y\  =  -  -  2  co^  or  ^m  ^. 
co*(jt?+ y)  -)-  co5(jr — ;^^  5=  •+  2C0SX  cosy. 

öö.     cos(a?4-7)  — ^05(0?—/)  =  —  2sinxsiny. 
(No.  65.  bis  68.  aus  §.  Sa^.  i.  bis  4.) 

69.  sin^x-i-y)  cos(x—^y) = ^mo-  co^ir  +  siny  cosy» 
7  o.  coslx-i-y)  sinix-^)  =  «m  xcosx  —  siny  cosy. 

71.  5i7i(ap-f;^)  sin(x^^')=sin  x^ —  siny^ = cosy^-r-  cos  a?*. 

72.  co^a?+y)coÄ(a?-— ^)=co5a?* — siny^ :=tcosy^ — smüo^ 
(No.  69.  bis  7».  aps  J.  323.  6.  6.  9.  10.) 


•■ 


73..  ^inx  +  siny  =  +  2  5inJ(a?+^^co5f frf— «»y). 
«m  X  —  siny  =-4-  2co5  {  (o?  ^ySsin  J  (4c — y), 

cosx  -f-  co5^  ==-t-2<^ö^?(*+7')^^o^i(^-^y)» 
^^osx  —  cosy  = — 2sinf(x+y)sin,i(x — y). 


76- 


(No.  73.  bis  76.  aus  $.  323.  6.  6.  7.  8.) 
tangx  +  tctnsy  =r  -, — ^  ■  — -^^ 

fÜJt  (•'%f  4**  ^[?  I 

co^v  +    cotrc  =  — * -^  —    ^ 

sirPx  siny 


mmm^mmiF» 


m 


23* 
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79- 


80. 

SS. 


S3. 
B5. 


•^  smxcosy 

(No.'77.  bis  79.  aus  §1  835.  11.  12.  i3.) 

tangx^  —  fo/y^v*  =:  —^^, i     "^^  • 

-    a  i    1'        5irt  (a?  +  y)sm(x — y) 

sinx^  siny^     > 

cotx^  —  «aw^y*  = ^    ^^'\ ^  2         * 

sin  X*  cos y^ 

(No.  80.  81.  8fl.  aui^  $•  5fi3. '17.  18.  19.) 

tangx+^tangy 
cota,±coty     =  '«"^*  '«''*^'    , 

cot  X  ±  tängy  ~    cofjK  ^a«5'(*±y).  • 
(No.  85.  84.  85.  au»  $.'325.  i4.  i5.  iß.) 


II 


V 

.    sinx-j-siny      ^  cosecy -j-cosecx 


sina?  —  siny  "^  cosedy — cosecx  "~  tangi(x — 5')' 
a       sinx^siny  *  ^     .  1 

cosx — cosy  ^^^  secy  —  secx 


^ 


)2. 

|5. 


■«^«■■■«BVPi 


cos X'i'  cosy        secy  •i'' secx 

(No.  86.  bis  89.  aus  §.  323.  20.  bis  23.) 

s?»(j&-fy)  ^^i(^+y) 

9inxl'{'smy        cosi(x] — y)* 

Sin{x+y)    _  sih i(x  +  y) 

sin  X  — •  siny  "^  sin  f  {x  — /)  *  *   • 

sin(xi'y)     j_  tangx+tangy  ^^  coty  +  cotx 
sin(x — y)  tangx  —  tangy        coty^ —  cotx' 

eos^x-i-y)     ^^  cot x  —  tangy    ^^  coty — tangx 
cos  (x — y)  cot  X  +  tangy  ,       coty^i;  tang  x ' 

(No.  90.  bis  95.  ans  $.  523.  ö4.  aS.  54.  56.) 


I  .  I 
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f 


2  sin  w 


cosX'i'eosy* 

2  sin  Y 

cos  X,  -|-  cosy 


94.  tangi(a:  +  y)  +  (ängi(x—}0 
95*  t(mgi{x  jr  y)  --  taj^i(x'^y) 
96.  cot  K^-jk)  +   cot  l  {x^y)  =   ^    ^^^^\ 
\  97-  cö/  J(jc  —  y)  —  *  co#  l.(a^  +  r)  ! 

98.  ca/  \{x^y)  —  iang\{x—y)  z 

99.  60*  l{x  +y)  +  <a7ijj(x— j) 

100.  CO*  lix—y)  —  tang  i{x+y)  z 

1 
,101.    cot  i{x — y)  +  itmgi{x  +  y)  = 

(No.  94.  bis  161.  ;aus  §.  323. 


cosy — cosx 
cö«y — cosx' 

2C0SX 

si/ia?  -{-'siny' 

2  COSX 

sinx  —  siny' 
2  cosy 

r    — ; , '    1    '   •    , 

smX'—smy 
26.  bis  33,) 


lOS. 


sin  {l^  +  x)sscos{^ft^x). 

L  C0S2X 


io5.    / .jE2££^-«^—  'i 


1  +  tan^ X 


cos  x+sinx 


i+sin2X        k^tangx        cosx^^sinx 
= sec  2X  +  tahg  2X. 


lOlt. 


\ .,  .    . 

}tangl^n^xY^i^\'\'tan^l7i^x)'^ 


109. 


(No.  \p2.  bia  109.  ans  §.  324«  1.  bis  8.) 


58 
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91 


110.  sin{\n'¥_x)^=:cos{^n'^x\ 

1 12.  sin{\n^x)  ^  3in{\n—x)  =  cDs{l!n—x)  —  co${ln'{'x) 

,  -  ,  zzisinx. 

ti5.  coÄ{|;t+a7)  +  co*(|;r— o?)  =  w>i(|i;r— o?)  -f  ^Ml^-f  or) 

^=zcosx» 
1 1'4,  4  sin  (4^+0?)  si/i^|j?r— jc)  =  4  cos  (f Ä+ar)  cos  (J?r — ^a?) 

ss2cos2X'\-  x=4cosa?^  —  1. 

1 16.  4cas (I^+Jc)  cos (^— o?)  SS 4 sin  (|^+a?) sm  {^n-^x) 

=  2coS2X — ICSI — -*4sinap*. 
ii6.  tang{^n'\'x)tang{\^—x)x=:   cot  (^7i+x)  cot  {^n — x) 
V.      '  __  fl  cos  r^x  -f  1 

"^2C0S2x  — 1' 

117.  sin  (iV^  +  ^)  —  ■»««  ( TO^  +  ^) 

•       +  sin  (jf^Tt — x) — sin  {-^^n — x)  ^=:  cosx* 

1 18.  cos  U'^^  +  ^)  —  cos  {^71  +  x) 

:—  COS '( Y%^  — a?)  +  COS  {-f^n — x)  ziz  sinx.' 
'      (No.  110.  bis  118.  aus  §.  324.  9.  bis  17,) 

119.  4sina7  ..siny  .  sin z  =: -^ sin (o? -{-^-{-x) 

•i^sin  (a^+y—z)  +  sin  (pc—yi^z)  +  sin  (—x+y-i-z). 

120.  «na?  +  siny  +  sinz  =  f  sin(a:  +y+J5) 

+  4sin  I  (a7+y)  sin  §  (a>f  z)  sin  |  (;y+i).       ^ 

121.  4kC0SX  •  cosy  .  cosz=: -f  ^^o^C^'f/'f-s) 

+  <>os  {x+y—z)  +  cos  (x— 7+z)  +  cos  (— ar+y+z). 
182.     cos  jp  +  cos  j^  +  cos  z  =  —  cos  (x+y+z) 

+  4  cos  f  i^+y)  COS  I  (a?+z)  cos  i  (y+z). 
123,  Ifnß  X .  tan^/ .  fang z  =r      f an^  aj  -f  tangy  +  if ane?'^ 
sin  (x  +y  +  z) 

cosx cosy cosz'  '  '  * 

1^.  cot  X coty  cot z  3=  ccixi-coty^  cot z  +  ^Q^(^+y  +  ^)  ^ 
_    ,       ,  sin  X  siny  sin  jC. 

120.  4sina7  cosy  cos  z==  sin  ra?+y+x) 

+  ^^^  (a?  +r— -5)  +  5w  Xx~y  ^z)  —  sin  (—  x  +  /  +  js). 

126.  5ina?  +  smy— sinz==:4sinJ(a?+j')<^osi(a7+z)cos|(y+z) 

—  sin  (a?+y+z). 

127»  ^sinusinxsinysinz^=:cos(u^X'\'y'\'ZJ 

—  cos(m4-x— /+z1  +  ccs^M-^ay+j'— z) 
— cosj[u— J7+y+z)  +  cos{— M+ar+/^z)  . 

—  cos(— u+ap+y+*)- 


-s 


545'         7Vi/e/  gOf^T^etrispJwr  Ausdrücke.        3^9 


Ä 


ii28.  6cos  u  cosxcosy  cos  z  =  cos  (w+or+^+z 
+  coäYu+jc+^'— z)  +  cos  fw+a?— ^— s 
+  cos\ii\'X'^y\z)  +  C05  u/— >ap+^— z^ 
+  CO«  (tt— Jc-J^+z)  +  coÄ(-i*+ar+y— x) 

+  C05  (— W+X+/+«).    . 

1 29.  4  C05  w  cos  X  cosy  cos z  +  4  sin  u  sinx  siny-sin  z  ^ 

=  cos(w+x+/+z)  +  cos(i*+a:— ;^+zy+  cos{u — x^y+z) 

+  C05  (-*-u+x+y+z). 

l30.   COSM  +  COÄX  +   COÄ^  +  C05Z 

=ic(«-^y+*  +co5^:±^g=2^*  4.co,;;zf±2:z?  +005=^:^^2: 


a  ic  ^  ^ 

—  8  51/1     V*^ — sin       J      Sin  — -r^—  sin 7^-^^-^ 


4        ""•"         4         ""         4 


^  ^  ^  ^ 

=3      8  CO* T^^ —  cos  — — ~ —  cos  — — —  cos —       -^  ■ 

—  cos-  ^       >i^Q5  -^ ^COS ^ +C0S ^^ = 

iSi.  i — cosx* — cosy^ — COS  z^  '^^'2  COS X  cosy  COS z 
\  =:+4«;.=±Z±!^„2±2i=.%i„==2±!«„=!±y±f. 

•  «^  a  ^  ,         a  a 

l32.  1  —  cosa?'  — cosy* — cosz*  —  2cosxoosycosz 

— S 4  cos         "^         cos — -^ COS'-'-^-^COS ^         , 

^  a  a  a  a 

135.  1  —  cos  a?*-=-"  cosy* -f- cos  z*  —  2sinxsiny  cosz 

:^ -i-4 COS'  ^^-      cos  — ^-$ sin  — =^-^ sm        ^      , 

a  d  a  3 

t54.  1  —  cosx*  —  cos/*-f'C^^^*"f"^^*''^**'^>'^^^^    ^ 

ss:+4sm      "^      sin  ^   ■    ^ — cos — i-^i^cos ^-^. 

r  fl  a  a  a 

(Nö.  11g.  1)18  ]34.  aas  $;  32d.  i.  bis  16.) 

^^    siniß—a)    ,    sin{y—ß)   ,     sin(S—y) 

smasinp       stnpsiny   *    sin y sind 

+  sin(v — fi)   ,    9in{€t—v)  ^      . 
sinfAsinv       stnVsina 
i36.  ^X/^— «)   I   sm(y— /?)  .   ^in{S-^r) 

cosacosß   '   cos ß cosy       cosycosS  '  * '  * 

'  *  *  *   ■  cosfAcosv  ~  cosvcosa  "~ 

«37.  si/tf/*+a)si/t{/?— a)  +  Sin(y  +  /9)sin(y— ^5) 

....-f-siit(v+/i);ji>f(v— -•^)-4-si/i(«  +  v)si7i(a — v)==0^ 

»38.    cosC/5  +  «)«n.(/S— 'a)4.oos(y+/9)sin(y  — /?) 

+cos^  +  ^)siit  (i'»— ^)  +  cos(a  4  i')si/i  (« — v)zs:o^ 

(No.  i35.  bis  i38^au8  §.  326.  1.  bis  4.) 


V 


'< 


■ 
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'  sin  (cc  -f  yiy)  sin  (yt  -f  i)y      . 

i4o.  co^a?  +  coÄ  (jp  +  Qy)  +  co*  (^  +  4>') +  cos  (i?  +  2ny) 

cos  {x  ^  ny)  sin(n'{'i)y 

(Kr'  S^y 

[2^0.  i3g.  i4o.  aus  $.  526.  6.  6.  Statt  der  dartigen  a 
und  yß  sind  hier  o?  und  y  gesetzt.) 

.-  sm x,sininx 

i4i.  ^i/far  +  jmÄT+swtSa?..., +5iii«a7=—    ^ 


l4^.   CÖ5Ä+CO52a?  +  C053pP....+COÄ7WP  = 


145.  cosec  X  cosec  2x  +  cosec  stx  cosec  5jp  . . . . 

....+coMc(/i — i)xcosec7uc=:5irt(/i — ijx  cosec  x^cosecnx, 
i44.  *eca7«e(?2a:  +  ^«:3a?Äec3a?. . .,  +^00(71— i)x5ecna? 

=  ^1*71  (» —  i)  a?  ^ec  a?  co5ec  jt  sec  nx. 
No.  i4i.  bis  i44.  aus  J.  526.  7.  bis  10.    Statt  q>  Ut  x 

|f««etzt.)  ^ 

. . . .  +  cos    '       _,         +  cos^ ~—  =  J. 

(No.  146.  ans  §.  526.  11.) 


flß« 


46.   ii«öc=:»-2;  +  .£f! ^ 

a.3  •  a.3.4.5      2.3....7  ^a.3....9 
a  ^   a.3.4      a.3....6^ a.3....8     ••••^• 


2X' 


48.^aii^oo=5Ä  +  ^  + 


i6oc* 


272.  x' 


4*  • .  • ,  oc. 


a.3  ^2.3.4.6^2.5.4.5.6.7 
Vivr     ^\a    t    *'-^    ^'-^-^    3^5>.7    5\5.7.9ar-*-;- 

(No.  i46.  bis  149.  aus  $.  528.  und  35i.) 
öo.      co^ajcs- ^i-- — . 


Sl .        f  ITf  X  S= 


XNo.  i5o.  und  i5i.  aus  §.  529;  8.  und  9.) 


=S 
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Mi 


fi 


(No.  a52.  i53.  ans  §«  332.) 


a.5 


A.4.6.7 
.    1.5,5.7 

2.4,0.8.9 


(a  1.3 

,    1.3.5  ,  \' 

.56.     »=t«„^x-*f2|2L*+^^-^=^^'+*^=2^~.... 

5  ö  '7  9  - 

(Nq.  i64.  i55.  ,166.  ao8  $•  533.)     .    , 

In  No«  i54.  i55.  imd  i56«  darf  ds  nur  im  ersten  pos^liven, 

oder  im  ersten  negativen  Quadranten  liegöi*  ^ 

167.   a**  —  a  Ä*  tfOJ  »  +  1 

xla^-^^acos = hiHa»  — anco* |-i^....  j 

/^,      a(a^l)»-|-flo  ,     \ 

1^9.  a^M^  —  a  !!»"+*  cQ/flo  +  i 

=  (a— i)y  fa'  — ÄÄCOi  — +  1^  j/f  a*  —  fi  a  co#  —  + 1 J 
X |/(a*  —  ÄÄ CO*  —  +  »y  . . . .  V  (a*  —  •  a co*^^"*^  ^4-  >/• 


■MMI 
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i6«.  «'»+•  +  1 

Kj/(-«-,.c<„(^;-)+x)..:Y(..-»<..o.(i^)  +  .) 

x,/(-.-.-.o,(S-+i.)+.)...y(.-«-co,(S±-;»)+.) 

162.  «•"  + 1 


X  ^^«*  —  a  «  coj  —  +  I  j  . . . .  F  r«*  —  a  a  coi  ^^ — ^^  «  +  1  )• 
I      (No«  167.  bis  162.  aus  $.  535,  1.  bis  6.)  ^ 

164.  CO.  X  =  (1  -.^)  (1  -^)  (i  -^)  (i  ^^.)....«x 

'  (No.  i63.  i64.  aaa  $.  357.  i.  2.) 

^-     -T    m     '  m      2n — m  fin+m  4n^-m  4n+in  6;?— m     • 

lbÖ#  ««  —  71=:».    —    . • . — ' ^ — r — • — 2 — •••^' 

fi»  &»■         2n  2n  4n  4n  6» 

/.^      .    m  m     2if — m  ün-^'m  4r— m  4»i+m  6«— m    ^ 

tbo.  xi/i--si=       —    . .  — ? — .— = — . — -^ — . —T — ...00 

£ji  n  n  on  9/t  3n  5it 


167.  cQS'^n:s,    .-— i- — .— - — .  ■-,       .— ^ — .— r ^* 

'  2n  n  n  on  bn  on         sn 


168.    CO* — W=Ä. . ! . . T"—  » — ; . — ^ — ...00 

*     ,  2»  .  2n        ün  Sin  4n   »      4n  on 

(No.  i65.  bis  168.  aus  $.  337.  3.  bis  6.) 

loq.  slnxzaur   ^sin-^^m  — ^ — .*&*  i  ^  ....fin- i— !— =1«* 

^  n  n  it  n 

170.  ii«flos=a'*  ^stn .«II — r—.iKB ....««i issiilf»/ 

*  n  n  n  n 

^n— 1    .•     *         ,5»       .5«^            .     (an— 1)«  _  , 
[171.  a       .'w —  .  /m  —  ,  xin  —    ....  xw  ^^ i-  =s  i« 

■7'-«-"-(f3*'(B"--(i)--*''^=- 

.j3.  V.  ,i..^^.(0*.(-)  ....,;,.fciü:=  ,. 

(No.  169.  bis  175.  und  g.  34i.  i.  bis  7.^ 

g  11  •  if".  —  ■- 
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j  76.  jriit  X  E=  2   cos \ X  tfOJ^«  cot {•  x  coi'^  w . .  •  •  cof-*-^ •  f|»i-i-».. 
>  2^  2" 

177*  ^»i9&;=9o  coi}»coi^x£Oi}xeaf ^\x..«.oio/ö* 

17^«  4*  =«iix-^J 51712«  -f  ^Wn3x  — JWn4»....oc. 

(No.  176.  bis  178.  aas  §•  34i.  8.  bis  10.) 

1 7g.  («ffOf  x)^=+(cof  mx+mcoi(m.--2)x+ — — — ^fföjfrn— 4) flc .-.  • ,] 


kM 


1 80.  (xrui x)  ss-^^eos m»^m coi(m-^)x+ 


m.ni— t 


«0i(fii—4}x  •—•... 


^m 


1 8 1  •  (2  Jin  x)  =  '\'(^e0T  mx — m  co  j(rftV2)x  -}* 


f  flr  m  ==  4  ». 


^m 


coi(m-;4)x— .... 

für  m  1=  4n-|-l 

l82t  {2sifix)"'Ä+(ii»m»— m  jfrf(iji.-2)x+— ^— ^  ^m(iii— 4)x— M.. 

'     fttrm=:4n  +  ^ 
1 85 .  (2/1« x)  = — (Wii  mx— m xin(m^2)x  +   •'  / w(m— 4) x— .. . , 

fär  in=  4»  +  : 

i84.  eof  mx  =+coi»    — • eosx       smx* 

2 

+  fii.ni— i.iit— 3.T11— *5,  «t— 4  ,      A 
= — -. cotx  ^*mx*... 
'2.5.4 

cosx"'^nnx^+„ 


1 85« '>'>>»  d<^  =mcoj  00       ixffx— 5- 

2    •  9  - 


186. 


(No.  17g.  bis  i85«  i^Qs  $.  343.  i.  bis  7.) 

COS2K  =  co#»*—     jzii«^'=  a^cojx*-— 1 

co5  3x  =:  cojx*—   icosx  Jinx'  sä:  4cojx'— 3coiX 

|^üj4k  ^  fOfx^—   öcoix*w»x*+    i£nx^ 

=   SfOJX*—  8a)ix*+j. 
f CD« 5  XI  s:  coj  M*  -••  10 cosM^  sin  x'  -f  ^  cos  x  1x0 x^ 

sz  16  coix*— 20  tfOix'  +  Scosx 


(Afis  5.  344.) 

i£ftAx  s=  fleoix  iinx 

L^tTsSx  =  icosx*  sinx-^     sinx*  ss  5^x-^^sin%* 
I  »       JiKn4x  =s  4eo5x'nnx—  Acosx  sinx* 
l*"7*  ]^n$x  n;  5co/»*«*/ix  — ioro5x*imx*  +  *«»x* 

es  5  Wnpc  —  30  im  x'  +  16  sin  x' 


4» 


6n 


••••C 


(Aus  5.  344.) 

,fit>         /  .  m    \  ft»       2n  SR         4» 

ipo.  senilen — ^.«l« —  . — - — .      t     •', —  •  r~i — *z z: 

\     211  y    m    sn—m  211+1»  4fi^i»  4n+m  o»*— m 

.0^         /      m    \    £»       2n         21»  2«         4»         6ft 

I log.  ^rssL coi —  »  f.— — . — ; — .  =  .-  ■  -      . ,       '  ••g**t"'^**'*^ 

[     *  X      2»   /  7«— rn   n+m  otx— in   p7i+m  oi» — w»  0»+i» 

(No.  j88.  189,  aus  $.  357.  7.  8.) 
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93 


9'- 
94. 
95. 


96. 


s.2.4. 4»6.6.8*8^  10. 10.  ts  .13 «...oo 

Jg       35    *^,   ■    I  I         !!■  '  I        <lp   I    ^.— ^—   ■■       ■■«■I      ■     I  , 

X  .  3 . 5 . 5 .  S  •  7 .  7 1 9  •  9  •  1 1 . 1 X .  i3  •  • . .  oc 

4 «4.8.  8.  T3*i2. 16. 16.20. ao  .....oc  . 
.5.5;7.9*ii«  i3. 15.17. 19.21 ...  .oc 

6.6.t2.i2.i8*i8.!t4,3i.3ö.3o.. ..  oc 


1 


*5.7. 11 .13.17.19.23.25.39. Jl  «...Ob 

(Nö.  190.  bis  192.'  aus  $.  337.  9*  bis  ii.) 

Vabi^  144729  885849  400174  i4343.... 

*®«=;o,  497149  873694  133854  35i36 .... 

«ä3,  i4i593  653589  793238  46a643  383379 
5o2884  197169  399375  105820  974944 
599307  8i64o6  286208  998618  o34825 
942117  067983  i48o86  5 13383  3o6647 

093844  6  + 

^S   333  103093  20834 1  853719  4272943 
1'  106'  33102'  66317*  365381 '  i36oi2o' 
80 143857  345850933  1068866896  ^167956454 
a55io583'  78356779'  340363731'  1963319607' 
3io53343i4i  558778^776^03  8958837768957 
6701487359*  11430376S2070''  2851718461608' 
438234593349304  6i5489o5354i7o45 
i563o8i3l570ii7'  1963799169684491*'  • 
66627445592888887  g646693i25i  39304345  ^^^ 
31308174623589167'  84246d5874266i3207  ^ 

■ 

07   «^  E2  555  io4548  312689  ii464o8  54 19551 
^''    ^7'  xi3'  53215'  99683'  «64gi3'  i733o33' 

.  »65707065  411557987  3549491779  14885392687 
•   Ö3746197*  131003976'  8ii538438'  4738167653L' 
1783566216551  5371151992754  139755318526789 
667663097408'  1709690779488'  4448546770385^' 
5706674952067741  3024627303373*592 1 
i8i649io48ii4374'  963768773685358  ' 
450010946591069243  3076704071730573588 
136876735467187340'  979345322893700547 


)8.      Ä=3+i  — 


7       7.ii3      7.113.4739      7.113.4739^47051 


7  •  ii3 .  4739 .  47061 .  4997G2 


•  •  •  • 
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■  346. 

Anmerkung,  üeberallist  nach  ($.  So8.)  der  Hall^ 
messer  des  KrQi$e$>  in  welchem  maii  die  gooiom^triachen 
loniea  Dimmt^  gleich  i  geseUt  worden. .  Will  man  ihiti 
eine  beliebige  Gröfse,  z,  B.  r,  geben,  und  die  gooiome- 
trischen  Linien  für  einen  solchen  Halbmesser  durch  Sin, 
Cos,  See,  Tanß^  Cot^  Cosec  beseiphnen,  so  ist  z.  B.  für 
den  Bogen  w 

Si/ix  =:  rsinXy         Cosx  =  rcosx 
Tonga:  =  rtangXj     /Cotx  =  rcotx 
Secx  =  rsecxj      Cosec  x  =  rcosecx 

und  man  darf  also  nurr^inx,  rcosx  eic»  BialtSinXj  Cosx 
etc.  '«etsen,  wenn  man  -von  goniometrischen  Linien  für 
den  Halbmesser  r  zu  anderen  lur  den  Halbmesser  i, fiber- 
gehen  wül,  und ,    — — '  etc.   statt  sinx^  cosx  *tc. 

im  umgekehrten  Falle.  Allein  die  Halbmesser  -  anders 
als  gleich  i  ansünehmen^  ist'  wenigstens  für  den  Ge* 
brauch  der  goniometrischen  Linien  nicht  nothwendig. 


Anwendung   der  Goniometrie  anf  drei- 

und  mehrseitige   Figuren,    oder  Trigo- 

nometrie.  und  Polygönometrie. 


347. 
Erläuterung.     Da    die   goniometrischen  Linien' 
Winkel  messen  ($.*  307«)»  ^^äern  zu  einer  gegebenen  goniome^ 
frischen  Ldjue  hur  bestimmte  Winkel  gehören,  und  umge^ ' 
hehrty  so  kann  jnan  sich  der  goniometrisched Linienf  über-, 
all    wo   Winkel  vorkommen^    statt    der   Winkel- 
selbst    bedienen»      Aus  goniometrischen   Tcfeln  findet 
man  zu  gegebenen  Winkeln  die  goniometrischen  Linien  und 
ihre  Itogarithmen ,  und  umgekehrt  tu  gegebenen  goniomttri* 
sehen  Linien  die  Winkel. 

Nun  hängen  in  jeder  Figur  die  Seiten^  Diagonalen  und 

andere  bestimmte  Linien,   nebst  den  Winkeln  die  sie  ein^' 

schlie/seny  nothwendig  von  einander  ab*    Nur  die  be^ 

stimm, enden.  Stücke  der  Figur  können  sich  ohne  Sin» 

^flufs  auf  einander  ändern^    Sind  sie  gegeben^  so  sind 


'  ^ 
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es  auch  alle  übrigen  Linien  und  Kinkel.  Es* müssen  €dso 
auch  aus  gegebenen  bestimmenden  Stücken  einer  Fi'- 
gur  die  übrigen  Stücke  gefunden  werden,  können. 

Winkel  an  sich  würde  man  aber  nicht  durch    Xsi^ 
nieny  von  welchen  Sie  abhängen^  und  umgekArt Linien  durch 
Winkel^    vermittelst  Zahlen  ausdrücken^  und  foTgUA 
lacht  finden  können  ^  weil  Wjnkel  und  Linien^  Grq/sen  van 
verschiedener  ^rt  sind,  und  verschiedene  Einheiten  ha- 
ben»   Setzt   man    ctber  die  goniometrischen  Linien 
statt  der  Winkel,  so  sind  alsdann  nur  Linien  allein  zu 
vergleichen  ;  und  folglich .  dienen  die  goniometrischen  Linien  : 
Winkel,  Seiten  und  Diagonalen  einer  Fi^ur^  und  überhaupt 
Linien  in  bestimmten  Lagen  aus  den  bestimmenden  Stücken 
der  Figur  zu  finden^  welches  ohne  sie,  in  so  fem  man  sich 
der  ydhl  bedienen  wUl,^  nicht  angehen  tpürde,     Sie  sind  alko 
'  für  die  rechnende  Geometrie,  das  heifst,  überall  wo  es  dar- 
auf ankommt,  aus  gegebenen  Stücken  einer  Figur  andere 
Stücke  zu  finden,   wesentlich  nothwendig  und  tmentbehr-- 
Udh.     Zugleich  sind  sie,  wegen  der  Kürze  der  Ausdrücke, 
auch  zu  anderen,  blas  calci4ilativen  Untersuchungen  nüizUch 
und  bequem. 

Die  Anwendung  der  .trigonometrischen  Linien  aiif  Aus- 
rechnung beliebiger  Stucke  einer  Figur,  aus  gegebenen  be- 
stimmenden Stücken  derselben  insbesondere,  heifst,  wenn 
die  Figuren  dreiseitig  oder  Dreiecke  sind,  Trigono- 
metrie, und  wenn  die  Figuren  mehr  als  drei  Seiten  haben, 
Polygonometrie,  Fü>  vier  seit  ige  Figuren  nennt  man 
sie  auch  wohl  T etra gortometrie  *).  -  . 

348. 
Erläuterung.  Um  aus  gegebenen  bestimmenden 
Linien  und  Winkeln  einer  Figur  andere  Linien  und  Winkel 
zu  finden,  kommt  es  offenbar  nur  darauf  an ,  aus  den  geo* 
^metrischen  Eigenschaften  der  Figur  Gleichungen  mfzu- 
stelleny  die  aufser  den  bestimmenden  Stücken  die  ge- 
suchten Stucke  enthalten;  denn  alsdann  darf  ^ man' nur'' die 
gesuchten  Gröfsen  aus  diesen  Gleichungen,  ohne  dafs  wei- 
ter geometrische  Hülfsmittel  nothig  wären,   nach   den  Re- 


'  *>' 


*)  ^  Gewcihnlich  pflegt  man  'die  Goniometrie  von  der  TrJgonoBie- 
trie  Dod  Poly^nometrie  arade  nicht  abzusondern.  Sie  aiod  aber 
wesentlich  verschieden.  Die  Goniometrie  gehört  ^ans  der  Re- 
chenkunst  an  nnd  bedarf  keiner  Fig;ur,  die  Trigonometrie 
und  Polygonometrie  gehört  ganz  der  Geometrie.  Die 'Go-> 
niomttvie  bedarf  der  Trigonometrie  und  Polygonometrie  nichi; 
wohl  juher  bedürfen  diese  jener. 


t 

\   . 

( 
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^7 


g^In  der  Rechenkunst  entwiUceln,     Dergßeicfien  Gleichungen 
sollen  auflösende  GleiohiingeD  he\fsen» 

In  diesen  airflbsenden  Gleichungen  "können  auch  ivieäer 
die  gesuchten  Stücke  zu  bestimmenden  und  umgekehrt  von 
letzteren  diese  oder  jene  als  gesucht  betrachtet  werden^  so 
dafs  jede  Gleichung  nicht  hlos  eine^  sondern  so  viel 
Aufgaben  auflöset,  aU  auf  verschiedene  JFeise  ^iese  oder  jene 
darin  vorkommenden  Grqfsen,  bestimmende  Stücke, 
seyn  können..  Gesetzt  z.  B.  man  habe  eine  Gleichung  ztm^ 
sehen  den  drei  Seiten  eines  beliebigen  Dreiecks  und  «i- 
nein  Winkel  desselben^  oder  vielmehr  irgend  einer  gonio- 
metrisohen  Linie  dieses  Winkels^  so  können  von  diesen  vier  ^ 
Stücken  entweder  die  drei  Seiten^  oder  es,  können  der  Win-- 
kel,  und  die  beiden  ihn  einschlief  senden  Seiten  ^  oder  der 
Winkel  und  die  eine  anliegende  nebst  der  gegenüberliegen- 
den Seite,  in  so  fern  diese  die  gröfste  von  den  beiden  ist^  b  e-i 
stimmende  Stücke  seyrt.  Denn  jede  solche  drei  Stücke 
bestimmen  das  ganze  Dreieck  und  folglich  auch  das  vierte 
Stücke  Die  Gleichung  enthält  also  die  Auflösung  von  drei 
jii^gahen  zugleich^  nemlich :  den  einen  Winkel  aus  den  drei 
Seitenj  die  dritte  Seite  aus  dem  Winkel  und  den  beiden  ihn 
einschUefsenden  Seiten  und  die  dritte  Seite  aus  dem  Win- 
kel und  der  einen  anliegenden  und  der  gröfsern  gegenüber^ 
liegenden  Seite  zu  finden.  Diese  Auflösungen  dir  Gleichung 
kann  man  machen,  ohne  weitere  Hülfe  der  Geometrie, 

Enthalten  Gleichungen  zunschen  beliebigen  Stücken  einer 
Figur,  wie  man  sie  aus  den  geometrischen  Eigenschaften 
der  Figur  aufgestellt  hat,  mehr  Stücke  als  ein  gesuchtes, 
cnifser  den  nothwendigen  bestimmenden  Stücken,  so  darf 
man  nur  zunschen  ff^nen  so  lange  Stücke  eliminiren, 
bis  man  Gleichungen  flndet,  die  nur   ein  Stück  mehr  ent^ 

ehalten,    als  zur  Bestimmung  der  Figur  nÖthig  sind*     Diese 
letzten  Gleichungen  sind  dann   auflösende,    in  welchen 

'  jedes  Stück  das  gesuchte  seyn  kann  und  aus  den  übrigen 
sich  finden  läfst. 

.  Die  nächste  Anwendung  der  Goniometiie  auf  drei  und 
mehrseitige  Figuren,  aUo  der  nächste  Gegenstand  der  2Vi- 
gonometrie  und  Polygonometrie ,  ist  die  Alf  gäbe :  aus  den 
bestimn^enden  Seiten  und  Winkeln,  oder  auch  wohl  aus 
den  bestimmenden  Seiten  und  Diagonalen  und  den  Winkeln 
ztvischen  diesen  Ldnien  die  übrigen  Stücke  der  Figur  zu  finden.  - 
Nächstdem  f:ommt   der  Inhalt  der  Figuren  in  Betracht 

'  ,und  hierauf  die  Untersuchung  beliebiger  anderer  Eigenschaften  ^ 
der  Figuren  i  die  sich  nach  Belieben  vervielfältigen 'hissen. 


«» 


^»■■■' 
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4^     Trigonome.tr  i'e. 


Rechtwinklige  Dreiecke. 

349.  .     . 

Erläuterung^  *  Bös  rechtwinklige  Dreieck  k 
für  trigonometriscfie  und  polygonometrische  ^i^sungen  des- 
halb das  einfachste  und  dasjenige^  von  welchem  die  Außo- 
sung  der  Aufgaben  Von  allen  anderen  Figuren  ausgeht,  wed 
die  goniometrischen  Linien  selbst  Seiten  rechtwinkli- 
ger Dreiecke  sind  {§,  Sog.)*  ^^  kommt  also  zunächst 
auf  die  Auflösung  der  Aufgaben  von  rechtwinkligen 
Dreiecken  an. 

Da  der  rechte  Winkel  immer  eins  der  bestimmen^ 
den  Stücke  seyn  soU^  indem  nur  Von  einem  Dreiecke  die 
Rede  ist,  dessen  einer  Winkel  ein  rechte^r  istf  so  kononen 
beim  rechtwinkligen  Dreiecke,  ai^ser  dem  rechten  Winkel  nur 
noch  zwei  bestimmende  Stücke  in,  Betracht..  Die  auf  Vi' 
senden  Gleichungen  (§.  548.)  dürfen  den  rechten  Win- 
kel gar  nicht  mehr  enthalten,  weil  es  nicht  mehir  darauf 
ankommt  diesen  Winkel  zu  finden^  welcher  vielmehr  ge- 
geben ist.  Sie  dürfen  also  überhaupt  nur  drei  Stücke 
enthalten,  welche  folgende  seyn  können: 

1)  Ein  spitzer  Winkel  und  die  den  rechten  Winkel  ein- 
schUefsenden  Seiten  (die  Catheteti). 

2)  Ein  spitzer  Winkel  und  die  ihn  einschliefsenden  Seiten 
(die  Cathete  und  die  Hypothenuse ,  welche/ den  Winket 
einschUefseri).  -     \ 

3)  Ein  spitzer  Winkel  nebst  der  ihm,  gegenüber  liegen^ 
und  der,  dem  rechten  Winkel  gegenüber,  ihm  anliegen* 
den. Seite  (die  andere  Cathete  und  die  Hypothenuse). 

i)  ,Die  drei  Seiten. 

Je  zwei  von  diesen  drei  Stücken  bestimmen,  nebst  dem 
überall  hinzukommenden  reichten  Winkel,  zusam" 
mengenommen  das  ganze  ^Dreieck  und  folglich  das  dräte 
Stück  j  so  dafs  ixüs  zwei  Stücken  jeder  Gleichung  das  dritte 
mufs  gefunden  werden  können. 

Mehr  Fälle  als  die  vier  giebt  es  nicht;  denn  drei 
Winkel  bestimmen  das  Dreieck  nicht. 

Die  ai^osenden  Gleichungen  für  die  vier' obigen  fSto 
sind  in  folgendem  Lehrsatze  enthalten.  ^ 


1. 
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360. 
Lehrsatz.    Wenn  die  Catheien  eines  rechtwinkligen 
Dreiecks  ABC   {Vig*  170.)   durch  a  und  b,   die   denselben 
gegenüberliegenden  Winkel  durch  a  und  ß  imd  di^  Sfyff^ 
thenuse  der  Dreiecks  durch  c  bezeicfinet  werden,  so  ist 

"  (a  =  ccos  ßl  ^  (b  SS  ccosa) 

^-  Ic  =  ^secß)  "7  U  s=  hseca]* 

.  /b  =:  C5in  /9    }        \  (a  =s  cüira     ) 

^-  ^c  =  bcojec/?J  ^^^  \c  =  aco^ec«)» 

4.  a»  +  b*  =  c*. 

,    Beweis.    I.   Es  $ey  EBz:=i  1  nnd  DE  auf  BC  senk- 
recht, so  i3t  ££>  gleich  ^on^  ß.    Nun  sind  die  rechtwink- 

Ugen  Dreiecke  AGB  und  DEB  ähnlich.    Also  ist  ^ 

^^-Hx-»   fl^  hcifst:  — c=2 — 2^     woraus  fc  =  atang  p 
folgt;  welbhes  die  erste  Gleichung  (1.)  ist. 

Atu  6=«.fa«ff/y  folgt.  «=^=i..ju^    Abt» 

A  ist  gleich  cot  /?»    Also  ist  a  &s  fr  cot  ß.    Dieses  die 

zweite  61eic)iang  in  (i.). 

Ferner  ist  a  +  ßt=sß,  also  ßs^Q  —  (t.  Nun  ist  cot ß 
sstotiiQ — d\  sss  tomga;  also  ist  die  «weite  Gleiclmng 
a  =  hcotß  (1.)  so  \i6l  als  a  ^  htangu^  welches  die 
dritte  Gleichung  (i,)  ist 

Eben  so  ist 9  wegen  tangß^ntang^Q  —  tt)s=cofa,  die' 
erste  Gleichung  h^s: atang ß  (1.)  so   \iel  als  b^^acotai 
welches  die  vierte  Gleichung  (1.)  ist* 

n.    Es  sey  DB  s=  i  ^  und  wie  vorhin  DB  auf  BC 
senkrecht  >  so  ist  EB  =s  cosß.     Nun  ist  in  den  ähnli- 

OB       EB 
chen  Dreiecken  ^CB  und  DEB^  -^n  =  n^ '  ^^*  heiljlt: 

—  te  — ^.    Also  'ist  a  SS  ccos/£.    Dieses  ist  die  erste 

c  X  ^ 

Gleichung  in  (s.)*  \ 

£s  folgt  daraus  c  as  — %tss  a.«— ^,  und  Weil  -rrs 

cosß  cosfl^  cos  ff 

.%  tec/9  isty    c  =  as«c/7.     Dieses  ist  die  s weite  Glei- 
chung in  (a-).,                             • 
'   Grdle^s  GcoMtrie«  24 


,^ 
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Es  st y  AF  =s  t  t^nd  F6  auf  AC  senkrecbt ,   so   üt 
AG^s^cosa.    Nun  ist  in  den  ähnlidien  Dreiecken  ^CB 

nnd  -4GF,  ^g  =  ^jp^»  **«  "wifit:  —  =  —^,  woraiu 

A^ccö^a  folgt;  Welches  die  dritte  Gleic&nng  in-(3.)  ist. 

h                s 
Es  folgt  daraiM^  SS — r=^^' cs^seca;  vrelchei 

die  vierte  Gleichung  in  (2.)  ist 

III.  Es  ist  cos  ßt=z  cos  {q — tt)  SS  sin  a.  Also  fol^  aoi 
der  ersten  Gleichnng  in  (8.),  nemlich  aus  a  ==  c  cosß^ 
aiszcsina^  welches  die  dritte  Gleichnng  in  (S.)  ist. 

Ans  der  sweiten  Gleichnng  in  (2.)  9   nemlich  ans 
o  s=  asecß,  folgt,   wenn  man  Q — a  statt   ß  sBtxt, 
c^sia$ec{Q — a)z^acoseca;  welches  die  vierte Gleichiiag 
in  (i.)  ist. 

Ans  der  dritten  Gleichnng  in  (3.)  folgt  anf  dieselbe 
Weise,  wenn  man  Q — ß  statt  a  setst,  h  ^=z  ccos{ff — ß^ 
zsicsinßi  welches  die  ^rste  Gleichung  in  (3.)  ist. 

Ans  der  vierten  Gleichung  in  (9.)  folgt,  wenn  mas 
wieder  p  —  /?  statt  «  setst,  cssibseo(Q  —  ßjssbcosecß; 
welches  die  zweite  Gleichnng  in  (5.)  ist. 

IV.  Die  Gleichnng  (4.)  drüekt  den  pythagorischen 
Lehrsats  aus  ($•  i24.)* 

351. 
Anmerkung»    Die  Gleichungen  des  vorigen  Lehr, 
sattes   kommen   bei  ferneren  göniometrischen  Unteren-  I 
chungen  sehr  häufig  vor.  '  Es  ist  daher  gnt,  wenn  man 
ihre  unmittelbare  leichte  Herleitung  aus  der  Figur 
'  merkt.    Diese  geschieht,  wenn  man  sich  bei  dem  Anblick  ^ 
'  eines  rechtwinkligen   Dreiecks   einen   Angenblick   vor- 
stelltt  eine  seiner  Seiten,  und  «war  eine  von 


denefn,  weflche  man  iir  die  Gleichunj^  einlfiLh^-j 
ren   will,   sey  der  Halbmesser   1   selbst.    Als- 
dann sind  die  andern  beiden  Seiten  unmittelbar  go- 
niometris che  Linien.    Und  wenn  nun  die  fiir  den 
Halbmesser  genommene  Seite  tfiobti  ist^  so  multipli- 
cirt  man,   um  die  andere  Seite,  veelche  fiir  die  gonio-- 
metrische  Linie  genommen  wurde»  aüssudrücken  ^  diese 
letstere  mit  dem  Werthe  der.  für  den  fialbmesaer  ge- 
pommenen.  Seite.    Denn  so  viel  mal  jene  Seite  gröCier 
oder  kleiner  ist,  ist  es,  wegen  der  Aebnliohkeit  der 
Dreiecke,  auch  diese. 
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*  Man  stelle  sich  c,  B.  Tor  CB  io  (Ji%.  170.)  sey  der 
Halbmesser  1,  so  ist  AC^=ih  dieTang^ente  iindudfj6,=  c 
die  Secante  des  Winkels  /?,  oder  ersteres  dijS  Cotan- 
gente,   letsteres  die  Cosecaote  seines  Complements  a. 

'  Wäre  also  a  gleich   1,  so  wäre 

h  s=  fang ß SS  cota  und  c  =s  secßssposec  tt. 

Nnn  ist  aber  SC  nicht  gleich  1,  sondern  £x  a/ 
Deshalb  mufs  man  die  ffoniomelrischea  Linien  noch  mit 
'  a  multipliciren  und  findet  also: 

&  =s  a  fang  ß  ss  a  eota  und 
c  =S3  a  sec  ß    z=s  a  cosec  a. 
Dieses  ist  in  ($.  35o.)  die  erste  und  Tierte  GleicbnDg  in 
(i.)y    die  £weite  Gleichung   in  (3.)  und  die  vierte  Glei^ 
chun«;  in  (3.)- 

Man  nehme  an,  AC  sey  der  Halbmesser  1,   so  ist 

,  BC  ==.a  die  Tangente  und  AB  ss  0    die  Secante  des 

Winkels  a,  «der  ersteres. die  Gotangente,  letzteres  die 

Cosecante  seines  Complements  /?. ,  Wäre  also  b  gleich 

1,  so  wäre 

a  =  tanga  ssz  cot  ß  und  c  =s  seca  =s  cosecß» 

Nun  ist  aber  AC  nicht  gleich  t,  sondern  gleich 
.   b.     Also   mnfs  man   die   goniometrischen  Linien  noch 
mit  b  multipliciren  nnd  findet  also:      '  ^ 

"    a  =:  5  tanga  r=,b  cot  ß  und 
c  SS  &  sec  a    SS  &  cosecß. 
Dieses  ist  in  ($.  S5o.)  clie  dritte  und  sweite  Gleichung 
in  (i.)f  die  vierte  Gleichung  in  (2.)  und  zweite  Gleichung 
in  (4.). 

Man  nehme  an^  AB  sey  der  Halbmesser  1,  so  ist 
AC  =  b  der  Sinus  und  BC  =  a  der  Cosinus  des  Win- 
kels ßy   oder  ersteres  der  Cosinus,  letzteres  der  Sinua 
des  Winkels  a.    Wäre  also  c  gleich  i,  so  wäre 
,    b,=zsinß^si  cosa  und  a  es  cosßtsisina. 

Nun  ist  aber^JB  nicht  gleich  i^  sondern  gleich 
c.  Also  ma£s  man  die  goniometrischen  Linien  nodi  mit 
c  multipliciren  und  findet  also : 

b  ssc  sinß  rsc  cosa  und 

a  ssiccösßsss  c  sina» 
Oieses  ist  in  ($«  36o^.)  die  erste  Gleichung  in  (SO9  die  dritte 
Gleichung  in  (8*)»  di«  erste  Gleichung  in  (s.)  und  die 
Crkte  Gleiehung  in  (3«). 

So  lassen  sich  alle  Gleichungen  (1.  S.  S.)  ($.  S6o«) 
eus  dem  blofsen  Anblick  der  rigur  aafsteUen. 

24* 
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Aach  die  Gleichung  (4.)  (^  S5o.)  findet  ^fnan  nn- 
mittelbar^'da  sie  blos  den  pythagorischen  LebrsaU 
auBdriickt 

^An^cTkung,  Vermittdst  der  Gleichungen  ($-56o.) 
lassen '  sich  nun  alle  jiuf gaben :  aus  den  hestimmmendm 
Stucken  eütes  rechtwinkligen  Dreiecks  die  übrigen  Stach 
XU  finden^  aufiosen» 

Da  aus  je  zwei  von  den  drei  Stücken^  welche  die  Gld-  • 
(jungen  ($.  56o.)  enthalten  (§.  549.) »   ^«*  dritte  gefunden 
werden  kannf   $0  läfst  sich  aus  den  Qleichungen  folgende 
finden*  .  ^ 

Aus  den  Gleichungen  (1.): 

1)  Eine  Cathete  aus  der  andern  und  dem  der  ersten  ge- 
genüberliegenden spitzen  f Kinkel.   . 

2)  Eine  Cathete   aus  der  andern   und   dem    der  letzten 
gegeniiberliegenden  spitzen  Winkel, 

3)  Ein  spitzer  Winkel  aus  den  beiden  Catheten, 

'  •    Aus   den  Gleichungen.  {2.):  - 

4)  Eine  Cathete  aus  der  Hypothenuse  und  dem  zwisch^ 
beiden  liegenden  spitzen  TrinkeL 

5)  Die  Hypothenuse  aus  der  einen  Cathete  und  dem  zwi- 
schen beiden  liegenden  spitzen  Winkeh 

•    6)'  Ein  spitzer  Winkel  4fus  der  Hypothenuse  und  der  Ca- 
thetej  die  ihn  einschUeJsen» 

Aus  den  Gleichungen  (3): 
7)  Eine  Cathete  aus  dem  ihr  gegenüber  liegenden  spitzen 

Winkel  und  der  Hypothenuse. 
8)/  Die  Hypothenuse  aus  der  einen  Cathete   und  dem  ihr 

gegenüber  liegenden  Winkel, 
9)   Ein  spitzer*  Winkel  aus   der  ihm  gegenüber  liegenden 

Cathete  und  der  Hypothenuse, 

Aus   den  Gleichungen  (4.);. 
10^   Die  Hypothenuse  aus  den  beiden  Catheten. 
11)  Eine  Cathete  aus^  der  andern  und  der  Hypothenuse» 

Dieses  sind  auch^  wie  leicht  zu  sehen^ßrade  die  sämmt^ 
liehen  Auf g ah en^  welche  vorkommen  köna«"; 
Wo  es  mehrere  Auf  los  un  gen  einer  und  derselben  ^^' 
gäbe  giebty  bedient  man  sich  derjenigen,  für  welche  die  gor 
niometrischen  Linien  in  den  Tqfebij  die  man  grade  ^ 
Hanß  hctt,  zu  finden  sind.  Die  Auflösung  der  Am^^ 
istfblgende.  ' 


553«^  R^chtwiakligeDreieeie,  Seiten  u.ff^ird;eL  573 

353.  '  . 

Aufgabe.  I.  Aus  der  Cathete  a  .(Flf.^i70.)  »»<£ 
dem  Winket  ß  die  Cathete  b  zu  finden. 

Auflösung,  5  =  a  tang ß  {§•  3Co.  i.  erateGlei- 
chung>  , 

Btispiet.  Es  «ey  os=27S,o48,  /J=54®  5d  12'', 
nach  alter  Bogen  -  Theilnng  sa  90  Gilden,  60  MSnuteDj^ 
60  Secundefi  ett.,  »o  erhält  loaq  nach  den  Yegaschea 
Tafeln: 

126  .. .  Pr.  Tbeü  für   8 
''^iang  34^  Sd'  %sl*  —  0,7676878  —  1 

S6a. . .  Pr.  TheÜ  für  la^' 

^\atangß)  =s  1,1971326 -f  1  =  «^Ä 

=s.  0,1971326 -f  5k 
Also  b  =:  1 57,465  .     ' 

Aufgabe,  TL.  Aus  der  Cathete  a  und  dem  Winkel 
et  die  Cathete  h  zu  finden, 

Auf  losung,    b  =1:5  acot»=s (J,  55o.  I.  vierte 

Gleicbang),      ,  ^^^ 

Die  Rechnung  in.  Zahlen  ist  der  in  (L)  ganc  ähnlicb.. 

Aufgabe.  III,  Aus  den  Catbeten  a  und  h  den  Win- 
kel ß  zu  finden  r 

h 
Auflösung.    tangß=Z'^  vermc^o  ($* 560v  L  ersto» 

Gleibhang). 

Beispiel.  Es  sey  a=  68oi,32  und  h'zs  i48>oo63, 
so  erhält  man: 

'^i4B^oo63  ==  »,1702617  4- *  9   init  Einschhirs  des  Prop. 

_^ Theils  für  oo63- 

'^68oi>  52  s  0,7656268  +  3,  desgL  für  2. 

•   1—1  =  0,4067349 — 2 

SS  8,4067349—10  =s  ^""(tangß).    , 
Also  /9  =  1^  27*  40,9". 

Aufgabe.  IV.  ^m*  der  Hypothemise  c  wnd  d^m 
Winkel  ß  die  Cathete  a  zu  finden. 

A nfl osung*   as=c  cosß{§. 35o.  8.  erste Glekhnng); 
Die  Rechnung  ia  Zahlen  ist  der  in  (I.)  ähnlich. 

Aufgabe.  V;  Aus  der  Cathete  a  und  dem  Winkel  ß 
die  Hypoihenuse  c  zu  finden. 
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Auflösung,  c^s^asecß  ($•  35o.  8«  «weite  Glei- 
chung). Da  man  die  Logarithmen  der  Secanten  in 
den  Tafeln  nicht  findet  >  so  mnfs  man  statt  c  =  a  secß 
den  Ausdruck 


cos  ß 

ilehmen.  * 

Beispiel.    Es  sey  a  =  100^1687,  /?s 89^.  15'« 4^6*, 

so  erhält  man 

'^100,1687  =s  i90oa654g-|-i  mit  Einschlufa  der 

Prop.  TheUe  für  87 
Abl^esogen    .  (Vegische  Tafel  S.  180.) 

»•«i»89*>.i5'.  4,6'' 

SS  »®coÄ  0^. 44'-  S5^4''sao,ii6>85o— fl  (Veguche  Tafel  S.  198.) 

Also  e  SS  7664,253. 
Aufgabe.     VI.   jius  der  Hypothenuse  o  und  der  Ca- 
thete  a  den  eingeschlossenen  Winkel  ß  zu  finden. 

Auflösung,    a)  cosßss^^    vermöge  ($.  35o.  2. 

erste  Gleichndg). 

ß)  Ist  der  Winkel  ß  sehr  kl^in^  so  weichen  die 
Cosinus  yerschiedener  Winkel  nur  sehr  wenig  yon  einan- 
der ab.    Man  kann  also  alsdann  aus  co5/9=s— ,  wenn 

c 

%uch  a  und  c  genau  gegeben  sind,  den  Winkel  ^  nicht 
mit  eben  der  Schärfe  finden«  Um  in  solchem  Falle  ß 
genauer  su  finden,  berechne  man  den  Sinus  von 
1/?,  wie  folgt.    E»  Ut  cosßszx  —  2siniß*  ($.  345.55.). 

Also  ist  1  ^ 3 si7t  Iß^ss^,  Daraus  folgt  x—^esasin |/9', 

c  c 

oder SS  simlß^,  oder 

2c  »f-  ' 


nn 


i^=t/C-=r)- 


\ 


Beispiel.     Es  sey  a  ss  8671,23  und  cs=8S7i,3if 
BO  erhält  man,  wenn  man  vach  dem  ersten  Auadmck 


easßsz-^  rechnet, 
c 


»•a  =  i,955o43i  +  ft 
^^c  sc  0,95304731  -f  3 

(7)=  9»9999959~»o. 
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'  Dieser  Logarithme  gebort  bu  dem  Cosinni  des  Wiokels 
*  o^.  x5'.  o".    Aber  die  Loyaritbmei^  der  Cosiniu  toq  \Vin7 

kein,  die  um  10  Secanden  gröAer  oder  kleiner  sind, 
;    sind  nar  in  der  letzten  Stelle   um  \  von  dem  obigen 

Yerscbieden  (Vegascbe  Tafeln  S.  194.)*  Man  ist  also  mit 
\  dem  Winkel  /?am  10  Secaud^itn  upgewifs;  denn  er  kann 
'    möglicherweise  um  SSecanden  gröfser  oder  kleiner  seyn. 

Rechnet  man   dagegen    nach   den^i   ft weiten   Ans-s 
dnack  s««|/'=|((— 7-— If  so  erhalt  man 

.  «•^c— ö)  =  »®o,o8        s3e,goSogoo  —  3 
'•(2  c)      =Ä«öi7i4a,6a»josa$4o77flj4i4 

'""(^i^  «0,6690128-6 

'*'(|/(SZlü))  —  7, 5345064 :- 10  =  "(sin  J  ß): 

Dieser  Logaritbme  giebt  den  Winkäl  f /9iiach  der  Ve- 
gaschen Tafel  (S.  193.)  gleich  o**. 7'. 26,6",  also  ß  =  ö^. 
\^'.S\\  nndzwar  bis  auf  eineSecunde  genau.  Die» 
ser  Winkel  ist,  wie  man  sieht,  von  dem  Winkel  o^*  i5^, 
nach  der  ersten  Rechnung,  wirklich  um  9  Secunden  yer* 
schieden  und  also  um  so  viel  genauer, 

jiufgahe.     VIT.    Aus   der  HypotTienuse  c    u^d  dem 
Winkel  ß  die  gegenüberliegende  Cathete  b  zu  finden^ 

Auflösung,   fr^sscsin/?  ($.  35o.3.  erste  Gleichung). 
Die  Rechnung  in  Zahlen  ist  der  in  (L)  fihnlich. 

Aufgabe,     VIII.   Aus   der  Cathete  b  imd  dem  ihr 
gegeniiherüegenden  Winkel  ß  die  Hypothenuse  c  zu  finden^ 

Auflösung,    ozsb  cosecß  ($.  36o.  3*  zweite  Glei-  ' 
chung),  oder,  wegen  der  Logaritibmen  der  Tafeln, 


sin  ß' 


Die  Rechnung  in  Zahlen  ist  der  in  (V.)  ähnlich. 

Aufgäbe*    IX.  Aus  der  Cathete  b  und  der  Hypo- 
thenuse c  den  WihkH  ß  zu  finden^ 

h 

A ufl ösung.    a)  sin ßssz --,  vermöge  ($•  S5o.  3.  erste 

c  "  ,    * 

Gleichung). 

ß)  Roirnnt  der  Winkel  ß  einem  rechten  nahe,  so 
ist  es  ein  Fall,  iwie  in  (VI.  ß).  Man  thut  dann  besser, 
den  Sinus  des  halben  Winkels  ku  berecnnon.^  Es  ist 

sin  ß  ziz  cos{q  —  /?)  =  1  —  2sin\{g-^ß)^y   also 


\  • 
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i—fl5inJ(o— Ä»=s=— »  woraus  8^J(p— /9)*=i 

-s  -^^^  nod  mtthia 


«inf 


folgt. 


('-«=J'(^) 


Die  Rechnmig  in  Zahlen  ist  der  in  (VI.  ß.)  Shnllch. 

Aufgahif.  "K.  Aus  den  beiden  Catheien  a  undh 
die  Hyfothenuse  o,  xu  ßnäjen. 

Auf  losung.     o  =  /(a*  +  >»)  (J.  36o.  4.). 

Beispiel.  Es  sey  a=8o645ii,  &s 49571,6.  WoUfe 
man  ganz  mit  Logarithmen  rechnen,  so  mü^sto  man  die 
Logarithmen  vvn  &o543|i  nnd  49571,5  snchent  sie  mit  2 
mmtipHciren  und  sn  den  Prodncten  wieder  die  Zahlen 
)sehmen,  welche  u*  nnd  h*  wären.  Dieses  aber  ist  wohl 
beschwerlicher  t  als  wenn  man  a  nnd  h  mit  sich  selbst 
multiplicirt  nnd  die  Qiiadrate  addirt    Man  findet 

a*    ;=  6487190967,61 
i»    asa4575556ia,2S 

a^JLh^    =8944524669.76 
»^(ö»+^*)  =»»95*55734-8 
^'•(/(a*4.6*))  =  0,9767786 +  4 
.  o     8=94675,6. 

Aufgabe,    XL  Aus  der  Hypothenuse c  und^der  Co- 
thete  a,  die  Caihete  b  zu  finden. 

Auflösung.    5s=v^(c* — a*)=sy((o  +  a)(c — a))  ver- 
m6ge  ($.  55o.  4.). 

Beispiel.    Es  sey  c=5o8,tS7  nnd  a=s485^08if  so 
ist  c-f  a==99i|2i8  und  c -«- a  =  25,o56,  also 


>3989ii7  + 


^«(c + ö)  =  0,996 1692  -4-  2 
"(c— a)  =  o^ 

*^((o +a)  (c— a))  =  2,3 


*^((o  -f-a)  ((?— ö)^  =  2,3960809  -(-  2 

r))— 1,19764c 
5  =  i67^594. 


] 
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Erläuterung.  Der  Inhalt  eines  Dreiecks  muß 
sich , Jedesmal  aus  den  Stücken y  die  das  Dreieck  bestim- 
men^ berechnen  lassen^  weil  mit  den  bestimmenden 
Stücken  das  ganze  Dreieck  gegeben  ist. 

Die  bestimmenden  Stiicke  eines  rechtwinkligen  Dreiecks 
sind  '  "^  .  - 
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« 


I.     xwei  Seiten^  und  zwar: 

1)  die  beiden  Caiheten;  oder 

2)  die  Hypoihertuse  und  eine  Catf^ete, 

IL     iine  Seite  und  ei^  spitzer  fTi^kel,  und 
zwar: 

3)  eine  Cathete  und  der  abliegende  spitze.  Winkel;  oder 
4),  eine  Cathete  und  der  gegenüberliegende  spit^  fFinkel; 

oder 
&)  die  Hypothenuse  und  ein  spitzer  WinJceL 
jlus  diesen  Stücken  mufs  sich  also  der  Inhalt  finden  lassen  $ 
'svelches  folgende  Auff^oben  giebt,  « 

865. 

Aufgabe^  I.  Aus  den  beiden  Catheten  a  und  h  des 
rechtwinkUgen  Dreiecks  ABC  (Fig-  I70«)  /deu  Inhalt  des 
Dreiecks  zu  finden. 

Auflösung.  Die  Cathete  b  ist  die  H o h e  des  Drei, 
ecke  über  der  Grandlinie  a,  weil  AC  auf  CB  senkrecht 
isty  und  umgekehrt:  a  ist  die  Höhe  über  iler  Grundliaie 
h.  Also  ist  der  Inhalt  des  Dreiecks,  welcher  durch  A 
bei&eichnet  werden  magy  zn  Folffe  ($.  163.  IV.) 

1.     A  =  —  =  §a.&  =  Jfr.«* 


Rechnung  nach  diesem  Ausdrucke  kann  auch  durch 
Logarithmen  geschehen  und  hat  keine  Schwierigkeit. 
Mao  mufs  nur>  damit  von  den  möglich -kleinsten  Zah.\ 
lan  die  Logarithmen  £u  nehmen  sind,  nicht  das 
Product  a&,  sondern  einen  der  Factoren  halbiren.  In 
den  meisten  Fällen  ist  es  indessen  kürzer,  blos  su  mtil-  ' 
tipliciren»  weil  daa  Aufschlagen  von  drei  Zahlen  in  den 
Tafeln  mehr  Mühe  macht  als  eine  einfache  Multiplica- 
tion«  Rechnet  man  ohne  Logarithmen,  so  kann 
man,  'wenn  einer  der  Factoren  mit  2  aufgebt;  welches  an 
der  letzten  Ziffer  zu  erkennen,  den  Factor,  ehe  man  mul- 
tiplicirti  halbiren.  'Gebt  kein  Factor  mit  2  auf,  so  mül- 
tipliart  man  erst  und  halbirt  dann  das  Product.  MuU 
,  tipüoatioiis  •  Tafein ,  deren  in  ($•  i6o.  Rechenkunst)  er- 
wähnt, kommen  bei  dieser  Inhalts  •Berechnung  eben- 
fi4b  SU  Stalten* 

Aufgabe.    IL    Aus  der  Hypothenuse  c  und  der  ei^ 
tun  Cathete  a  den  Inhalt  des  Dreiecks  A  zu  fitiditii. 

•    Auflosung,    a)  DaA=2^(I.)und  6=?/(c*— a») 
(§•  S5o.  4.)  iat>  so  ist 
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,..^_  5 5 ,. 

wodaroh  man  A  aus  a  and  c  flodet. 

/S)   Et  ist  auch  bzsatangßsscsiufi  and  assci:osß, 
al0O 

5,    cosß=z^\ 

c 

-,     Nimmt  man  aai  dieaem  Aatdrack,  od^r  wenn  der 

'  Winkel  ß  sehr  klein  ist,  ß  aas 

so  erhält  man  — ,  oder 

Die  Aasdrücke  (6.  and  4.)  sind  sar  Rechnang  mit  Lo- 
garithmen ebenfolls  beqaem» 

Beiapieh     Es  sey  c  =  837,24  und  a  =  65i^oi,  bo 
ist 

*^a  =  i,8i55877  -j-  1 

'  (7)  =  <>>8907577  — f 

==  9*8907577  —  10  S=  ^  °C05  /?. 

Also/?s=38«.67  .42''     • 
'«»/ajf^/?=  9,9077749— 10 
»?(a>)raa, '^0=5,6271754-4-2 

0,5349603  -f  5  «=  '•(«*  iangß)=^'>{2  A). 
Also  2Ass342728>5  und 
A  =3 171369,2. 

>    ^      Aufgabe*    IIL  i^ii5  d^  Caihete  a  u/id  dem  rnüiegen- 
den  spitzen  Winkel  ß  den  Inhalt  des  Dreiecks  A  zu  ßndem. 

Auflosung.    Es  ist  atangßssb^  also,  da  Ass  — 

6.     Assla^tangß. 
Die  Berechnung  in  Zahlen  bat  keine  Schwierigkeit 
Dio  DiTiHon  mit  2  geschieht  eoletst. 

Aufgabe.     IV.    Aus  der  Catheie  a  tmd  dem  gegen» 

über  liegenden  spitzten  Winkel  a  den  Inhalt  des  Dreiecks 

A  zu  finden. 

ab 
Auflösung,    Es  ist  bssa  cota,  also,  da  ^=s— - 


I 


356.357*  Beliebige  Dreieelfe,  Seiten  ü.  JFinkeL   579 

6.     Ass^cs^coTa^ 
die  BerecbnuDg^  in  Zahlen  wie  (HI.)* 

Aufgäbe.     V.     Au8    der  Hypoihenuäe  t   und   dem 
spitzen  Winkel  ß  den  Inhalt  des  Dreiecks^  A  zu  finden. 

Auflösung.    Es  ist  a^:zccosßnnib:szcsinß^  aUo 

A         cih 

da  As—  ist 

7.     ^^sj^e*  sinßcos  ß, 
'Da  ^sinßcosßcB  sinaß^  so  ist  anch 

a.  A=ic»swia^.  i 
Osfr  Ansdrock  (8.)  ist  sur  Berecbnon«  bequemer  als 
(7.),  sobald  Seconden  nnd  kleinere  Tneile  von  dem 
Winkel  ß  gegeben  sind»  für  welche  man  die  ^ro]>orUo- 
nal  -  Theile  der  Logarithmen  in  den  Tafeln  suchen 
mufs  9  Ireil  die  £rgänftiiag  alsdann  nur  einmal,  hin- 
ge^en  in  Ausdruck  (y.Yicweima^«  für  den  Sinns  und 
fiir  den  Cosinus  su  nehmen  ist. 

Beliebij^e   Dreiecke. 

366. 

Erläuterung.    Die  bestimmenden  SfwcJke  ei- 
nes beliebigen  Dreiecks  sind  zu  Folge  ($.  56.) : 
1^   eine  Seite  und  zwei  Winkel) 

2)  zwei  Seiten  und  der  eingeschlossene  Winkel; 

o)  zwei  Seiten  und   der  eine   anliegende  WUikel.     Idegt 
derselbe   der  grbjsern  Seite  gegenüber  ^   so   ist  nur  ein 
Dreieck  möglich.    Liegt  er  der  kleinern  gegenubir^    so 
sind  zivei  Dreiecke  möglich. 
4)  Die  drei  Seiten. 

Die    auflösenden    Gleichung en  ($•  348.),   w 
welchen  au/ser  den  bestimmenden  Stücken  noch  irgend  ein 
viertes  Stück  vorkommen  soll,  müssen  also  enthalten : 
V\  zwei  Seiten  und  die  beiden  anliegenden  Winkelf 

3)  zwei  Seiten^  einen  eingeschlossenen  und  einen  atdiegen- 
den  Winkel; 

3)  drei  SeUen  und  einen  Winkel. 
Vermittelst  dieser  Gleichimgen  müssen  jedesmal  aus  den  fre- 
stimmenden    Stücken    die    übrigen   gefunden   werden 
können. 

Man  findet  die^e  Gleichungen  aus  folgendem  Lehrsatze. 

367. 
Lehrsatz.     Wenn  man  die  Seiten  eines   beliebigen 
Dreiecks  ABC  (Fig.  171.  I.  und  U.).  durch  a,  b,  c  und  die 
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gegenüber  liegenden  Winkel  durch  a,  ß,  y,   oder  auch  durdi 
cby  ac  iiud  ba  bezeichnet ^  so  ist     ^ 

1.    bJin/  zsz.esin^ß  oder  hsinhsL  =:  c^inca, 
S.    C52iia  =  asiny   oder  c^zncb  =  a^itnab, 
"         5.   a  £211  ß  SS  h  $171  a  oder,  a  ^iti  ac  =  b  sin  be  j 
4«    c  cos  /?  +  b  cos  y  z=z  a   oder  c  co*  ca  +  b  cos  b4  =  9f 
5«    acos^  4"  cco^a  =  b    oder  acosab  -|*  c cos cb  as  b, 
6«   b  cos  a  ^  R  cos  /?  n;  c   oder  b  cos  bc  -^  ^  cos  ac.  =  c. 

Beweis.  I.  Wenn  s.  B.  ^D  auf  £C7  senkrecbt  H 
so  ist  in  dem  recbtwiokligen  Dreieck  ^Ci>^  so  Folge 
($•  S5o.  oder36i.)  AD  =  b  ^n}'  =  b  «zitba  und  in  im 
reohtwinklij^eii  Dreiecke  /tBD^AD  =:  c  sinß  acs  c^inca. 
Also  ist 

hsiny  =5  o  sinß  oder  ft^nfta  ss  csinca^ 
welches  die  erste  Gleichong  des  Lehrsatees  ist 

'  Die  zweite  nnd  dritte  Gleiobnngp  findet 
man  aus  der  ersten  durch  blofsfs  Weiter- 
riicken  der  Buchstaben.  Es  ist  besser,  &U 
nicht  erst  ans  der  Fi{;ar ^nehmco.  Da  nemlich 
die  erste  Gleichung,  wie  man  sieht,  für  jede  Gestalt 
des.  Dreiecks  gilt,  so  gilt  sie  auch,  wenn  man  z.  B«  h  statt  ai 
hierauf  c  statt  b  zur  Grundlinie  nimmt,  welches  geschieht 
wenn  man  mit  allen  Buchstaben  um  einen 
weiter  geht«  Auf  a  folgt  b,  auf  b,  c,  auf  c  wieder  a, 
auf  0^  folgt  A^auf  /?,  y  und  auf  y  wieder  a.^  Scbreiit 
man  auf  diese  Weise  statt  aller  Bu'chstaben 
die  zunächst  folgenden,  so  kann  man  aus  derer« 
sten  Gleichung  die  zweite  und  aus  dieser  die  dritte  un- 
mittelbar niederschreiben.  Geht  man  über  die 
letzte  Gleichung  hinaus,  so  mufs  man  wJ^ederdie 
erste  finden,  welches  zugleich  zur  Probe  der 
Verwandlung  dient.  Dieses  Verfahren  ist  bes- 
ser, leichter  und  sicherer,  als  wenn  man 
Gleichungen ,  <fE<?,  wie  hier,  nur  in  djen  Buch- 
staben verschieden  sind,  aus  der  Figur  nimm^ 

II  In  dem  rechtwinkligen  Dr^eck  ABD  ist  BO 
Sil  c  cos  ß  und  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ACD  ist 
+  CD  ==  6  cosy.  Nun  ist  BC  oder  a  gleich  BD±  CD. 
Also  ist 

.c oQS  ß  ^  b  cosy  SS  a   oder  c  cos  ca  ^  b cosba  ^  a. 
Dieses  ist  die.  vierte  Gleichung  des  Lehrsatzes,    p^^ 
fünfte  und  sechste  findet  man  aus  der  vierten  wie* 
der    durch   bloCses   Weiterrücken   der  Buch- 
fl^aben• 
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Ana  di«Mn  Gloicbnngeii  fiodet  mao  di«  «nflösea- 
den  Gl«ichDogeii  des  Drsieck«,  wie  folgt. 

368. 
Lehrsatz.      Die   auflösenden    Gleichungen 
($.  566.)  JÜT  ein  beliebigta  Dreieck  ABC  (Kj.  171. 1.  u.  U.) 
■  si/id  folgende: 

V  ""Sir  "i^fi  A>  ""i  S,U<n  UM  Jit  Md«, 

3.  asiap^iosmee)  = 

4.  a  «n  ;*  =r  e  (sin  ßcosf-{-  cos  ß.sinj')^c- 

5.  a«»/S=bfs(n/?ro5/^coj/?ffln  yj^bi 

6.  '  bsina^szaisinycosa-^cos/sinaS^ai  < 

7.  bsin 7*  =  C  («n  y  c«» ß 4- coj y  ain a>^ c i 
8-  C  ?'"  /'^  hisin  a  cos  ß-*-cosa  sin  /^  ^  b  J 
g,     o«'Ras=B(sinacos/9.^co/ajEn/9)^aj 

_/Kr  iwri  Seiten  und  einen  eitigescMossenea  vnd  einen  anlie- 
genden Winkel- 

10.     a'+b*  —  aabcosr^c*)  ^-     ,    -  c.  ..  .     . 

„.     b'4-c--3bcc<«a  =  a4-fe':f"^"""^««« 
,ä.     c»-f  a'-3caco*/?=b-J   ^"^*^*'-  . 

Beweis.    I.    Die  ersten  drei  Gleichongen  aind  die 
Gleicboo^D  (i.  11.  3.)  in  ($-  55?.)  telUt,- 

II.'    .^.    Mnltiplicirt  man  io  ($.  S67.)  die  Gleichnng 
(1.)  mit  cos  f  und  die  Gleicboog  (4.)  mit  siny,   so   er- 
'  hält  man 

bsinycosy^sosinßcoty  and 
ccosßsinyT^bcosj'siny^asiitj'.     » 
Zieht  man  die  erste  Gleichung  von  dir  sweitvn  ab, 
so  erhält  man 

ccoaßsinj'ssasinj'-^csinßcosj',  oder 
asinY^c(sinßcosY^cosßsiny), 
oder   ancli,   weil  ai«/?cosy-|-oos/?«iny  =  *is(/y+y)   ist 
(J.  54Ö.  M.), 

.  Dieses  ist  die  Gleicbnng  (4.)  des  LebrsatKM.  Ddrcb 
Weiterrücken  der  Bnchstaben  findet  m^- ans  derselben 
die  Gleicbnngen  (6.  und  8.). 

Difvidirt   man    die   Gleichanp  (4.^  des   LehnaUerf, 
durch  die  Gleichung  (1.),  so  erhält  man 

,  a^ sinßcoay-f-cosßsinY aiw(j9-f-y) 

h'  sinß  >     sinß      ' 

oder  f  ■  . 

atinß=ihiiiiaßcosii-\-coaßsin)')ssbiin(ß'^)'). 
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Di«8e8  ist  die  Gleiobimg  (6.)  dai  Lehrsats«%  1^ld  4^Tdk 
Weiterrückea  der  BucluUben  findet  man    da,raa8  ik 

Gleichangen  .(7.  und  9.). 

jß.    Es  ist  auch  wegen  a-|-/9+y  =  2p, 

azsüo  —  {ß.+  r)  «od  da  smi9Q  —  {ß+r))=»sin(ß+r) 
ist  ($.  545.  d8.)  sinazszsin  (ß-^f).  Dieses  in  dfe  Gleichuii£ 
(a.)  gesetzt  giebt  ebenfalls  c  «Vi  (/?-}"  y)  =  ^**''y>  "wie  (4.) 
nnd  dorcb  Weiterrücken  der  Bucbstaben  die  Gleichoo- 
.gen  (6.  nnd  8.).  Ferner  die  Gleichangen  (5.  7.  und  9.), 
wie  in  (-<<.). 

C«    Da  in  (ji.)  asinyssc{sinßcosy'^cosßsiny)  nad 
in   (B.)y   unabhängig  TOn   dem  Satse  ($•  Si6.), 
a^i/i^^z:  c5m(/9-f-7)  gefänden   wnrde^  so  folgt  daraof 
auch,  hier  mit  Hülfe  des  Dreiecks,  der  Sats 

sm{ß'\^y)c=isinßöbsy'^co8ß8iny  .(§.  5i6.) 
aber  unmittelbar  nun  für  solche  Winkel  ß  und  /, 
die>  wie  im  Dreieck,  jßasamm.en  kleiner  als  Ewei 
Rechte  sind.  Mann  kann  zwar  den  Sat«  weiter  auch 
auf  gröfsere  Winkel  ausd^fhnen  und  ihn  folglich  auch 
allgemein  aus  dem  Dreiecke  beweisen.  Der  Be- 
weis ist  aber  weniger  natürlich ,  und  weitläuftiger  als 
4er  Beweis  {$.  Sid.). 

III.    A.   Die  Gleichungen  ($•  SS?«  i.  und  4.)  aind 
bsiny — c5iit/9^=o  und 
bcosy'-\'COosß::s€u  I 

Man  qnadrire  sie   und  addire  die  Quadrate^  89   erhält 
man 

fc*  sinyi  —  ahcsiuysinß^c^sinß^  ' 

^h^  eoiy^  ^  abocosycosß^c^cosß^^za^^  oder 
b*  +  2Äc(co5yco5/?— «'»ysi// /?)  +  <?*  =  a%  oder 
b*  +  2fcGca«(/&  +  y)  +  c*==a%  oder  weil /?+,y= 2p — «, 
h^''^2bcco8a'{'C^  :=a*; 
welches  die  Gleichung  (ii.)  des  Lehrsatzes  ist.- 

£•    Auch  kann  man  auf  folgende  Weise  verfahrea. 
Man  multiplidre  in  ($.  367.)  die  Gleichung  (A,^  mit 
«»  die  Gleichung  (5.)  mit  b  und  die  Gleichung  (6.)  mit 
c,  so  erhält  man 

ac  C05 /J-4- ö&  CO*  y  SB  a% 
bacosyA^hcco8a:=zb^^ 
,  ofrcosir-f-cacoi5/9s£o^. 

Man  aiehe  die  erste  Gleichung  von  der  Summe  der  bei- 
den andern  fib,  so  erhält  man 

fiJoco«Ä  =  5*-(-c*  —  a%  oder 
6*-4-c* — niiccoaassa^r 
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Dieses  ist  Ebenfalls  die 'Gleicrbmig*'  (11.)  des  Lelirsdties# 
Durch  Weiterrückea  der  Buchstaben  findet  man  äna 
derselben  die  Gleicbong^n  {x2.  und  lO.)- 

■ 

369. 

Erläuterung.  Die  ^nfgaben:  aussen  best  im- 
-menden  Stücken  eines  Dreiecks  die  übrigen  Stücke  zu 
finden^  sind  nun  folgende: 

Gegeben.  Gesucht. 

Eine  Seite    und  die    beiden     1)  eine  zweite  Seite, 

anliegenden  Winkel^ 
Eine  Seite,  ein  an-  und  ein     2)   die  zwischen  dJen  beiden 
abliegender  Winkel,  Winkeln  liegende  Seite^ 

3)  die  dritte  Seite. 
Zwei  Seiten   und  der  einge-    4)  ein  zweiter  Winkel^ 

schlasseiie  Winkel^  5)  die  dritte  Seite» 

Zwei  Seiten   und  ein  anlie-    6)    der     andere    anliegende 
gender  Winkel,  Winkel, 

der  eingeschlossene  Winkel, 
^  8)  die  dritte  $eite,  . 

Drei  Seüen.    ^  '9)  Ein  Winkel. 

Die  Auflosung  dieser  Aufgaben  geschieht  durch  die  auf'^ 
Tosenden  Gleichungen  ($.  568.)  wie  folgt. 

360. 
Aufgabe.     L    Aus  einer  Seite  und  den  beiden  an- 
liegfmfien  Winkeln  eines  Dreiecks  ^  eine  der  beiden  übrigen 
Seiten  zu  finden,  also 

aus  a,  ß  und  y .  . .  .  c  orfer  b 
aus  b,  y  und  a  . . . .  a  oder  c 
und  aus  c,  a  und  /?....  b  oder  a. 
Auflösung.    A.  Die  aullösenden  6Ieichan|;en  (4^ 
und  60  ($.  368.)  geben  : 

■^^i  V  nnd  btsLa  /^^f  <;»  also,  weiterrückend, 

I        ^     sma  _         ,     siny  ' 

i.<a=g6  .  .nndcaeli  .  ,    ,    ,, 

L  5Mt/9.         .  sina 

saiic^P)  9in{a+ß) 

B.  Mit  den  ge{^<ibenen  drei  Stücken,  %.T^  a,  ß  mnd 
y^  nemlich  mit  einer  Seite  nnd  swei  Winkeln,  ist  n  ui; 
ein  Dreieck  mdglicb,  also  kanif  das  gesncbte  vierto  Stücl 
>«B.  c,'  nur  etnen  Werth  haben. 


sm 


^84 
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360^ 


G.  Sind  di«  Winkel ,  Ton  welchen  in  dieiaii  Aufdrücken  die 
Sious.voi^oinmeD,  entweder  sehr  klein  oder  einem. oder  zwei 
rechten  Winkeln  »ehr  nahe,  nnd  man  verlaö^t  eine  gro« 
fse  Genanigkeity  so  kann  men  sich  <fer  Reihen  ($.  528.)  bedie- 
nen,, welche  die  Sinns  und  Cosinos  durch  den  Bogen  fenaorackeB^ 
nemlich  der  Reihen 


A. 


cos» 


-^5  + 


oc' 


ft  ''"2.5.4      a.4..M6 


•  •  •  • 


•  •  • . 


und 


Wtre  2.B.  der  Winkel  fr  in  dem  Ausdruck  ccg'g   :   .J. 


klein  oder  einem  rechten  sehr  nahe,  und  man beseicfanet die 
Xiänge  des  im  ersten  Fall  su  dem  Winkel  /  seihst,  im  andern 
zu  seinem  $11  p p  1  e m e n t  gehörigen  Bogens^/Ür den Halhmeaacr  1, 
dmxh  72,  so  kann  man  setzen : 


5. 


sin  {ß+r) 

Es  werden,  weil  7.  sehr  klein  vorausgesetzt  wird,'  in  der  Regel  n«r 

die  beiden  eMen  ölieder  nöthig  seyn.    W&re  ^  +  r  '^^  klein,  nnd 

.man  bezeichnet  die  daau  gehörigen  Bogen  durch  ßg  und  y^,  so  vire 


n  — 


yj 


M 


4.     c  = 


2.5      a«3.4. 5 


•  •  •  • 


W&re  s.  B.  r  einem  rechten  Winkel  sehr 'nahe,  so  schreibe  man 


sUtt  e 


sinf 


sin(ß+ry 


Alsdann  ist 


5.     c=i 


a(- 


(g-yi)*  .  (Q-r,y 


•■"  •  •  •  •  y 


««(/»  +  y)V  2  •     a.5-4 

und  so  hei  den  andern  Winkeln.  Die  Lftnge  der  Bogen  für  eine 
beliebige  Zahl  ton  Graden,  Minuten  und  Secnnden  findet  man  ge- 
wöhnlich in  den  trisonometrischen  Tafeln  schon  berechnet ,  z.  B.  in 
dm  >Vegaschen  Tafeln  auf  (S.  297.). 

2>.  Verlangt  man  übrigens  nicht  mehr  als  diejenige 
Genauigkeit,  welche  dieLogarithjnen-Tafeln  geben»  so  siad 
die  allgemeinen  Aasdrücke  (i.)  für  alleFälle  gleich 
passend;  denn  obgleich  allerdinffs  die  Sinus»  s«B.  von 
Winkeln,  die  einem  rechten  nahe  kommen,  nur  wenig 
Tdn  einander  abweichen,  und  wie  die  Tafeln  «eigen 
(Vegasch^  Tafeln  SV19S.)  ein  Winkel  sogar  von  einem 
rechten  u|n  90  Secnnden  oder  i^  Miouten  Tersohieden 
seyn  kann,  ohne  da£i  sich  der  Legar^tbme  seines  Sinn« 
auch  aui?  in  der  siebenten  Decimalsteile  änderte,  bo 
ist  dennoch  die  Genauigkeit  immer  die  neoiUche^  eben 
weil  die  Ijogarithmen  nicht  von  einander  verschiedaa 
ind.    D^nn  gesetzt  in  dem  Ausdrucke. 


y 
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*w(/y+y) 
läge  f  zwischen  90^  und  90^^  i|,  00  ist  üa^h  den  Ta^ 
fein  für  alle  verschiedenen  Wertfae  von  ;^  der  lioj^a« 
rithme  von  sinj'  der  nekniiche.  Dieses  beweiset,  dafi 
die  Verschiedenheit  der  Winkel  y  anf  c,  in  denjenigen 
DecimalsteUen,  bis  anf  welche  man  q  findet,  keinen  Ein* 
fluT«  hat  Hätte  man  daher  den  Log^arithmen  svon  Hny 
^uch  ^naner,  so  konnte  daraus  doch  immeir  nur  eine 
Abvreicbnng  der  hdhern  Decimalstellen  von  o  entstehen» 
Daher  gieht  der  allgemeine  Ausdruck-  sein  Resultat  in 
allen  Fällen  mit  der  nemlichen  Genauigkeit« 

JBeispiel  für  den  allgemeintn  jtusdxutlC. 
JUßey  a=si  768,045,  /?=  35« .  4i .  S'^uni  y  ==  i2x«.  &'.  2Ü\ 
%o  iBt  ß^r^  i56''.49'*28"  und 

<«asso,845o296-|-3 

i,i774643-f2« 

.Abgegogen'»(wi(/g|y))='^(j»;ifl3«,io\5g'0ago,6949997-V 

giebt  '«4?  so,68i24646-hS) 
abo  o  s=^  3823,44. 

^jiufgahe.     IL  «^u^  einer  Seite  eine»  Dreiecks  und 
den  beiden,  sie  nicht  einschliefsenden  Winkeln^  die  zwischen 
diesen  beiden  Winkeln  liegenden  Seiten  zu  finden,    atso^ 
aus  a,  et  und  y .  •  • .  b,   oder  aus  a,  a  und  /?••••  o; 
aus  b,  ß  tmd  a. .  • .  c,    ocfer  aus  h,  ß  und  y  •  •  • » a*$ 
.  aus  c,  y  und  ß. ..  .a,   oder  aus  c^  y  und  a, .  • .  b. 

Auflösung.    A*  Die  4iu£Ip>enden  Gleichunge/i  (6« 
und  9«  $«358«)  geben 

^^a"^;^^  ^nd  c=ä^i=l^?M,  und  durch  Weiter- 
]  ««»  ««»  rttcken, 

^  smp  ■    sinß 

'  ^n(y+ß)        .         siniria) 

B.  IMSt^den  gegebenen  drei  Stacken^  fe.Sk  a,.^«^  und 
'  y,  Ut  wiederum  nur*  ein  Dreieck  möglich';   also  kann 

das  gesuohte  vierte  Stüek,  fc.B.  &,  nur  einen  YVertb 
haben«  '    ^ 

C.  Wegen  des  Talles^  wenn  man  bei  kl^neren  Win- 
keln eine  gröfsere  Genauigkeit  verlangti  findet  die  ^bige 
Bemerkung  Statt«     ;    .,    ., 

Grdk's  Geometrie«  '  t^^ 


/• 


'         / 
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D,  Die  Berecbnung  ii\  Zahlen  Ut  der  in  (L)  ähnlich. 

'jI  u/s  ^  ^  ?• .  Öl-  ^MS  einer  Seite  eines  Dreiecks  und 
zweien,  Ai^ßcjbe  nicht  einschliefsenden  Winkeln^  die  ändert 
anUegaide  Seite  zu  ßnden^  cdso 

1  au3  E)  f»  und  ]^ .  •  •  .  c>  oder  aus  a,  et  und  /?.  »^  •  b; 
aus  bf  ßM^^  ^  ••  •  1^1  ^c'^'*  ^><^  b,  /9  und  7^ ....  c; 
au5  Ci  .^^  und  /?.«..  b ,   oc^er  an«  c,  y  und  a  .  .  •  •  a. 

Auflösung.  A.  die  atiflMenden  deichnngen  (d. 
nntf  5.  §.  55ö.)  geben 

c  =  a-T--^,   besaA-^t  alio  darch  WeitcrrückeD/ 
sma^  sina*  ■"  ' 

•  ■      *'     '        ■    ^.  •  ' 

sma  mStny 

I  sinp  sinp 

\         siuß  sina 

siny  siny  *  , 

Bi  Mit  'den  gegebenen  drei  Stücken^  s.  B«  a,  a  und 
f,  iflt.nnr  ein  Dreieck  möglich ^  alsokaniidad  gesndife 
gierte  Stück»  b»B.  c^  nur  einen  Werth  baben« 

C.  Die  Bereehnnng  in  Zahlen  ist  der  in  (I.)  ähnlich. 

Aufgabe.     rV«    Aus  zwei  Seiten  eines  Dreiecks  und** 
dem  eingeschlossenen  Winkel  einen  der  "beiden  übrigen  Win- 
kel zu  finden  j  also  " 
'     •           *      äiis  st^h,  Y  .  .  •  .  op  od^  A 

aus  b)  c,  a  .  ,  .  .  ß  öder  y, 
aus  xsy  eiy  ß  ....  y  öder  a. 

Erste  Auflosung.  A.  Die  auflösenden Gleichnn- 
gen  (6*  und  6«  $.  358.)  nemlicfa 

Qsinß  ssi  hsinßcosy 'j-' hcosßsinynnä 
hsin»  ==  asinycosa  *4*  aeosysina;  oder 
bsinycosß  :=z'asinß  -^  hcosyßihß xaiA 
asinycosa  ss  bsincc  —  ucosysina 
geben»  wenn  man  die  aweiten  durch  asiny  sin  a^  die  er-  * 
0ten  durch  i^^zn  ;^nra/7  üividirli 

[    ^        b — acosy       ^^     a — bcosy         ,   ,,     ,   ««i  . - 
ccfiatss  ■>     ,      %  cütßss  ^v"\'  "  /,  ottd  dnrch  Wei^ 
a«Äy  '       "-        bsv^y  terrttckfen, 

*'7    ^*z>     c-^bcesa       ^        b^^ccosc^ 
I  D  Sin  a  c  stn  n 

r     -t       a^^cosB .  c-'-a'cosS  '      * 

;   '  ^         csinß  *  '  -•   -asbtß    * 

woraus  man  die  gesuchten  Siüoke  findet« 
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'  B.  Mit  den  gegebebeir  drei  Sttoken ,  nämlich  £wei 
Seiten  tind  dem  eiogesehfaMsenen  Winlbel,  ist  nar  ein 
Dreieck  möglich.  Also  kann  das  gemcbte  Tiefte  Stitek 
nur  einen  Werth  haben«.  In  derTiiat  (st  der  nädi^e 
Wifiket»  i^elcher  «.ß.  voit  a  einerlei  Cqtangente 
hat,  27t  i-a  ($.345.32.)»  welcher  Wiok^l  gräDseraU  sp 
od^r.  4^  ist^  nod  ein  «^ Q}cl)er  Winket,  findet  in  eitlem 
Dreiecke  nicht  Statt. 


s 


Zweite  Auflosung*     Es  ist  "-^■— ^=r'       '  ■>    und 

treil  r"  =  -T--öV5*  308.5.}.  - — I^^ST^ ^'^*'^^Z ?"^ 

fr      smp  ^' a — b      ^^^ -  .,  5ince  —  5wip 

Jtnß  ^    ^ 

Nun  ist  -: — '    .  ^  =3  ^  ^    w^^^x  (f  546.  86.).    AMp 

ist 

aHh^  ^tangKa-^-ß) 

Es  ist  aber,  wegen  a  +  /9+y  =  fl?»  «  +  /5=2p— y,  also 
I  (a  +  1?)  =s  ß  — iy,    folgUch  tonj  |,(«.+  i^)  =  cot  fy. 

mithin  m  (2.)  ^^  =  ,^^^|(^_^>   woraus  . 
iang  §  (« — /?)  =  ^qrj  cot^y,,  ofler 

l/ang- 1  (/?—  y)  ==  j;^  flotf«,    «der 

c ( 

««nff i (y  — /?)  =  ^j^ eo<  1 « ,   und 
WffKy— '«)  Ä  ^^co«!/?;  oder 

■  # 

folgt 


10. 


•*       % 


Hüvaos  findet flttan>  den  balbesi. Unterschied 
fweier  Winkel  desOirei^cks,  Die  llalke  Stamme  der 
siemUnhen  »wei  Winket  dsi  •     « 


•       »u 


-.'  .• 


25*' 
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Addirt  man  zu  dieser  halben  Snmm^,  oder  «nbtndiirt 
davon  den  otnsen  halben  Unterschied,  eo  findet  nu 
tt,  ß  nnd  y,  %.B. 

!(«  +  /»)  + JC«^/»)««,  §(«+/?)-§(/?— «)=«  nnd 
i(»  +  /?)-i(«-A)=Ä  §(«  +  /?) +  §(/?— «)=/»«.•■».' 

Man  findet  alao  die  gesuchten  Stücke  aiu  (10.  nnd  ii>)> 

» 

Dritte  Auflösung.    Man  setse 

12^     y  =s  fftiv^xf  —  =  tangtp^^  --  =s  tangq>^^ 

^o  9>x7  V'a»  9^1  Winkel  beseichn^i  die  vermiltekt  die- 
ser Gleichungen  durch  a  und  ^,5  und  c,  c  und  a^ 
geben  sind.    Nun  ist  s.  B. 


-i 1 


««»^yx  =  f  Vrar,  ««^ (9«  — I «) ~ -^ =  fxi-  ^ 

"war  aber  in  der  zweiten  Auflösung  tang  Oa—ß) 
=  ^^^cofiy.    Also  ist 

tangiia-^ß)  =  *fl«^(flPt~J^)co*|y,    pder 
,      <awi(/?— «)  = 'ay^d^— 9x)co*iy,  und 
iS  / '^^  *  ^^"^ ^^  ~ '  "^^"^  (9^*  —  J^)  ^öf  I  a,   oder 

|fa7tg"i(y — a)  =  t(mg{(p^ — i^)  cot  iß,   oder 

Vermittelst  (is.  und  iS.)  findet  man  den  halben  Voter- 
schied  der  gesachten  Winkel  und  hierauf  die  Wink^ 
selbst^  -wie  in  der  zweiten  Auflosung. 

Sind  nicht  sowohl  die  Seiten,  wie  z.  B.  a  und  b  selM 
sondern  ihre  Logarithmen  gegebei^,  bo  braacU 
man  Ar  die  dritfee  Auflösung  nicht»  wie  für  die  erste 
und  zweite,  erst  a  und  h  selbst  zjl  sudien,  sondern  &>' 
det  aus  (isu)  z.  ^.  tang  tp^  unmittelbar  utid  hiÜrain 
f  (a — ß)  ^us  (iS.)  und  a  aus  (ix.). 
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Tißrts  AuflSsunf^^  fflr  den  Fall,  wenn  eine  dfer 
beiden  begebenen  Seiten  gegen  die  andere  S9hr  klein 
ist»  und  eine  besondere  Genauigkeit  verlangt  wird* 
£5  ist  (Rechenkiinat  f.  26a)  1«  B. 

l?^»y= — iTTiTi »  '''*«=^ JTTZT — 


fotyziz       »  '    ■      ,  eöta^s:' 


wo  e  die  Zabl  bedeutet,  deren  natdrli<;ber  LogaritbmÄ  1  isti    SeU^ 
man  diese  Ausdrücke  von  wy»    sin»  nnd  cwy,    cos»  inject» 

.      ft-« co^  (8.),  to  erhÜt  nun,  da  cot» « ^  bt, 

oder,  wenn  man  einen  Augenblick»  der  Kdrze  wegen, 

16.    J'^-^T=^v.  *^-*=> 

setzt  nrid  ervagt,  dafii  e'^^~*B=-^—  und  *^      '  ^^TJ^^IJ  ■**» 

*  e* 

oder  j»*^^*— a*9)  «s  a«— a>y,  womtu 


»»  -«y»— 4 


? 


X 


.1 SL-._±« 


17.    »'s:r ^Ä 

IM^«    Es  ist  also  Tenadge  (&6.) 

i8.    ^■•*r'-'»=s , — . 

Nimmt  man  hiervon  die  nämlichen  Logaritbmctt,  ao  erbüCman 
Nun  ist  nach  (Rechenkunst  f.  ai9«  U.  4.) 


>>. 


\  - 


.« 
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36> 


•  •  ■ 


IV  •  . 


V^T""       ) T*^  ^     "'JP'' 

Setzt  man  dieses  in'  (19.)  und  dindiri  zagleich  init  a  /—  t^  so  criiilt 
man 

""•"n — J7=r — y'^aftA 37:=^1 — I 

altc^yermöge  (i4.)   . 
El  lAt  also 

<*  =  ^^lify  +  jp«n2y+5j5w3y 


*  •  • « 


•  ■  r  • 


a 


ao. 


0 


a«' 


c 
a 


Diese  Auadröcke  ^en  die  Bofen,  welche  das  Maafa  der  ae* 
•ncliten  Winkel  für  den  Halbmesaer  1  »ind.  Sie  smd 
dann  nützlich,  wenn  eine  der  beiden  gegebenen  Seiten  gegen  die  an- 
dere sehr  klein  ist>  z.  B*  in  dem^ersten  Anadnick  (ao.)  n  gegen 
h;  denn  alsdann  convergirt  die  Reihe,  welche  x  atudracLt,  aomcU. 

Fünfte  Auflösung,  für  den  Fall,  wenn  der  gegebene 
eingeschlossene  Winkel  y  wenig  von  zwei  Rechtem 
verschieden  ist,  also  die  ffeanchten  W^inkel  Sehr  klein 
sind  and  man  eine  besondere  Genauigkeit  Terlangt 

Aach  dann  kann  man  sich  wir  in  (I.  C)  der  Reihen  bedicDCB. 
welche  die  Bogen  durch  die  Sinus  und  Cosinus  ausdrücken« 

Zufolge  (80  ist     . 

asiuf 
ai»    $angxzsi^  *      ^     % 

und  wenn  man 

setsti  wo  nun  r  sehr  klein,  ist. 


3^— f 


»5.  t««Ä«=g^ 


asinr 


acosv 


S^ft  min  hierin  die  Reihen  luv  sinr  und  cosr,  9q  crhgU  man 


I 
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ii.    tang  «  = 


a% 


ß% 


und  wenn  mau  wirklich  dividirt  änd  bei-  der  dritlen  PoiesüLt  von  t 
stehen  bleibt, 


ar 


Nun  ht 


\ 


27. 


a6.    Ä=  eÄTiflf«  «-  l^ao^c«'  .^* . .  (Rechcnkimst  $«  167.  !•  1.) 
aUo  ist         • 

Den-  andern  Winkel  ß  findet  man ,   wenn  man  a.  mit  K  verwechselt, 
und  durch  Weiterrücken  der  Biichstciben  überhaupt ; 

welches  die  Bogen  der  ^snphten  Winkel  gicbt.  Legendre  (etemSm 
äe  georMtrie  XL  '^<'^*  T^S:  ^7"  ^* )  '^i^.^ct  die  nemlichen  BesKl- 
Ute  aaf  einem  andena  Wegi  :  — 

BeispieL    E«  «ey  .. 

a  3=  i54,o8v.    b  Ä  6643,1^,    y  =178^6'.  18'' 
und  ea  werde  a  gesuc^t.L 

a)    Rechnet  tfian  aadtder   ersten  Auflösung,   so 

erhält  man  .      „ 

-      co^r  =  —  sw8&^.  6;.  18;;  =  —  cos  i;. 6^., -42    •     r 

8645,19  +  ^34,081.  co^i0.5(^'.  42"  '. 

>$4,e8i  £in  1^.  54 . 4lli  .       - 

also  .  .  . 


^  '^ 
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J<>(co*  i^.  64'.  42")  =  o>9997585  —  i 

'*(i34,o8i . CO« i^.64'.4a'')  s=  0^1271266  +  2 
i54,o8i.  CO«  1*^.64'.  42     =    i54,oo6 

+  8545t  19 

=  8677,196. 

»<»(i54,o8i)  fi=s  0,1273672+2 
»  °(sm  lO.  64'.  42")  =  0,6252089  —  2 


»^(»54,081 .  sin  i^.  64'.  42")  SS   0,6606761  +  o 

"8677,196  =  0,9583791+5 


00t  c^  =5i5j2878o3o 
a  =  o^l'.47". 

ß)  Nach  dersweiten  Art  erliält  man 
cotly  =  00*89^.  2'.  39"  =3  /oTiß- 0^.67'.  21"* 

6  +  a  =3  8643,19  +  i34,o8i  =  8677,271 
t  —  a  =  8643,190  —  i34^o8i  =  8408,109 
**^(84o9,i09)  =  0,9247600  +  3 
'•(coiffy)  s=  o,2225ooo  —  2 


'^((fr  —  a)cotiy)  as  1,1470600  +  1 
— '°(8677,27i)  =  o,95a585o  -  -  5 


^^{tang i (ß — «))  c=  0,2086670  —  2 

i{ß—a)  =o«.66'.34" 

e— }y  =  *(/?+ a)  =  0^3/.  2/' 

a  =  0*^.   i'.  47"} 
wie  in  a. 

;^)  Nach  der  dritten  Art  erhält  man 


*°a  SS  1,1273672  +  1 
^^b  zsz  0,9316201+5 


wie  in  tZi 


^^tangtp  SS  0,1967471  —  2 

(p^    oS63'.6/V 
f;t— <p=3  44^   6'.   5" 
^^tang  {^n-^-qi)  =  0,9863666  —  1 
^^{cot  f  y)  s=  o,2223ooo  -^  2 

'^(fflw^fff  (/?—«))  2=  1,2086666  — a 
i(/?— a)  sa  o^6&'.54"  - 
f  (/?+«)  =s  .0^,  67'.  2i'V 

a=:    o«.   i'.47^5 


Die  Auflösungen  (1.  ^.  3.)  erfordem^wie  man  «ieht, 
.ungefähr  gleicl^  viel  Rechnung.  In  «o  fern  al^^ 
nicht  etwa  die  Logarithmen  der  Seiten  statt 
der  Seiten  selbst  gegeben  aind  und  deibalp 
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die  dritte  Aafliösdiif^  TorKosiebeii  ist,  ist  die  erate,  als 
die  einfachste  und  nalürlicfaBte,  die  beste  ;^  den'a  bdi  der 
einfachsten  Art  sa  rechnen  darf  man  am  weni{^t;,en 
fürchten  sa  fehlen«  Die  vierte  Auflösun^p  kommt  nur 
"vor,  wenn  eine  der  {gegebenen  Seiten  gegen  die  andere , 
und  die  fünfte,  wenn  der  eingeschlossene  Winkel 
sehr  klein  ist  und  eine  ungewöhnliche  Genauigkeit  verk- 
langt wird.  .  . 

Anmerkung.    Man  pflegt  auch  wohl  den  Sat£  (g.), 
s.  B. 

der  KU  der  sweiten  Auflösung  nöthig  ist^  noch  insbe* 
sondere  aus  einer  Figur  £U  beweisen,  %.  B.  wie  folgt. 

Es  sey  (Fig.  172.)  van  den  beiden  Seifen  CA  und 
BA  des  Dreiecks  ^£C>  CA  die  kleinere  und  CA^szCD 
CF^  EAP  sey  eioe  gräde  Linie  undfBmit^D  par^ 


ist,  x  +  f*  oder  BAF^s^q,  folglich  auch  BEP=:q^  weil 
BE  mit  DA  parallel  seyn  soll.  Nan  ist,  wegen  eben 
dieser  Paralleleii,  £zs:r=:za — x.    Aber  a  +  /S  +  y  =5=  qq 


EBA  =  §(«—?)  nnd  EBF  =  i{a^ß). 
ISfun  ist  in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  BEA  und  BEF 
EA^  =  EB  fang  EBA  und  EF  =:  EB  fang  EBF; 

also  ist 

EP  _  fang  EBF  _  ian^Ka+ß) 

EA        fang  EBA  "^  tangila—ß)* 
In  den  rechtwinkligen  Dreiecken  BEF  und  DAF  ist  aber 

EF  :_  BF 

EA~  BD' 

BDssa— fr  ist,  so  ist 

o— *        tangi{a^ßy 
vas  SU  beweisen  wan 

Malt  sehe  über  dergleiehen  JBeweise  die  Bemerkun- 
gen am  Schlüsse  der  folgenden  Aufgabe  (V.)- 
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Aufgabe.     V.    Aus  zwm,  Seiten    eines .  Dreieda 
dem  eingeschlossenen  fVinkel  die  dritte  Seite  zu  finden.  jSsa 
"       ■  '    •  aus  a^  hj  y c, 

aus  b,  ,c,  a  f  •  .  .  '.  a, 

dusf  Cy  a,  /?.....  b.  . 

Erste  A ufl osung.    Die  aaflÖBende  Gleichang  (10. 
5.  550.)  giebt  "    ^  '  . 

c.  =  i/(a*  +  6*  —  2ah  cosy);  also  auch 


(c.  = 

Lb  3= 


1^(8* +  c* — 2&ocosa)  und 

0- 


6  3=  ^^(c' +/1* -^  2  c  a  cos  ^^ 

Mit  den  gegebenen  drei  Stücken ,  nemlicfa  xwei  Seiten 
und  dem  «ingeschloss^nen  Wiok.el,*  ist  nur  ein  Dreieck' 
mogiicb*  Also  kann  das  ^suchto-  vierte  Stück  our  ei- 
nen Worth  haben. 

Sind  otwa  nicht  sowohl  die  Seiten   selbst,  soodero 
vielmehr  ihreLogarithmen  gegeben,  so  braucht  nan 
^icbt  erst  die  Seiten  in  suchen,  sondern  findet  die  dritu 
auch  unmittelbar« 


Zweite  Auf  losung.  Es  ist  s.  B.  ccsyssi — 2sinlf 
($  545.  56.)*  Also  ist  in  (28.)  c  =  |/(a»  +  5*— «aJ 
+  4a65m|y*),>>der,  vreil  a»  +b*—2ab  =  (a  — ft)'  W 

*        c  =  Vi(a  — *)*  +  4  a  6  si/i  |y»^,    oder 

Setibt  man  nun 

-ii-Si.y(afc)  =  tangw^    und  analog: 

^  s  — ^ö 

v^onach  die  Winkel  (p^ ,  qpa  9  Vs  ^ich  richten,  so  erhalt 
Jüan,  Vfeil  alsdann  s.  B.       ;  ^^^^ =s  /a?^?',  «^ 

*  c  =  (a— *)•(!  +faÄg'<pJ)  =  (a—h)sec(pi,  öäer 

ö  — &  5  —  c       -      •    c— « 

90v    C  =  ■  I    a  SS  '  I     6  =s  ■  • 

CO*  q>t    ^  cosqf;^  cos  g>^ 

Vermittebt  der  Ausdrucke  (99.  und  3o.)  laCit  sich 
c  aus  a,  b  und  y  finden. 

Diese  Auflösung  giebt  die  dritte  Seite  in  dem  Fall 
vsreuo   der   gegenüber  liegende  Winkel  ^^'^^ 


f    . 
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Ji.lein  ist,  genaaer  als  die  erste,  well  in  (29.)  der  Si- 
nus des  halben 'Winkels  so  neiiaien  ist^  den  man  in 
deo  Tafeln  genaaer  findet  als  den  Cosinus  eines  sehr 
kleinen  Winliels,  in  (28.). 

Dritte  Auflosung.  In  der  zweiten  Anfljliiang' 
ist  n.  B.  €  ±=  •((a— 6)*4-4a6smJ7»).  Es  ist  .aber 
4<z^  s=  (a  +  fr)»  — (a— &y,   also  auch  '\ 

c  :=y((a— &)»  +  (a  +  ^)»5i>i§y*~(a  — 5>«rf«fy»),/oder 
'c  =  y^((a-f.&)*5E«§y»4-(a— fr)*{i— ^f>%    oder     . 

Xc  =  •[((a  +  fc) sin i yy  +  ((a— R)  ca^f  y)*]  tuid 

(6  «  y[((c  +  a)  5m J /q*  +  ((c  -  «)  cos  f  /?)*].  ; 

Diese  AnflSsnng  giiebt  die  dritte  Seite  dann  KOÄiaer 
als  die  erste,  wenn  der  gegebene  Wittkel 
sehr  klein  and  zn^leich  der üntersohSed  der 
gege|ienen  Seiten  sehr  klein  i^t.- 

feierte  Auflosung,   Man  snühe  erst  aus  den  ge-, 
gebenen  Stöcken  einen  der  beiden  übrigen  Winkel,  jnach 
der  ersten  Art  (IV.)  nemlich  aus 

asmy  bsina  '         osmp 

(&.)•    Ist  c.  B.  a  gefunden,  so  erhält  man  c,  ^us  den  Olei? 

chongen  (2.  $•  36ft«)  nemlich: 

ffc  -  siny     _.       .sina         sinßi  - 

55.    c  =3  a-~   und   a  ^si  b-r-a%   h  zsc •■—''. 
sina  nnß  ^y   \ 

Fünfte  Auf losung.    Man  suche  erst  aus  den  ffe** 
rebenen  Stücken  einen  Winkel  nach  der  ftweite,n  Art  ' 
(IV.),  uemlicb  aus 

"  B—a 

lang  1 0?—  a)  s  j-j-^  cot  J  y, 

54.   /  .        c-fc  '^'°''' 

«a/iffKy-^a)  =  — r-^cotfß  oder 

*««  i  ^«  —  y)  s=  ^S  <""  t  A 
und 
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Ist  hieraus  s.B.  a  gefanden ,  so  erhält  man  c,  wie  ia 
der  vierten  An'floiBang,  aas 

56.   c  =  a  -r-^,  a  =  &  -T-3  und  &  =  c -r-^  (33.)- 

Sechste  Auflösung.  Man  suche  erst  aus  den 
regebenen  Stücken  einen  Winkel  nach  der  drittea 
Art  (IV.))  aemlich  aus 

57«    T-  =  ttt»5yx.^   —SS fang y»  und  ^^stangtp^  (^^)f 

tangi(p — /?)  =  <«»S'(9x — 'i^)co'fy  oder 
i    ,    tang  l{ß—a)  =  fang(J;r— yx)cot|y,    j 
«o    Jtcmgliß—y)  5=a  fa7f5'(9?a— |;i)co/|a   oderl    -^  -* 


und 


}tang  i(y — a)  zsl  tang  (y,  —  |  ^)  co/  i  /9  oder | 
fang  ^{a—y)^=Ltdng{l7t^q>^)  coli  ß^ 


Ist  hieraus  2,  B.  er  gefunden^  so  erhält  man  o,  wie  in  der 
vierten  Auflösung,  aus 

A  siny  -  sin  cc  sinß  ,„„  ^ 

Mit  dieser  Auflösung  Terbält  es  sich  wie  mit  der  ersten. 
Sind  etwa  nicht  die  beiden  Seiten  selbst,  sondern  iface 
Logarithmen  gegeben,  so  braucht  man  die  Seiten  picht 
erst  £u  suchen,  sondern  kann  mit  den  Logarithmen  un- 
mittelbar rechnen. 

Sieh^ntM  AnJlSsungf  fülrdenFill,  wenn  eine  von 
den  beiden  gegebenen  Selten  gegen  die  andere  sehr 
klein  ist.  Und  eine  grofse  Genauigkeit  verlangt  wird« 

Es  ist  ■•  B. 

4i.    Ä»  +  B»  — aa^coifsa(Ä— Äa^*^**)(a— Ä»-^»^'-?)} 
denn  mnltiplicirt  man  die  beiden  Factoren  rechterhand,  so  erhält  man 

Äa4.i»-.afl|^co#f  töa»— fl&(«y»^-»  + ^•^-*)  +  i»,  od« 

—raÄcoiysp— «M*^"*  +  «'^"")f  oder 

wie  gehörig. 

Nun  ist,  wenn  a  tind  h  die  beldefi  ^eg^benen  Seiten  eines  Drei- 
ecks sind  and  y  der  einceschlossene  Winkel  ist» 

fl»  +  g«  —  a  Ä  ^  coj;,  sr  c»  (28.), 


,  5€b.     beliebige  Dreiecie,  (Seiten  u.  WifikeK^    flg7 

\ 

9 

WO  4r  di^  dritte  Seite  itt.    E«  itl  abo 

...(._ix-)(._^.-v-.).. 

Niaunt  nuoi  hicrvoa  dl«  tuttfrlicben  Logarithmen,  ao  efhltlt  m^ 

■  oder  Bacb  (Radtenlunut  $.  999,  D.  11.) 

«.'casa  '«—-/»'-*   ^^M'^  ^^JfV-i 


oder 
«,  «ssa.  «— 9'^-«'«/— a-— co/Sf— a?-;cox5/....,  oder 


oder  ancli»  weil  mm  die  beiden  gegebenen  Seiten  nach  Belieben 
rechsein  kapn» 

ÄA       te  ^e        ^  Ä?  h*        ^ 

,44.    y  vis=:*'tf-^*-«o#»-*'--jeo/a»-— ^ep#3««.««, 

"l  •  »  ••     <^  . 

'*.       *        e  c*  c* 

Man  hndet  bierdarch  ans  swei  gegebenen  Seiten  und  dlem  einge- 
schlossenen Winkel  die  dritte  Seite. 

Die  Bleiben  convergiren  mn  so  mehr,  |e  kleiner  eine  der 
beiden  gegebenen  Seiten  gegen  die  andere  ist* 

jiehte^jiu/löiungf  für   den  Fall«   wenn    der  einee- 
icblossene  Winkel  wenig  toq  swei  Rechten  abweicnt.  , 
Ea  iM  z.  B. 

e'ssa^  +  B*  —  aahtosf.  - 

Mbn  setze  ^==2^«— Tj  wo  nun  %  nach  der  Voransietiäang  sdbr 
klein  ist.    Da  to'sf^sz^cosx^  so  ist       ' 

^' a  «*  •(- £3 -).  Aa5cMf| 
oder,  wea  tot%^\^'^^—^....  (a.), 

c»Äa«+i«+ft«i— a«*— +a«Ä-"ff-T*»«.i  oder 
•      •  •  a  ^         a.5.4 
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S)    Ite^b  der  Tiarttfn  Art  erhält  mlui 

'<>a  SS  0,72246698 -f-A 
^^(cosy)  =5  Q,g85o58o  —^  e 

»^(aco^y)  =»1,0097078+0 
a  C09  j'  c=  10,2260 
'        6=68,5528 

& — aüo^  }^  =  68y5o68 

«  ^a  =  0,7246698  +  »• 
»^(«wy)=s  0,99  t  777<>—  ^ 
*ö(a5^ny)  =  0,7164468  4- 1 
»0(6  —  acoÄy}==  0^7667191 +  1J 

*o(cof  «ÄS  0,0492723  +  Oi 
«=3  4i<».56'.23\ 

»Ofl  — 0,7246698  +  * 

»o(5iny)  =  0,9917773  — ^        • 
»®(a«?iy)  =  1,7 164470  +  0 
'*>(^mcg)  ==  o,8234Si5  —  1 

0^578,162$ 

-wie  in  «^« 

«)  Nach  der  fftnften  Auflösung  erhält  man 

6 — a  =    i5,4847 
6  +  a  =:  i2i|58o9 
Jy  =  39^26^34\ 
|(^+a)  ==  p— i7  =:  60^.  35'.  26". 
*o^6— a)  =  0,1899028+1 
^{pot^Y)  =  o,o848o53+Q 
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^•((6— a)coef  y  =  1,2747081  +  0 
»0(6+ a)  =  i,o84865i  +  i 

fc^co^Jy)  =  0,1898450-1  «'^(^ana'iOJ-*)) 

"*"|(y9— a)  ==  8^  48'.  5''    ,  ,^    ,»» 

a  =  eSo.  35'.  26"  -  8-.  48'.  5"  =  41«.  fS'.  25 

'«a  =  0,7246698+1 
^""{sinr)  SB  »o(öo*  11**.  6',  62")  g  o.QQi777a  — I 

»o(a5i7iy)  =  1,7164470+0 
*<*(5wia)  Ä«o(^>i4i0.46'-25")  s=  o,82545i5— A 

c;s78>i62f 
wie  in  (».)•  f  ) 


r^ 


^y  Seiten  u.  JFinkel.      4oi 


£)    Naek  der  ii  e  c  b  s  t  e a  Art  «rbalt  man 


lo; 


1^72466984-0 

h  =  o,8558^+  1 

^Hans  ¥  ==  Oj^8«77 14  —  1/ 

.      97  B     57^W.3o', 

J;i  — ipas  +  70.  i6'.3o. 

'*^fa/f5^(Jn:  —  q>)  =s  o,io5o4^o  —  1 

^^{cotJY)  ==  o,o848o53+o 

'*'^a?f^|(/?— ä)  =  0,1898613—1 
!(/?—«)  =:8^48'-5". 

a  s  60^. 35'.  26'^— 8^.  48'.  5'  =  4i*>.46'-a5': 
*®a  SBS  0,7246698+1 
^""{siny)  :ss  0,9917770—1 

»<^(aA«y),=  1,7164468  +  0 
»«^<5ma)  =:£  o,82345i$—  » 

I  c  =  78^  162; 

yde  in  (a.). 

Wie  man  sieht,  erfordern  alle  sechs  Anflö'anngen 
nnj^fahr  gleich  viel  Rechnnng.  Daher  ist  in  der  Re^el^ 
Hrenn  nicht  etwa  wegen  der  Kleinheit  des  eiogeschlos« 
'senen  Winkelsi  und  mehrerer  Genauigkeit  wegen^  oder 
weil  etwa  nicht  die  Seiten  selbst  9  sondern  ihre  Loga« 
rithmen  gegeben  sind,  eine  andere  'Anflösnog  nothwen. 
dig  ist«  <Ue  erste  Auflösung,  als  die  einfachste  und 
nätftrlichste,  die  b^ste«  Die  siebente  und  achte  Auflösung 
kommen  nur  vor,  wenn  eine  ungewöhnliche  Genaoig« 
keit  verlangt  wird» 

jtnmerhung»  Den  Ausdruck  (3i.)»  auf  welchem 
die  dritte  Auflösung  beruht^  pflegt  mjan  wieder,  wie  den 
Ausdruck  (9»)  in  (IV*)»  auch  für  sich  aus  einer  Figur  sä 
heweis«n,  s.  B.  wie  folgt. 

Es   sey  wie  vorhin  (Fi?.  172.)  CD^esCA,   GB  mit 
JtD  parallel,  und  CG  und  BK  auf  GB  senkrecht,  so  ist 
GWssBK,  und  GBrsHK.    Die  grade  Linie  CG  halbirt 
d>er  den  Winkel  y;  denn'wcfgen  Cji±z  CD  und  CHsszCH 
sind  die  rechtwinkligen  Dreiecke  CHD  und  CHL^, 
und  folglich  die  Winkel  GCS  und  HCA  gleich ;  also  ist 
in  den  rechtwinkligen  Dreiecken  GCB.und  HCA^ 
GB'sz  asiniy,    GC  =i  acos^y; 
AHssbsiniry   HCsshcosiy. 
GnDe*s  Geometrie.  -  26 
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Da  non  GB^AHzs^AK  und  GC—HC=  ÄKisti  (oist 
./MC  =  (o  +  &)  sin i y  und  £it  ='(a  —  &)  ccw  Jy. 
\  In  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ^iCB  ist  abek*y(i^£'-|-JBPj 
'  =:  jiB  =  c.    Also  ist 

welche^  die  erste  Gleichung  (3i.)  ist. 

Der^eicfaen  besondere  Beweise  einzelner  Sätcsioi 
der  Figur  sind  «war  £ur  XJebung  im  Erkennen  und  Ent- 
wickeln .  der  geometrischen  Eigenschaften  der  Fi|[iutfl 
sehr  nütriich ;  allein  es  ist  nicht  gut,  wenn  man  daraif 
Sätse  oder  Auflösungen  von  Aufgaben,  die,  wie  dieoü 
gen,  au^  frühern,  allgemein  bewiesenen  Sät£en  fol^o, 
gründet,  oder  dieselben  gar  da>on  abhängig  mach^.  Deut 
die  allgemeinen  Sätze  müssen  nfcht  allein  ohne  die  be- 
sondern dennoch  aufgestellt  werden,  so  dafs  das  Nein- 
liehe  zweimal  geschieht,  sondern  das  Gedächtnifs  irifd 
'  auch  durch  die  besonderen  Beweise  unnütz  belastet  und 
einer  tler  Hauptvortheile  der  Allgemeinheit,  daHt  tie 
mehreres  Einzelne  zusammenfasset  und  den  Ueberblick 
des  Zusammenhanges  und  des  Systems  der  Sätze,  oho« 
welche  keine  wahre  Einsicht  Statt  findet,  erleichtert) 
gebt  verloren« 

At XI fg ahen  VI.  Aus  zwei  gegebenen  Seiten  ««« 
Dreiecks  und  einem  anliegenden  JFinkel  den  andern  on^' 
genden  WinkeVzM  finden^  also 

aus  a,  c   und  y  .  .  / .  a, 
aus   b,  a  und  a  ,  ..•/?, 
aus  c,  b  und  ß .  .  .  .  ^. 
Auflosung,    A.  Aus  der  auflösenden  Gleicbon; 
(5t  $.  568.)  folgt 

46.     sinß  zri  -^sina; 

a 

c  *       #1  > 

also  ist  auch   siny  =  rr^sinßj    sinu  =:  ^siny. 

£•  Durch  die  gegebenen  drei  Stücke,  nemlicb  iWA 
an4  einen  anliegenden  Winkel,  z.  B.  &,  ^  ^^^  ^ 
»wird  aber  das  Dreieck  nicht  unbedingt  bestimiDt» 
sondern  nur  dann,  wenn  der  gegebene  Winkel  der  grö" 
tsern  von  den  beiden  gegebenen  Seiten  gegenüber  liegt 

($.    65.).     Der  Ausdruck  (4$.)  kann  also  auch  den  g^- 
sncbtea  WinkBl  nicht  unbedingt  geben. 

In  der  l'hat  baben  z.  B.  die  beiden  Winkel  fl  00^ 
2Q  —  ß  einerlei  Sinus,  abo  ist,  wenn  man 

47.     flp-^S=./?, 
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setftt,  aben  80  wohl       '  - 

48.     sin  ß  isz  ^  sin  a,   als 

^49.     51/1  Pj^:=z  —  sin  a. 

Eh  sind  drei  Fälle  möglich.  ^ 

^Erster  Fall.    Es  sey  ,        - 

60.     a  >  fr, 

so  .ist  —  <  1 ,  und  folglich ,  ^  vermöge  sinß  sz^sinm. 

^       a  •  "  a  -       ' 

sinß-^sina^  also  ebenso  sin ß^  <^sina^  qder /57/1  (12^ — ß)- 
'<C,sin{2Q — a).  ^       ^       ^  .  ..      •   . 

Nun  kann  a  spitz  oder  stampf  seyn,  weil  a  die 
gröfsere  von  den  beiden  Seiten  a  and  h  seyn  soll. 

^  Es  sey  a  spite  oder<((»,  so  ist  wegen  ^zn/?  <^f in  er, 
ß^a^  also  2(^  —  /?>2(>  —  a.  Ans.  sp  — /?;;>2p  —  a 
aber  folgt  (2p— /?)  +  «>  2(>,  oder  /?i  +  a>2ft  so  daJCi 
die  Summe  des  gegebenen  Winkels  a  and, des  gesacb- 
ten  Winkels  ß^  gröfser  als  zwei  Rechte  seyn  müfstf, 
was. nicht  angeht.  Also  findet  der  zweite  Win]fLel 
ß^  :^  2p  — /9  nicht  Statt;  sojidern  nar  der  erste  ß. 

Es  sey  a  stampf  oder ^  p,  so  ist  wegen  sin>ß'<^sin  a, 
ß^ä^^also  ^Q^ßK^^Q  —  «•  Ans  2q — /?<C2p — a 
aber  folgt  (2p— :/^)  +  a<2.P  oder  /?x  +  «<2p,  welchfs- 
seyn  kann.  Hingegen  ß'^cc  ist  nicht  möglich,  weil  a 
schon  stampf  ist  und  mithin  ß  nm  so  mehr  stumpf  seyn 
würde,  ein  Dreieck  aber  nicht  zwei  stmnpfe  Winkel 
haben  kann.  Also  findet  der  erste  Winkel  ß  nicht 
Statt,  sondern. nur  der  zweite'/9|. 

'Ist  daher  a^b^  so  giebt  es  za  den  gegebenen  drei 
Stücken  b,  ä  and  a  immer  nar  einen  Winkel  ß, 
and  folglich  nur  ein  Dreieck»  .  Und  zwar  ist       « 

61.  sinß=i  -^-sinaj   wenn  a<p  ist,   nnd 

■  •  h  ' .       ^     ■  • 

62.  \in{%Q  —  /?)=  ^^^ß^  wenn  a'>p  ist     - 

Zweiter  Fall.     Es  sey  ' 

53«    a^&,  aber  zugleich  a^bsinaJ" 

Alsdann  ist  ^^!^<i,  folglich,  weÜ^^^=5./t/»  (46.), 

9inß^x»  Da  der  Sipns  von  /9  Ueiper  ala  i-ist,  so  ist 
überhaupt  der  Winkel  /?,  un4  mit  den  gegebenen  Stttk- 
ken  b^  a.utid'a  ein  Dreieck  möglich» 

*       ■  ^        261»  . 
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Da  a  die  kleinere  Ton  den  beiden  Seiten  h  und  e 
ieyn  soll,  so  kann  der  ihr  gegenüberKegehde  Winkel 
a  nur  spits  oder  kleiner  als  ^Q  aeyn;'  denn  inräre  er 
stampf  oder  pröfser  als  ^,  so  wäre  der  der  groTeera 
5eite  h  gegenüberliegende  Winkel  ß  noch  nm  eo  mehr 
^^  and  folglich  /9-{-a^ 3^$  welches  nieht  seyn  kann* 

Da  nan  a^hj  also  d^r  h  gegenüberliegende  Wia- 
kel  ß  gröXser  als  a  ist»  so  kann  ß  sowohl  spits  ab 
stampf  seyn.  Und  folglich  finden  die  beiden  "Winkel 
^  and  /Jx  SUtt  . 

Ist  daher  u<^h  and  zogleich  a^hsin»^   ao   j^ebt 

es   zii  den   gegebenen  drei  Stücken  h,,a  and  er  swei 

Winkel  /?  and  2(»-— /?,  and  folglich  zwei  verachie- 

dene  Dreiecke  mit  den  nemlichen  Stücken  hy  ß  und«. 

Und  zwar  ist  sowohl 

'  h 

64*    sinßssz — sina,  als 

a 

^    h 
65.    sin{tQ — /?)= — sina* 

Dritter  Fall.    Es  sey 

66.    a^b^  aber  ungleich  a-^b^a. 

Alsdann  ist' vermöge  «!«/?== ^sinßy^i.    Dt 

es  aber  keinen  Sinns  giebt,  der  grfffser  ist  als  i,  ao  exi- 
istirt  der  Winkel  ß  gar  nicht.    Und  folglich  giebt  ei 
gat  kein  Dreieck»  welches  die  gegebenen  Stücke  5,  a 
and  a  hätte* 

C.  Findet  sich,  dafs  ß  einem  rechten  Winkel  sehr 
nahe  kommt,  so  geben  die  Tafela  den  Winkel  ß  aoi 
am  ß  wenig  genan»  weil  die  Sinns  von  Winkeln,  die  bei- 
nahe rechte  sind,  wenig  von  einander  abweichen.  Als- 
dann kann  man  sich  des  Ansdracks  . 

si>(J«— ap)  =3  sinincoscc-^  cos^n  sina: 
c=(co^«---Äi«a?)y|  =  V\i  —  5inaa?)i/f  (5.546. 6i.)i  mko 

bedienen,  welcher,  yreua  man  o  statt  2»  und  |^  «tott  |* 
Mtz^. 

finiiQ—tO^yy^^)  imd 
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oder  wenn  man  z.  B*  für  nnß  seinen  Anadmck  — $ina 

'  'a 

ifl smc\ 

MUt,  «inj (^— /?)  =  yl ^    >  ■  y,  also 

6>L}(«-«=V'(2=^).. 

^ebt.  Da  ft.  B.  ^  und  q  Weni;  verschieden  sied,  «o  ist 
g  —  ß^  und  nm  so  mehr  i{Q  —  ß)  sehr  klein  nnd  den 
Sinus  sehr  kleiner  Winkel  geben  die  Tafeln  am  ge- 
nanesten. 

Die  Kenneeichen  ob  nnr  ein»  oder  ob  swei  Dreiecke^ 
oder  ob  gar  keins  möglich  ist^  bleiben  i)brigens  "die 
nemlichen. 

D*  Sind  der  gegebene  nnd  d«r  ^«suchte  Winktl  sehr 
klein  eder  iia^v  von  beiden  weoi^  von  a^  verschieden,  so  kann 
nan  sich  auch  der  Reihen,  die  den  Sinns  durch  den  Bogen,,  und  um* 
(eikehrt,  6«be»,  bedienen, 

£rsili|:h.    Es  sty  der  gegebene  Winkel,  s.  E«  in  (46)  ^ 
ft  sehr  klein  und  die    ihm  gegenüberliegende  Seite  a 
'gröfser  als  6\t  andere  gegebene  Seite  &,  so  wird  der  ge- 
sachte,  der  Seite  h  gegenifiber) fegende  Winkel  ß  noch  kleiner  seyn 
mid  es  giebt  n^ch  (&  Erster  Fall)  nur  ein  Dreieck. 

Man  setze' statt  sinKf  wenn  a^^tn  an  dem  Winkel  «f  gehl^rfgen 
Bogen  bedeutet,  die  Reihe 

60.    «««=»,-ii  +  j-J^....(x), 

so^  erLlilt  man,  wenn  man,  weil  k  sehr  klein  ist,  schon  bei  dett  sw^ 
Ica  Gliede  stehen  bleibt» 


6..    ««/»»K^.-ii). 


Nan  ist»  wenn  /^^  den  Bogen  zum  Winkel  ß  beseicfanet^ 

6a.    ßi^sinß ^isinß^  +  --—r  sin^ ....(!•  545.  a54.J. 

Also  ist,  wenn  man  sinß  ans  (61.)  setat,  nnd  da  sinß  sehr  kleitt 
iftt,  wiederum  schon  b^i  dem  aweiten  Gliede  stehen  bleib V 

/».  =  j  («.- £^  +  f  |J  («.....)•,  o«tar 
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«6 


:   J»      ./         a^  — ft2      X 

Fi  -r-  -.»i  \^%  —  — g-g-  a}^ ;  also,  «nch 


63. 


I^'=F^'C 


6äB 
6&« 


ßl). 


'0 


Ci 


Diwe  Ausdnficke ^thtn  z. B.  ß  aus  ^  a  nnd  ^,  wenn  a>hm^ 
a  lehr  klein  ist  ^  «^  •«• 

Zweiten^.  Es  scy  der  gegebene  Winkel,  «.  B.  in  (46.) 
jj,  wem«  von  ao  verschieden  und  also  die  ihm  gJtil 
äberliegcnde  Seite  a  nothwendig   gröfser  als  die  an- 

?l'*\v^*'^*^'^?f  .,^*V**  *,  so  iat  auch  aoümcndi»j£«Ä  und ^, 
•ehr  khein.  Es  bleibt,  wie  leicht  zu  sehen.  Alles  wie  im  ersten  FsUt 
nur  daU  man  a^^«^  statt  «^  setzen  mufs.    Man  erhält  also 


64. 


6a^ 
5«  — c 


63* 


c^  —  gg 

6ca 


Diese  AnsdrÄckc  eeben  z.  B.  /?  aus  i,  a.  und  » ,  wenn  ä  «thr 
wenig  vofa  a  ^  verschieden  ist. 

'  ^.''^Vr**.**  ^VV.  ^*^  gegebene  Winkel,  «.B.  in  (46.) 
»  sehr  klein  und  die  ihm  gegenöberliegende  Seite« 
swar  kleiner  als  die  andere  gegebene  Seite  3;  ab«f 
an««  noch  sehr  klein  gegen  «,  so  ist  auch  hier  nolbweiHiig 
iuiß  sehr  klein  und- folglich /9  entweder  sehr  klein,  oder  sehr  nahe  an 

ü^s  denn  in  siuß^J^  ist  ^«  nach  der  Voranssetzong  ein 

•ehe  kleiner  Bruch.  Die  Rechnung'*  bfcibt,  wie  leicht  zu  sehen,  <fie 
nenliche  wie  im  ersten  Falle  und  m^  6nde^  wie  dort, 

_h       /        5a  —  a»      \ 


65. 


«i=7riO  + 


6a2 
c»  — 5« 


-5«     \ 


6Ä* 

gg  —  c* 

6^» 


Da  aber  ]^\z^  Folge  (B.  Zweiler  Fall)  zwei  Dreiedke  exisdrea, 
•o  gehören  die  Bogen  ß^  y,  «,  eowohl  zu  den  WinkeUi  ß,  ff  »f 
als  zu  den  Winkeln  2^-—/?^  a^— r  «nd-a^  — «. 

Alan  findet  durch  die  Auadröcke  (65.)  z.  B.  ß  aus  g  undÄ^  Wo» 
»  letir  klein  und  i6  >«,  aber  5«woc  gegen  g  sehr  klein  ist. 

Beispiele.    I.    ^,    E$  «€y 

-&  =  89.186,   a=io3;47 
nnJ  a  apit^^  z.  B.  a=:f  i8f  i  Sö'/^g",  so  ist 


1  J 
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»«ft  =5  0,9499990  +  I 


',  I 


'  ^(fe  Äw  a)  5=  1 ,4636669  -  -  o 
*^a  sr  o,oi48i44+  « 


^=i5^.66'.38"-  ■     ^ 

Da  a>&,  ßo  findet  nur  ein  Dreieck  mit  den  gegebe- 
nen Stücken  Statt,   und  d^r  der  Seite  /9  gegeaüb^rlie- 
gwde  Winkel  ist  16^. 66'. 58". 
J7.  '  £s  «ey  wie  vorbin 

l>="89?»25>  a=io5,47»^ 
a  aber  stumpf,  k.  BWa=:  iai°  .8' •  62",  10  iit 

***^=  0,9499996  +  1    ^    ' 
'^(^ma)  =  0,9525906  —  I 

^^(ft^i/f  a)  =  0,9023.901  4- 1 

»^ä  =  o^oi43i44  +  a  / 

^^{sin ß)  =  0,8876767  —  I ; 

fol^Iicfay  weil  wegen  sinß^sina,  a^  ß  «eyn  mijfs, 

/9=:i29«.28'.22". 

Dieser  stumpfe  Winkel  findet  aber  nicht  Statt,  son- 
dem  nur  sein  Complement 

2  p  — /?=  60*^.31'.  58". 
Es  gi^t  mit  den  gegebenen  Stücken *nur  ein  Drefeck 
und  der  der  Seite  ß  gfegenüberliegende  ^Wiokel  ist  6a°. 
5i'.3ft'.      -        - 

n.     Es  sey 

.     6  5=  i45,86,  a  =s  36,420^  und  a  =  ii4^  .  i5'  .17'^ 
so  ist 

^^h  =  0,1679099  "4"  2 

'<^(smtt)  =  0,5915466—  1  \ 

's  **>(&  An  a)Ä  1,6492664  +  0     .         .  ^ 

'Qg  e=s  0,6492671  +  I  I 

^^Isin  ß)  =  o>9999Q95  —  1 
/?s=?89^.64^    - 

Da  aber  a<6  riftd  a>i>^n<r,  ^feie  in  der  Rechnung  die 
L6ghrithmen  von  h  sin  a  und  von  a  «eiged ,  so  sind 
ÄWei  Dreiecke  mögUch.  Ihre  Winkel,  der  Seite  h 
gegenüber,  sind  ^ 

ßisz%if.6^\ 
QQ  —  /9=9o®  .  6'. 


I  \ 
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Es  ist  aber  hier  ein  FaEf   wo  man  dea  Winkel  ß 

nach  dem  Ausdrucke  sinßzs. — ; nicht  ^^enaii,  aeoh 

lieh  nicht  bis  auf  die  Secundeiii  sondern  nur  bis  sof 
mehr  als  \  Minute  finden  kann.  Denn,  wie  ^ie  Tafela 
^seigen  (Verasche  Tafeln  S.  igS.),  sind  die  LiOgaritb- 
taen  der  Sinus  von  89^  •  6' .  o"  his  69^  •  6' .  uo''  sämmtlick 
^>  9919999^^ — ^^  ^^  ^^^^  ^^^  ^^^  dem  Winkel  ß^  nach 

dem  Ausdrucke  ^inßsz ,  nur  findet»  daüi  er  nickt 

viel  kleiner  als  89^.6'.o",  und  nicht  viel  grörsenilt 
86^, 6'* so''  seyn  kann^  nicht  aber  wieviel  Secundea 
er  enthält 

,  Man  mnfs  also  nach  dem  Ausdruck  (69.)  oder  bei* 
ser  nach  (58.)  wie  folgt  rechnen. 

Die  eu  dem  Logarithmen  0,9999993  —  i  gehörig 

Zahl  ist  (Vega sehe  Tafel  S.  i36.)  0/^999986.  Aüoiri 

'  sin  p  =  0,9999985 

folglich  I  —  sin  ß = O|0oooo  ^5 

-  1  — sinß  g. 

xina  =-  =  0,00000070 

zo 


'(iz:|i^-,, 8760613 -8 


al«oi(e-/?)  =  o«.a.«8,  7  ^ 

^— /?=o«.6'.67,  4", 
folgnch  A  SS  89«» .  64' .  a,  6'^^, 
desgleichen  a^— /9=q«'*.6'.67,  4"5 
.velchea  die  geracbten  Winkel  bis'a^f  Secandeo 
•tnd. 

■ 

ni.    Es  sey  wie  vorhin 

h  s  143,85.   a  =  36|4207, 
aber  a,  statt  i4o.i6'.i7'\  gleich  S6'>.i8\6"t  so  ist 

'•ft  =r  0,1679099-4-2 
^^[sinu)  =  o^79gg6o8  —  t 

**^(5swra)  =  o,9Öoi6oi-f-i, 

'°a  Ä  0,6492571  +  *-'  .rf 

Da^  wie  die  Logarithmen  aeigen»  a<^bsina  ist ,  so  1^ 
kein  Dreieck  mit  den  gegebenen  Stücken  mögUcb. 

IV.  Um  wenigstens  ein  Beispiel  von  der  Anw«»- 
düng  der  Ausdrücke  mit  Reihen  für  die  goniometn* 
•cbau  Linien  «n  geben ,  sey 


I 

36o*    Beliebige  Dreiecke^  Seiten  und  J^nJtel.     ^pg 


9  » 


h  =  88,0479    ^  ==:  111,836/    a  :ss  o^o'.^S'''» 
£s.  i»t  also  aj>6  nnda  sehr  klein.    Daher  {ehärt«dAi 
Dreieck  für  den  ersten  Fall  (D.).    Es  ist 

a-ffr  s  179»882,    a  — 6  =  43,788. 
Die  Länge  des  Bogens  toh  S8  Secnnden  ist  ztSolzt  dar 
\^ega8<^hen  Tafeln  (S.  297.)  a^  =  o^oobi842S  and  ihr  La« 
e«ritbme  '^«x  =  o,26&36o4— '45  ' 


"(a  +  6)  =»  0,264r)8534-   2 
"(a  — 6)  =  o,64»ä55i+   1 


I   / 


zo 


-4-"(a  — 6)  =  o, 

4-3.**^ar    =  0,5507208--^  8 

«o((a»-^5»)a*)  =  0,4270612—  4 

—  '®a  =s  0,0485778+  2 

o»37d4834-*  6 

—  ***a  =  1,0488778+  2 

>>529go56-r-  9 

—  *®a  SS  o«778i5i3+  o 

V      6a*       /  ~  o»5S»7545—  9 

*°lr  a=  0,8328090+  1 
+  »°ax  =  o,26556o4—  4 
■•(fea,)  es:  1,0981694—   5 

—  *°a=:  1,0486778+  2  ,* 
10/j      \        ' ^ 

V7*V  ~  0,0495916—  4 

+C°'7'-'''^)  =  ''»»''^-»' 

•^ttj  ^Si  0,0001120965000 

««.^— er,  i — ^  ■  ^    '  SS  o,ooooooooopoo4 

a  6a*  ■"    ■ 

ßj^  s:  0,0001120964996 
ß  SS  23,127  Secundien« 

Aufgabe.  VII.  ^us  zu^ei  Seiten  eines  Dreiecks  und 
dem  einen  anliegenden  Winkel  den  eingeschlossenen  Winkel 
xußnden,  also  z.  B. 

aus  a,  b  und  a  oder  ß.  •*  ,y 

aus  hf  c  und  ß  oder  /  • .  .  •  <» 

aus  e,  a  Mind  f  oder  a  . . . .  ß. 

Erste  Auflösung.    A.  Die  auEtf sende  Gleichniif 
66.     (^assasinj'cosa  +  acos^nna  (6.  $.608.)     * 


' » 


iin 
sin 
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'  ^ebt  hsin  ce  —  asinycosaris  a  cos  y  sin  et  und 
6*  sika^  —  2db  sina  cosa  siny  +  a  *  siny^  cosa^  ==  a*  cosy^siriff^. 
oder 

5*  «na*  — 2<ih sina  cosä siny  +  a*  (sin  y*  ( 1  —  51/1  «*) 

, — (1  —  ^i«y»)5mä*)=r  o.,  oder 

&•  imfOf»  —  2absin a  cos a «71  y  +  a*  («m y *  — -sin  «*)  s=  0, 

öder  «iwy*— ^«naco^a^wy+I  — -^  i JA/ca'sso^  ako 

oder  / 

«m/=3 — 5i«acotfa  +  5zif  flp  |/f— (1  — 51«  a*) +  A  oder 

inyss-^sina^psa  +  sina^fCi ,«««*),  ode^ 

r/ty= — — y'waa  weijiQ  man  auch  h 

und  a,  ß  und  a  verwechselt. 

^bcosa  +  y(a^ — b^sina*) 

smr  = =^^ ^ i 

a 

., acosß±V{b^  —  a^sinff^) 

b 

^7*    <  b 

^,Y,  ^_f^cosy±V(c^  —  b^  »iny^) 

f     ■  •  c,    '• 

'^.p^  a acosy±  /(c*  —  g»  gm  >/») 

^.  '   _.  ccosa  +  /(a*  —  c*  «n rf*) 

£,    Ans  der  nemlichen  auflösenden \6Ieichnii£  (6^) 
folgt: 

''  5' 5m  a-«-a  60«  ;^5inra SS  a  sin /co5a,oder 
5*  «rt  a* — :  9ab  sin  a*  co5  y  +  a*  cos  y^  sin  assa^sin  y *  cos«*, 
;  od  w 
A*Äiiia*  —  Qabsina^cosy+a^cosy^  (1  —  cosa^) 

—  a*(i — co^y*)<jo>a*säoj  alÄ<r 
*•  5W  a*  —  2ab  sin  a^  co^y  +  a*  cw  y  ^  —  a*  co«  ä  *  =ä  o  ,  oder 

co«y --5wia*co5y+-r5Ä«iÄ*— co*a*=so;   also    * 

fo^y^s:— «ma*^:j/^— «>ta4_^5^„«i^^ö5a2J^  oder. 


360.     Beliebige  Dreiecke^  Seiten  ufid  WinkeL      kW 


cos 


-1^-...^ 


c^sy^r^—sma*  j^cosayix'' jsmcrM,  oder 

h  sin  a*  jl  cos  a  ^(a*  —  &*  sin  a^) 

^asinß^^%cosßV(b^—a*sinß^) 

b      . 


68: 


}cos a 5=  — •   r  .^ ^  , ^       .  ' 


cos  P  ^mmm  , 

csina^  -^  ces a y'fa*  —  c* sin a*) 

-  = — = 1 — ■ ^' 

sinlf 

C.  Ana  (67.  und  68.)   folgt  auch,  weil  z.  B.  — - 

z2tangy  ist, 

,  " h cosa^JzVi^^ --* b^ ^n a*) 

^^ey-^i^sinaZfcota^^a^-^b^sina^) 

_      a  cos  ß+  y^(& '•  ^  g  »  sin  ß^  ) 

cr5i>i  /Sqicö?  /?/(ft*  —  a*  sin  /?*) 

L^—     C€osß±j/{b^  —  c^sinß') 
^      ^        csinßi;:cotß^{b^  —  c^sinß*)  ^ 

_     bcosy±_^{c^  —  b'^siny^)    \  ^ 

bsiny  J^coty^{c^  —  b^siny*) 

^^     '^-     aoosx±V{o^-a-siny-^ 

usiny +  cotyy{c*  —  a^siny^) 
•     ^^     C€osa±;^  y{a^  —  c*  sin  a*) 

^^csin  a'^cota  |/{a*  — ^c*  »in  a*)  * 

D.  Zur  Reclinang  in  Zahlen  sind  aber  alle  dr^i 
Ausdrücke  (67/68.  69.)  nicht  bequem ,  weil  man  sicir 
dabei  nicht  gut*  der  Logfarithmen  bedienen' kann.  Die 
Ausdrücke  kommen"  nur  yor,  wenn  mau  mit  Buchstabei»' 
weiter  rechnet  Bequemer  für  die  Zajileo -Rech- 
nung i^t  folgende  Auflösung. , 

^  — 

Ziveitt  AuflösMiig.    Man  berechnet  aus  den  bei- 
den gegebenen  Seiten  und  dem  einen  anliegenden  Win- 


69. 


9 
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kel  erst  den  andern  anliegenden  Winkel  nach  (VL]^ 
abo  nach  den  Aasdrüoken  . 

70.    sinß^s>—sina,  sinys=:-j'Sinflf  sinassz-^siny  (46.) 

oder,  vrenn  ß,  /,  a  einem  rechten  Winkel  aehr  nahi 
kommen,  nach  den  Ausdrücken 

(58.)*  wobei  man  auf  alle  dortigen  Bedingung^en  sehen  nmtlk 

Ist  auf  diese  Weise  der  andere  anliegende  Wiokd 
gefanden,  so  findet  man^  vreil  a4-/'-(-V  =:  üq  Ulf  den 
gesuchten  eingeschlossenen  Winkel  y  aas 

73.     y  =  ae— a— Ä  ass2Q  —  ß—y,  /?=52p-.y— a. 

Beispiel.  A.  Es  sey  a.  B.  wie  xvtk  ersten  BeispM 
<I,^.)(VI.) 

\       a=  103,47,  h  =  89,125,  ar=  18®  .  56' .  49", 
•o  istf  nach  der  dortigen  Berechnung, 

/?=i5^.56'.58". 
Also  ist  der  gesuchte  Winkel 

y=ai86*  —  a  —  /9=  145^.2/. 55". 

B.  Im  Beispiel  (1.  B.)  (VI.),  wo 

a  =5  il>5,47,  fr  =8  89;  125  nnd  a  =  i2&^ « 8' .  5a'' 

war,  ist  nach  der  dortigen  Rechnung  /?= 60^  •  5/^58  • 
Also  ist  der  gesuchte  Winkel 

y=:i8o*  — a— /?  =  8^.i9  .50''. 

C.  Im  dritten  Beispiel  (IL  VI.))  wo 

«3=55,4207,  i  =  143,86  und  /?=i4^.  iS'.i/' 

war,  ist  nach  der  dortigen  Rechnung 

V?=:89^ffl4'-2,ff'und/?=9o<^-6'.57,4"|    , 
aipo  ist  der  gesuchte  Winkel 

r  =  75«  .  6o',4o,4"  nnd  y  =s  75* .  68',46,6". 

Aufgabe.  VIIL  Aus  zwei  gegebenen  Seiten  eines 
Dreiecks  und  einem  imUegenden  Winkel  die  dritte. Seite  zu 
.finden^  also  ,  ' 


56a     Beliebig^  Dreiecke,  Seiten  iL  Kinkel.      4l3 

«tili  a,  b   und  a  ofler  /?•••;  e, 

aus  by  c  und  ß^  öder  y ä,     . 

ca^  c,  a  und  y  oder  a  .  •  •  «  b. 

^       Erste  jiuflösung.    Die  aiif|&*8ende  Gleichnog 
73.     t*+  c*  — ahc  cosa  =  a»  (11.  §.  5680 
i;a..^2Kcco5ce-f  &^  —  a^.s  o,   also 
c  =3  5  coj « "f*  V{b^  cos g* — &*  +  g*") ,    oder' 

fecM  «  i/Ca*— i«5in  a») =a  cos  ß±V(b^'^a^sinß*), 

ccosß  ±V\h^—  cUin  /S*) = 6  cos  y±Ac^—b*sin  y*), 

a  cos  y+y{c^ —  a^sin  y*)  szoeosm  ^^(a^ — c^sin  a*). 

Zar  Recboung  mit  Zablen  sind  dieie  Aiwdp|lcl(e 
nicht  bequem.  • 

Zweite  Auflösung.  Man  berechne  sms  deA  bei- 
den gegebenen  Seiten  und  dem^  einen  anliegenden  Win» 
kel  erit  den  eingescfaloi aenen  Winkeli  nach  (VII.  sweite 
Aoflosnog),  also  nach  den  Ausdrücken 

76.   röi/^as— «na,  sinf^s-^sinß,  sinassi^siny  (4k6X 

-d        .  n  c  > 

76.   y  =:  bf — a— Ä   a  =  QQ—ß^y^    ßss  3p~y— 1», 
vdt  allen  Beobachtungen  (VI.)* 

Ist  auf  diese  Weise  der  eingeschlossene  Winkel  ge- 
funden, so  ist  die  Aufgabe  in  dem  Falle  (III.)  und  a^  B* 
die  auflösende  Gleichung  (2.  $•  368.)  giebt 

sin  y      ,  .,  t^^«     »  sht'ß', 

77«    c  =  a   .      ,  also  auch  a  =  o-r-3,  *  =5  g   .      ♦ 
*'  sina  ^  sinp  smy 

Beispiel  A.    Es  sey,  "wie  im  ersten  Beispiel  (L^: 

Vi.),  ■  •     (  "^         ."  ■    ' 

a  =  1^5,47,  h  s  89,125  und  a  =:  18^.  5&\^% 
$6  ist  nach  (VII.  Beispiel  ^.) 

y  B=  i46^.  3/.  55", 
also  nunmehr  nach  (46.) 

^  ^«a  =  o,oi48i444-9 
*^{siny)  =3  0,7535780  —  1 

^^{asiny)  ss  0,76839244-1 
«0(5^«  o)  =  o,6oS6664— 1 

»•c  =  0,26472604^2 
>  X  =  i83>96i. 

B.    Es  se{,  wie  im  sweiten  ^Beispiel  (I.  JB.  VI.), 
a  BS  io3,47>  ^  =  69,125  ulid  az=z  i2i^>8'.  92% 
•0  ist  nach  (VII.  Bebpiel  B.) 

y  te  «^^19'.  3o% 
•Iso^nachr  (46.) 


/« 


«' 


*  *  ' 
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*^(5i7iy)  =  0,16075212  —  I  - 

»^  (a  sin  y>  s=  o,  1 76Ö466  +  o 
*®(Äi/f  a)  =  0,9525^06  —  m 
»o^  _  o,243io6o4-  & 
c  =  i7,5o4. 
C   Es  'sey,  wie  im  dritten  Beispiel  (II.  VI.)» 
*      a  =  35,4204,  'h:=,  i43,86  ^nd  a  =1  x4^.  16'.  17", 
ao  ißt  nach  (VII,  Beispiel  C.) 

y  =  75*».  6o\4o,4"  und  y  =  76°.  38\  45,6". 
Der  erste  W^rth  von  y  giebt  nach  (46.) ' 
,  '^^a  =  0,5.49257  t  -f- 1 

"(jmy)  =  0,986608g  —  1    * 

''^(aÄmy)  =  i,6568p66  4.Q 
^""{ßina)  SS  0,591 3465  —  x 

^°c  =  o,i445jL9i-|~^ 

.  C  =J:   159/182. 

Der  sweite  Werth  von  y  giebt 

*°a  =  o,S49257i4-» 
^""{siny)  =  o,9862c65  —  1 

^^(asiny)  =  i,5364836  4-o 
^^(jnna)  =  0,3915466  —  t 


»^c  =  o,i44i37i+i2  j 

c  =3  i59)S6o.  I 

In  diesem  ^ritten  Beispiel  hat  also  c  die  ewai  Werlhe  j 

c  c=  1 59,482  und  j;  =  i39,56o.  ! 

Aufgabe  IX.     ^U5   den  <?r«  gegebenen  Seiten  «»«  ^ 
Dreiecks  einen  Winkel  zu  finden,  also  aus  a,  b,  c  .  •  •  •  *V 
/J  oder  y.                ., 

Auflösung  A.    Die  auflösende  Gleichung  ,    I 

:     78.    &*  +  (?*  — 2&cco*a  =  a^  (11.  J.  368.)  j 

giebt^6*+^^ — a^  ^=^  ^bccosa^   also 

b^'^c^  —  a''  ' 

.  2ftc        ' 
_  c»-f  g»  — 5^ 


79-   /ca5/S  = 


— — ^, 

2ca 


cosy  =  — i 7 . 

i       ►  2a&  .. 

Vermitlelsl  dieser  Ausdrücke  findet  man   a^  ß^  7  ^^ 

a^  b  und'c.  .       * 

JB.    Die  Ausä^rftcke  ( 79. )  sind  aber  tm  Rechnung 

mit  Logarithmen  -nicht  bequem.   Folgende  sind  es  meDr* 


-_i 
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Aus  (79.)  folgt  s.  B.  '    ^ 

i-co.«*  =  i-^ -^- j,  oder 

5,n„3  3- . i T — X _.     ^ 

'  .   „  _  •[(g  +  &  +  c)  (gf  6— c) (g— fr  +  o)  (fe f  c— a)1 

..• •[(c-|-a4-»)(c  +  «-.ft)(c— a4.6)(o  +  &  — c)1 

Nack  dieseh;&.iudrückea  labt  sich  mit  Iiog^arithmen 
ieichter  rechnen.  ^ 

Der  Zähler  ist  in  allen  drei  Anftdräcken  der  BSmliebe. 
C.    Ans  (79.)  folgt  anch  £.  B.  -       . 

1— co5as=:i '—rr ,   öder 

X  — co5a  =  . -— — J—L.,    oder  1  / 

Nun  ist  1  — cosa=s  a«nja»  (J.  346.  36.)-  Alf»  Mt 

Ferner  folgt  4U8  (79.)  «.  B, 

1-^  cwa  a  »  f  f...  1^  \ ,    ?.  ,  odw 
-   •  aoo. 


» i/r(±t£±fll(*±£z:fll , 


4l6^  1.  2%eiL       Trigommtrie,^  9 

•  r 

x^cosass Ate"         '  '  ^^ 

(ft  +  c)»— g«  _  (ft  +  c— «)(ft+c+a) 
'»  +  *««  = 567 -^c 

Nun  ist  1  +  cos«  as  scosfa*  ($.  345.  35.}.    AIm  I 

cosfa  BS  ^ 

82.  ^co*i  /9  =  j  y  [ — ^J  t 

'     I         .  i/r(£+i±£L(fL±^=^l 
cMfy  SS  |y[i ^j-^ ^J. 

2>.  Dividirt  man  (8i.)  durch  (63.%  touid  nmfekch^ 
ao  erbSIt  man  aucb^  weil  «.  B.  — f--  aa  fon^i«  und 

^jj^  s:  cof  i«  ut, 

ta„.  -V  -  |/r(c-a  +  &)(c  +  a-m 


JB:  Die  Ausdrücke  (80.  81.  82.  83.  84.)  entbaltea 
BKmmtlich  eine  zweite  Wnrzel,  und  daher  iöAO«A 
8.  B»  sinct^  mn^Uj  cos\a  und  tang\a  sowohl  positiv  ^^ 
negativ  genommen  werden.  Die  negativen  Werthe  kom' 
nen  aber  nicht  in  Betracht»  weil  ein  Dreieck  keinen  n^ 
gativen  Winkel  haben  kann.  Sie  kommen  nur  dädarcu 
in  die  Eeohnung,  da£i  in  der  anfUtsenden  Gleichune  (jf* 
§.  368.)  a  auch  negativ  teyn  kann,  ohne  dafs  f^^^^ 
Gleichung  änderte,  indem  s.  B.  c<wflf=:co^  — «  ^^inj 
negativa)  Werth  von  a  ist  aber  nicht  gemeint.  Die  W oj]* 
se^Xiie  in  den  Aoadrücken  (80.  6t.  82.  83.  84.)  dan 
also'inuner  nur  positiv  genommen  werden* 
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lo  dea  Aufldr&cken  (So.)  gehören  auch  noch  ewei 
Winkel,  &•  B.  a  und  sp  —  a,  va  dem  nämlichen  Sinar. 
öleiohwohl  kann  nor  von  einem  die  Rede  aeyn,  ^ireil 
dae  Dreieck   dnrcH  die  gegebenen  drei  Seiten  unbe- 
dingt bestimmt  -wird,  d.  h.  nnr  ein  Dreieck  mit  den 
nSmlichen  drei  Seiten  existirt'.'   Die  dem  geaachten  Win. 
kel,  £•  B«  »y  gegenüber  liegende  Seite  a  mn£i  entscheiden, 
ob  £.B.  sina  sa  a  oder  £i^  siq  —  a  gehcnrt,  das  heifst, 
ob  c».im  ersten  oder  im  e^eit^n  Quadranten  liegt.. 
1)  Ist  a  nicht  die  grfi&te  aller  drei  Seiten,  so 
kann  a  nicht  stampf  se3rn  ($. 47.  IIL)»  »  kann  also 
alsdann  nur  im  ersten  Quadranten  liegen* 
n)  Ist  a  die  gröfste  aller  drei  Seiten ,  so  kann  fv  so« 
^ohl  spits  als  stumpf  seyn.   Alsdann  kommt  es  dar- 
auf an,  ob  cosa  (79.)  positiv  oder  negativ  ist,  das 
heübt,  ob 

85.  *•  +  c*  >  a»  oder  &•  +  €?•<  ä* 
ist,  oder  auch  ob  tangia  kleiner  oder  grdfser  als  t 
ist.   .Denn  da  tang  ^nt=:'Xy   so  ist  ot^in,  "wenn 
tang^a^i^  und  c»^|^,    wenn  tang^a'^t.    Es 
kdmnit  also  Tormöge  (&30  darauf  an,  ob 
Äß     ((ö-Hc)(a+ft-c)<(Hc+a)(»+c-^)oder 
ö«>*    J(a— J+c)(a+»— c)>(6+c+a)(6+c— ö) 
ist    Im  ersten  Falle  liegt  a  im  ersten ,  im  «weiten 
Falle  im  sweiten  Quadranten, 

F.  '  Durch  den  Ausdruck  (8o.)  findet  man.  den  ge* 
suchten  Winkel,  wenn  derselbe  einem  rechten  Winkel 
nahe  kommt,  weniger  genau,  weil  die  Sinus '  von  Win«- 
kein,  die  weni^  von  einem'  Rechten  abweichen,  nur  we- 
nig-verschieden sind.  Alsdann  geben  die  Ausdrücke 
(81.  8s»  83.  84^)  den  Winkel  genauer;  denn  der  halbe 
Winkel  ist  alsdann  wenig  von  einem  halben  rech- 
ten Wi  n  k  e  1  versdhieden. 

Kommt  der  gesuchte  Winkel  der  Nnll  nahe^  so 
geben  ihn  die  Ausdrücke  (8o.  8i«  und  83.)  genauer, 
uichj;  aber  die  Ausdrucke  ,(82.  und  84.),  weil  die  Cosi- 
nus sel^r  kleiner  Winkel  wenig  von  einander  abwei- 
chen und  die  Cotangenten  sehr  grofs  sind. 

Kommt  der  gesuchte  Winkel  swei  Rechten  sehr 
nahe,  $0  geben  ihn  am  genauesten  die  Ausdrücke'  (81*. 
88«  und  840  f  "weil  die  Sinus  von  Winkeln,  die  nahe  au 
^Q  liegen,  und  die  Cosinus  und  Cotangenten  der  halben 
Winkel,  die  dann  eine^m  rechten  nahe  kommen,  fast 
dem jBogeh«  erster  des.  Supplements^  letzter  des  Cömplc- 
^ents  gleich  sind. 
Crdk'»  Geometrie.  27 


•  ■ 
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Hi^raa«  folgt,  dafs  die  Ausdrücke  (83.  und  84^)  for- 
sn^s weise  vor  den  andern  sar  Berechnung  in  Zah- 
len in  alten  Fällen  ge3chickt  sind.  Ist  der  gefac^ta 
Winkel  einem  rechten  vVinkel  nahe,  so  sind  sie  beide 
gleich  gut.  Ist  derselbe  nahe  an  o,  ao  nimmt  man  da 
Ausdruck  (SSO?  und  ist  der  Winkel  nahe  an  2^^  so  nisiBt 
man  den  Ausdruck  (84.).  Der'  Vorzug  von  (63.  ood 
84.)  Ist  deshalb  noch  um  so  gröfser»  weil  die  Prodacti 
,  (ä  +  ^+^)  (a  +  fr-^c)  und  (a — ä  +  c)  (64"^""<*)i»^* 
,  sen  Ausdrückeny  s;B.  für  den  Winkel  a,  ^aacb  (86.)ftit 

Sleich  entscheiden»   o5  a  im  ersten  oder  «zweiten  Qoi- 
ranten  liegt.     Auch  braucht  man   für  beide  Aiudräcki 
«(83.  und  84.)  immer  nur  die  Logarithmen  von  den  yitf 
Factoren»  ^Iso  immer  nur  von  den  nämlichen  GroCse 
SU  nehmen. 

G.  Die  Berechnung  eines  Winkels  aus  den  dra 
Seiten  eines  Dreiecks,  z.  B.  a  aus  a,  h^  c,  geschieht  altf 
in  allen  Fällen  auf  folgende  Weise. . 

1)  Man  berechnet  die  drei  Summen  a'\-h^(k\^ 
und  fe  +  c. 

^2)    Von  der  ersten  zieht  man  c,   von   der  «weites  ( 
Qnd  von  der  dritten  a  ab ,   desgleichen  addirt  mai 
noch  z.  B.,  zu  der  ersten  c,  dieaes  giebt  a-^l-^* 
ä  +  c — 6,  6-}-c  —  a  und  a'\'h'\-c. 

3)  Von   diesen  vier  Gröfsen  sucht  man  in  den  T<* 
fein  die  Logarithmen,  nimmt  z.  B.  für  &tn  WioU! 
a  die   Summen  der  Logarithmen   von  a-*&-f^^ 
a  +  6  —  c  und  von  a  +  &  +  c,  h^c  —  a. 

4)  Die  gröfsere  Summe  zieht  man  von  der  kleineri 
ab,  »nd  nimmt  von  dem  negatiyen  Reste  di< 
Hälfte. 

6)  Diese  Hälfte  ist,  wenn  {a  —  h-^^c)  («+&-'') 
<(&:|.<;-|-a)(&-f  <?  — «)  war,  der  Logarithme  voj» 
ianq  I  a.  Ist  [a-^h^c)  {a\h—c)  >  {b^c\a)  (^+^-70} 
so  ist  sie  der  Logarithme  von  cot\a.  Das  zJi^^ 
rige|a'Wird  immer  im  ei^jten  Quadrantea  gf* 
nommen.  Das  doppelte  von  \a  giebl  den  ge^ncb- 
ten  Winkel  a.  * 

Beispiele.    L  Die  Seiten  des  gegebenen  Drei0<^ 
tf,  h;  c  sollen 

as63i9i5i,  »  =  58i7,a3f  css6o34,8i 
seyn.    Der  Winkel  u,  der  Seite  a  gegenüber^  wiH  ^ 
sucht.     Es  ist:     ' 


/  • 


I  * 
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a4-c  =  li554,32,  . 

?;4-c£=    8652,o4$  also 
a4-&  +  c  =  i5i7i,55, 
h-^c  —  a  =    2552,55,  ' 
a-^fc  +  ^=     7557,09,  '    ' 

a-f-&  —  c  =r     6101,93. 

»**(a-J-fc+c)  =  0,1810299  +  4 
^^{h  +  c~a)  =  o,4o5585i+5 
»^[(a-|-&  +  c)(^»  +  c— «)]==  o,6844i3o-f  7. 

(<'  +  ^  — g)  ==  <»i7Q775^5+5 

7[(a-^+c)(a+fe-c)]=ro,6ff49356  +  7..    ' 

?^l.T!f  T.W^^^'  (a-6+c)(a  +  6^o)  grör/er  ist,  als 

i!"*"i?X/^^^  +''"^^^'x.*^°'"^*"'^«  d«*»   ersten  Aus-  . 
druck  (84.)  nehmen.    Es  ist  also 

,        '  i,6844i3o  +  6 

—  0,5849555  +  7 
i  "<co/i  «)  =  ^^(fangiQ  —  ia))  =  0,91,94706—1     • 

e  — ff«  =  44«.5y.66'^ 

Ja=:45o.    2'.   4" 

a  =  9o°.   4'.   8". 

"IL    Es,  sey 

a  =  58i5,o3,  ft  =  4372,i8,  c=:ioi«4,85 
^nd  es  werde  der  Winkel  a,   der  Seite  a  gejenfiber 

SvSUcnt»  ' 

'^Es-ist  ■  ^     . 

a +  6  =  10186,21, 
a  4.  c  =  169^7,88, 
*4-c=:i4657,o5j  ako 
.    «+ 6 +  c  =  20570,06g,' 

*+<?  —  0=  8744,00, 

« — * +  0  =  11626,70, 

«4-2^  —  0=.        0,56, 

(a  4. 5  +  c^  =  0,5089922  +  4 
(6 +  c-^a)  =  0,9417101 +  5 

l(a+J  +  c)(&+c—a))  =  0,2607023  +  0- 
'•(a  —  fc  +  c1  =  0,0664191 +  4 
'•(a  +  g>~c)  =  a,6665o25  —  x 

D         f((a-5+c)(öJ.Ä      e))=o,62i72i6-F5. 

JJ,  Wie  man  sieht,  (a  +  fc+ c)(6  +  c-^grörser  ist 

Ausdruck  (85.)  nebmen.    Es  ist  also 


-  / 


,       >0| 
20i 
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0,6217216 4- 3 

—  O,2507O23  4"  ft 

'  •(««»^  §  «)  =^  0,57 10 1 93  —  6. 
Da  dieser  Lo^arithme  so  klein  ist,   dafs  man  da 
j  sngehörigeii  Winkel  in  der  Tafel  gar  nicht  findet,  « 

nehme  man' erst  die  zagehörige  Zahl.    Diese  iat 

toTi^  11^  =  o,  0000235. 
Für  so  kleine  Winkel  sind  die  Tangenten  den  k 

E\n  fast  gleich»  also  kann  man  f  a,  statt  tan$\a  seUa 
an  ist  der  Bogen  von  1  Secnnde  nadh  den  Ve;<« 
sehen  Tafeln  (S.  396.)  gleich 

,      ,  0,0000485;  also  ist 

T  ^  _  0,0000255  o         , 

5  ^  =  m 77:1  Secnnden, 

o,oooo485  ' 

and  folglich    ' 

/  470 

flf=Tgr  =5:0,969  Seconden. 

Die  in  diesem  Paragraph  enthaltenen  Anfj^aben,  «itf 
drei  bestimmenden  Stücken  eines  Dreiecks  die  übri^ 
£a  finden,  kommen  besonders  hänfig  vor;  deshalb  om 
sie  umständlich  and  ansführlich  abgehandelt  wordeo. 

361.  r 

Anmerkung.  Aus  den  GUiöhuneen  fi.  2.  wrfJ« 
§.ISZ.)  folgt:  \ 

b  ___  Sinß  £ siny      »  -  a  sina 

,  *  c  siny^  '  a  sina^  *  b"  sinß'- 
Wegen  dieser  Ausdrücke  kann  man^  wenn  in  2äiß 
und  Nenner  irgend  eines  Bruchs ,  Seiten  oder  Sinus  d^ 
Winkel  eines  Dreiecks  vorkommen ,  ohne  Weiteres  statt  dff 
Seiten  die  Sinus  der  gegenüber  liegenden  Winkel  ^  und  »»• 
gekehrt^  schreiben;  nur  mufs  die  Verwechselung  in  ä^^'" 
üUedern  des  Zählers  und  Nenners^  mit  allen  dSft  Potestäta 
der  Seiten  und  Sinus,  geschehen^  deren  Exponenten  zusaifr 
men  gleich  sind,    Z.  B.  es  sey  der  Ansdrack 

äTde  +  c^llU''        y  "• 

gegeben,  wo  a,  b^  c  Seiten  eines  Dreiecks^  d  od« 

e  aber  beliebige  andere  Gröfsen  bedeuten,  so  setse  10^ 

hzsixay   c=Xa.    Alsdann  ist  aach  sinßtsxsinf»  ^^ 

^fsslsina^  -wenn  ^V  ßy  /die  in  dem  Drei'ecki  <•«" 

Seiten  o,  fr,'  c  gegenjiber  liegenden   Wink«!  bfdeoteO) 

denn  nach  den  Gleichongea  (3.  and  %.)  islt 
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,     •  h         sin.fi       ,  c         sinr 

—  =  — r-^  and  —  =  -r-^. 
a         sina  n        sin» 

Nan  stelle  man  tich  yor,  es  werd^  in  den  Ausdrack  (4.) 
statt  6  und -c"  a n f  die  Weise  xa  und  Xa  j^esetet,  dafs 
man  ans  den  Potestaten  von  a,  welche  jet^t  alle  Glie- 
der in  Zähler  nnd  Nenner  enthalten»  irgend  eine  Pote* 
etat  Ton  a,  k.B.  oM  snm  gemejnschaitlichen  Fac« 
t  o  r  nehmen  kann,  so  wird  dieser  gemeinschaftliche  Fac- 
tor sich  offenbar  oben  nnd  nnten  aufheben.  Oanft 
d^  nämliche  würde  aber  auch  geschehen  ieyn,  wenil 
statt  derjenigen  yerschiedenen  PotestSten  Ton  a,  ^xund 
Cy  die  sich  in  den  gemeinschaftlichen  Factor 
nT  vereinigten^  die  nämlichen  Potestaten  yon  sina^ 
sinfl,  sin  2^  gestanden  hätten.  Dieselben  würden  den 
gemeinschaftuchen  Factor  ^no^  gegeben  haben,  weil 
^ifinß^=^xsina  nnd  sinfzszXa  ist,  eben  wie  frssxa  nnd 
c=:xa.  Diese  gemeinschaftlichen  Factoren  sina^  wür- 
den sich  also  ebenfalls  oben  nnd' unten  au%ehoben  ha- 
\  )>en  ;  und  da  AUes  übrige,  was  der  Ausdruck  aufser  den 
,  gemeinschaftlichen  Factoren  a^  und  sinaf^  enthält,  in 
beiden  Fallen  das  Nämliche  ist,  so  bedeutet  der  Aus* 
druck  (4.)  gans  gleich  yiel,  ob  darin  n,  hy  e  susammen 
auf  die  Potestät  ft  erhoben  sind',  oder  ob  sina^  sinfl 
und  siny  zusammen  auf  eben  die  Potestät  steigen*  Da- 
her kann  man  nach  Willktthr  Eines  statt  des 
Andern  setzen.  Hätte- der  A1^drudL  (4.) 'Glieder, 
die  gar  kein  a,  5,  c,  oder  gar  kein  sinu^  sinfl,  ^ny  ent- 
halten, so  müTste  mair,  wenn  man  in  den  übrigen  Glie» 
dern  die  Potestaten  yon  a,  h^  c  und  sina,  sinfl^  siny 
bis  2ur  Exponenten -Summe  ^  verwechseln  wollte»  £U- 
yor  oben. und  unten  mit  o^,  oder  sinaF',  oder  auch  mit 
y^  oder  sinß*y  oder  mit  c^  öder  sinyf^  multipliciren« 
Alsdann  findet  die  Verwechselung,  bis  zur  Exponenten* 
Summe  fi,  yrie  yorhin  Statt 

Es  ist  s*  B« 

a^h^  +  a^c'^d^  +  b^^e^    . 

a»»de  +  c*fe7e^ 

g»  sin  a*  M  sinfl"^  +  a*  sin  ac  sin  y*  d^  +  M  sin  fl^  e^ 

a?  *ina* de  +  siny*  sin  fl^b^ e* 

a^h^sina^sirtfl^  +  a^pd^  sinasiny*  +b^e^sinfl^ 

a^  desina^  -i^b^e^sinfl^siny^ 

Ib  der  That  erhält  man ;  wenn  man  in  (6.)  linker- 
haqd  xa  statt  b  und  Aa  statt  p  setst,  x 
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oder  weil  nda  a^    oben  und   anteD   eia  gemeins^l 

eher  Factor  ist, 

x-»a»M  +  A<  a*crf3  ,|.  K^^gi 

SetKt  man  dagegen  in  den  Ausdruck   (5.)  recbterbs 
xsina  $t3Lit^np  und  Xsina  statt  siny,  so  erhält  maBJ 

a»  <i  tf  (jzn «•)  +  i*  •♦  (»♦  jififlt*  1*  sina^) 

oder,  weil  jetst^'^^na^  oben  und  unten  ein  gemeioi 
lieber  Factor  ist, 

x^a»6'^^-A^«*rd>-f  x^&^g^ 

welcher  Ausdruck,  wie  man  sieht,  mit  (6.)  übereinstiini 
Es  bleibt  alles  das  nämliche ,  wenn  auch  die  itfi 

nenten  der  Potestäten  Brüche  oder   beliebige  to* 

dere  Zahlen  sind. 

Hätte  man  einen  Ausdruck  wie 

o      u»2»*  +  c»d*+e* 

o«  j. jr~"> 

welcher  in  einigen  Gliedern  gar  kein  a,  &,  o  eotiialtf 
und  man  wollte  statt  der  Dreiecks -Seiten  a^bfcia» 
Sinus  der  gegenüberstehenden  Winkel,  bis  sur  Expones- 

ien- Summe  -1  einführen,  so  müfste  man  erst  mit  a^  oder 

&3  oder  c*  oben  und  unten  multipliciren ;  alsdann  lani 
man  mit  (8.)  wie  mit  (5.)  verfahren« 

362. 
Lehrsatz.    Wenn  a,  ß  und  y 'die  Winkel  ein«« 
beliebigen  Dreiecks  sind^  so  ist  .  ^  . 

1.  sin2a'i'Sin2ß4^Mn2y=z4ksinaBinßsiny.       '    . 

2.  sina    +$in  ß-^-siny   ssz^coslacos^ßcosiy-. 
yin  2«  +  sin  2ß  —  sin  2y  =  4  cos  a  oos  ß  siny, 

3.  {sin2ß  +  sinQy^ — sin 2a  =s i cos ß cos y sina, 
{  sir^  2y  +  sin  za  —  sin2ß  =  4  co5  y  cos  a  sin  ß. 

isin  a  ^-f- sin ß  — siny  z=z^siniasiniß cosi/i 
sinß  ^$iny  — sina  ^i^sin^ß sin^ycos^a^ 
Siny    +sina  — sinß  :=:4isiniy  siniacosiß» 
5*     C05  2a  +  C05  2/?+ C05  2y  =  — ,i '^4  cos  a  cos  ff  cos  y. 
\  6.     cosa   -^cosß  Xcosy  :=:4siniasinißsiniy  —  '^ 

\  '  j.  ,  tang  a -{- fang ß ^tangy SS  iangatangß  fang  y* 

i   ''  8.     cota  ^  cot  ß  -^coty  ^=zcota  cot ß  eoty 

l.  -^  —  cosec  a  cosec  ß  cosec  )'■ 


'56  s..     Beliebige  Dreiecke^  Seiten  u.  fp^inkel.      (|25 


♦  ^ 


« • 


Beweis.  I>ie«0 .Ausdrücke  findet  maa.^as  den  all- 
[gemeinen  Amidrücken  (119.  bis  H26.  <$.  34509  wenn  maä 
idaeelbst  a,  /?,  y  statt  a?,  /,  z  schreibt ,  uaA  vreil  hier 
U»+"iä  +  y  =;=^  ^Q  i«t,   dort  a?+y+Ä  =  2q'  seist. 

I.  .  Der  erste  darti|;e  Ausdruck  (11 9*)  nemlich  ^ebt 
lÄr  ar  +  y  +  «  =  2p»  weil  alsdann  sm{a?  +  ^  i|-|^)  ss  o, 

jsmrx  +  y  — «^  =  5in(2^ — z — z)  zsisin2z  nnd  ebe^  so 
sfn{w — y+z).sss  sinay^  «>i(y  +  «  —  ä?)  =  sin2x  ist, 
^sinxsiny  sinz  =  sin23D  '\''sin2y  '^^  sin  2z;  welches  der 
gegenwärtige  Ansdrack  (I.)  ist.  ^       v 

II.  •  In  dem  zweiten  dprtigen  Ansdrack  ( 120. )  ist 
jetÄt 

sini(x^y)  s=:  sin|(2(»  —  z)  =  si/i(g— ^,5)  =  co5|x, 
nnd  eben  so        /  ^  ^      * 

sin i (JF  +  i)  =  cos  Jy,  sin |(y  +  z)  5=  eo« | ar,  also  dort 
sin  X  +  siny  +  «i/i  jc  ss  4  coä  \  a?  co5  J^  co5  J  «  ; 
welches  der  gegenwärtige  Ausdruck  (2.)  ist. 

.  III.     Der  siebente  dortige  Ausdruck  ( i25.)  ist  jeCct 
.^sinxcosycosz's:^  sin2Z'\r  ^n2y'^  sin2x, 
oder  hier 

isinacosßcosy  SS  sin2y  ^  sin2ß  —  sin2U; 
welches  der  zweite  Ausdruck  (3.)  ist,   Woraus   man  die 
'  andern   beiden  (3.)  durch  Weiterrücken   der  Buchsta- 
'  ben  findet. 

IV.    Der  achte  obige  Ausdrude  (126.)  ist  jetzt,  weil 
sinÜpc-^-y)  =  cos^Zy    eos\{x^ z)  s=  cosi^üQ — y) 
z=:  cos  (^ — iy)  =  sin  |y,  und  eben  so  cos  |(y+z)  =  ^m|xist» 

sinx-i^  5iny  —  sin  z  =:  4  cos  |  z  sin  iy  sin  x, 
oder  hier 

sin  a -{- sin ß"^  siny  ^=:^sini a sin iflcosiy; 
welches  der  erste   der  drei  obigen  Ausdrücke  (4»)  ist« 
Die  andern  beiden  findet  man  durch  Weiterrücken  der 
.  Buchstaben. 

V.    Der^  dritte  obige  Ausdruck  (127.).  ist  jetzt,  weit 

cos  (aC  +  >'  +  «)  5=   cos  2Q  S=i  1  ,      COS  {X'i'y  — z) 

=  COS  (2^— z — z)ss  COS  {2^ —  2z)  == —  COS  2z  und  eben  so 
co5(a? — y'i'z)ss — cosg/,  cos{y'\'Z  —  x)  =s -r-^ cos 2 x  i^t,* 

4  cos  X  cosy  cosz  =  —  1  —  cos  2x  —  cos  2y  —  cos  2z; 
welches  den  gegenwärtigen  Ausdruck  (5.)'giebi. 

YL    Der  vierte  obige  Ausdruck  (124.)  i<t  jetzt,  weil  1 

cos^üci-y)  ==  sin^Zy     coi|(j^  +  z:)  =:  sin^y  und  ^ 

cof^ly  ^z)  ==i  sin^x  ist,  ' 

cosx  +  cosy  +  cosz  5s  45i7iijpsi7i Jy  J$m§z  — » j 
:  welches  detf  gegenwärligen  Ausdruck  (6,)^i«bt. 


/ 


\ 
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VII.    Dec  fünftOv  obige  Aaadrack   (i35.)'*ist  j«tEt, 
weil  sinipo-^-y'-^rz)  «=?  o  ist, 

tang  tangy  tangz  s=s  ianga:,  +  tangy  +  tangz; 
welches  der  ge|fenw8rtxge  Aasdrack  (7.)  ist. 

VIIL    Der  sechsrte  obige  Ausdruck  (i34.)  ist  jetzt, 
weil  cos(x'{'y'^z)  =  —  1    und 

cosecx^  ^r—  ss:  cosecy^     ,    ■     =3  oosecjs  iit» 


I 


Am  07  «71  y  szn  x 

c<?^  or  coty  cotz  =  cof  a?  +  coty  +  cof  z  +  cosec  sc  cosecy  cosea; 

\relche«  den  gegenwärtigen  Atudruck  (8.)  giebt 

363. 

Erläuterung,  jiiii  den  Stücken,  welche  ein  Dreu(i 
bestimmen;  mi^fs  sich  auch  der  Flächen -Inhalt  4e^ 
selben  finden  lassen ,  also  > 

1)  aiis.  zwei  Seiten  und  dem,  eingeschlossenen' Winkd\ 

2)  aus  zwei  Seiten  und  einem  anliegenden  Winkel; 
8)  aus  einer  Seite  und  zwei  {inliegenden  TFinkeUi; 

4)  aus  einer  Seite  i^nd  einem  anliegenden    und  dem  gt' 
.  gemiber  liegenden  Winkel; 

5)  aus  den  drei  Seiten. 
Dieses  geschieht  wie  /bl^t, 

ä64. 
Aufgabe   I.     Den  Inhalt  ^  eines  beliebigen  Dreieds 
aus  zwei  Seiten  und  dem  eingeschlossenen  Winkel  zu  ßnifi^ 
alsoz^B,  {Fig,  171.  !•, und  IL) 

A  au^  a,  b  und  y, 

A  aus  b,  c  und  a,   und 

A  aus'Cy  a  U7id  ß, 

Auflösung,  Wenn  man  ». B.  BC=sa  enrCniBi- 
lioie  nimmt,  so  ist  das  Perpendibel  von  A  auf  BC  &^ 
Höhe  des  Dreiecks ,  aldo  der  Inhalt  A  gleich  la*-^^ 
(5.   116.). 

Es  ist  aber  ADizzbsinyf  also  ist 
A  ==  iaft^/iy  und  folglich,  durch  Weiterrück«» 

der  Buchstaben, 
^  ==  ^bcsina  .     ' 

A  5=  ^cusinß. 

Hiernach  lafst  sich 'bequeifi  mit  Logarithmen  rechne»« 
Die  Zahl  welche  man  für  A  findet»  ist  die  Tiabl  d^ 
Quadrate  der  Längen-Einhent,  welche  auf  ««• 
Fläche  d^s  Oreiecliä  geben.  ^ 


1 
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Aufgahe  IL      Den  Inhalt  A  eines  beliebigen  Drei-r 
eoka  aus  zwei  Seiten  und  einem  antiegehden  Winkel,  zu  ßn^ 
,deni  diso: 

Aau^  a,  l>  und  a,  oder  a,  b  und  ß^ 
/^€tus  h,  c  und  /?,  oder  hy  o  und  y^ 
Aati«  c,  a   und  y^  oder  "c,  a  und  a. 

Auflösung.  Zufolge  (L)  ist  %.  B.  AsEffrcnnfl^ 
oder  SS facnn^. 

Drückt  man  im  ersten  Falle  c  durch  die  gegebenen 
'Stücke  a,  h  und  a  nach  ($.  559«  7^-  ^'S.^®  Gleichung  i.) 
aus^  nämlich  durch 

0  =  &  cos  a  +  y(Ä*  —  ft*  «n  a*), 

80  erhält  man 

iA  =  ihsina\hcosa±^{a*—b^sina^)'\ 
A=:icsinßiGcosß±V{b^  —  c*sinß^y] 
A=siasiny  [acosy  +  /(c^- — a*  «n  y  *)]. 
Drückt  man  im  andern  Falle  c  durch  a,  b  und  ß 
nach  ($.  359.  74.  iste  Gleichung  2.)  Ans,  nämlich  durch 
cz=zacosß±_y{h* — a*sinß^)y  so  iipdet  man 

!A  =  iasinß[acosß±^{f>^—a^sinß^)\ 
A'=ihsinr{hcosr  ±/{c^  —  h^  sinY^)\ 
A  =  ic5i7ia[ocosa4ii^(a*  —  d^  sina^)^. 

Die  Gleichungto  (8.)  ecfhen  in  (3.)  wie  gehörig  über^ 
wenn  man  a  |ind  bj  a  und  /?;  &  und  c^  /?  Und  ;^}  c  und 
a^  p^  und  a  -verwechselt. 

Erster  Fall.  Liegt  der  gegebene  Winkel 
der  gröfsern  von  den  beiden  gegebenen  Sed- 
'^en  gegenüber,  so  ist  nur  ein  Dreieck  möglich« 
In  der  That  istf  wenn  %,  B.  im  ersten  Ausdruck  (2.) 
a  >^  ft  ist ,  a* — b*sin  a*  grö£ser  als  6*  —  6*  «i/i «* f  oder 
gröfser  als  b^cos  a^\  miUdn  ^{a^^h^sina^)  gröfser  ala 
höosa^  also  ist  alsdann  einer  Yonden  beiden  Wertbea 
Tön  6c<wa  +  /(a* — h^sina*)  und  folglich  von  A ^nega- 
tiv, was  nicht  Statt  findet.  Mithin  hat  alsdann  A 
nur  einen  Werjth.  Es  folgt  daraus,  dafs,  in  diesem 
Falle  ih  dem  Ausdruck  (2.)#  so  wie  (S*),  nur  das  obere 
Zeichen  gilt. 

Zweiter  fall.  JLiegt  der  gegebene  Winkel 
der  kleinem  Ton  den  beiden  gegebenen  Sei- 
^^1^  (pog^niibery  so  sind  entweder  £w ei  Dreiecke 
mögBch,  oder  es  ist  keine  möglieh.  In  der  That 
ist,  wenn  s«  B«  in  dem  ersten  Ausdruck  (n.)  a^fr 
ist,  a*— &*sin(»*  kleiber  als  6* ~ 6» sin a*,  oder  klei- 


> 
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ner  aU  i^cosa^^  mithin  ^(0*  — fr*jina'),  in  »o  fem 
a* — b^sina^  nicht  n,6^ativ  und  also  die  WaivEelp*ö&« 
anmöglich  ist,  kleiner  als  hcbsa»  Also  kann  alsdaiui 
sowohl  das  obere  als  das  untere  ^Zeichen,  in  ded  Ans- 
drücken  (2.)  und  (3.)  Statt  finden. 

Es  giebt  also,  wenn  s.  B.  a<C,h  und  Ka<cl®ich 
a^bsina  ist,  so'dals  die  Wurselgröfse /(a^  ^ — 6*5wo*) 
noph  reell  ist,  swei  Dreiecke,  deren  Inhalt  die  GItU 
changen  (12.)  (3.)  durch  das  f/weifache  Zeichen  ausdrök- 
Ken.  Ist  z,  B.  a^&  und  auch  a^bsina^  so  ist  keia 
Dreieck  mit  den  gegebenen  Winkeln  möglich^  und  der 
Ausdruck  des  Inhalte  (2.)  und  (3.)  ist  unmöglich. 

Aufgabe   III.      Den   Inhalt   A    eines  Dreiecks  ma 
einer  Seite  und  den  beiden  anliegenden  funkeln  zu  ßnden, 

also  A  aus  a,  ^fl  und  y, 

A  aus  b,  y  und  a,    und 
A  aus  c,  a  und  ß. 
Auflosung.     Zufolge  (I.)  ist  s.  B.  A  =  yaesiniJ- 


also  ist 


Nun  ist  nach  ($.  SSg.  I.)  c^j^^^-j 

^       a^sinßsiny  ^^  b^  sin  y  sind  ^^  c*  sin  et  sin  ß 

'•  2«rt(/?4-y)  ~2  5m(y4-a)""  2  sin  (a  +  ^/ 

wonach  sich  bequem  mit  Logarithmen  ^rechnen  läfst 
Da  s.  B. 

-     sin  (/9  -|-  y)  =  ^*«  /^  ^^  7  +  ^0^  /^  *"*  y  > 

a^sinßsiny 


SO  ist  auch  A  = -7-:"^  . ^0^     ., 

2  (sm  pcos  y  -J-  coä  psm  y) 

oben  und  unten  mit  sin  ßsiny-  dividirt. 


und  wenn  maa 


i«* 


i&* 


X  ^2 


A     A=—  . 

'    *  cof  y  -f-  CO*  ß       cot  a^coty       cot  ß-^cot  a 

Aufgabe  IV.  Den  Inhalt  A  eines  Dreiecks  aus  ei- 
ner Seite  und  einem  anliegenden  und  dem  gegeniiker  liegen* 
den  Winkel  zu  ßnden,  also 

A  aus  a,  ß  und  a,  oder  aus  a,  y  und  a, 
A  aus  b,  y  und  /9,  oder  aus  b,  a  und  /?, 
A  aus  c,  a  und  y,  oder  aus   c,  ß  und  y, 

Auflösung,     Zufolge  (I.)  ist  z.  B.  As^ac^^l 

5171  (g  4"/^ 


5i/za 


Nan  ist  nach  ($.  SSg.  IL)  es  a 

5      A  g,,  «*  ^^>«  /^^^^  (o? +/?)  _  6*  ^fri  y  sin  (/?-f  y) 

Slsiita  "7"  2sinß 

(y+g) 


also  ist 


c*  Äin  a  51« 


2siny 
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■  •  Decgleicben  ist  nach   (I.)   Ass^absin/  and  .nach 
'{$.  369.  n.),  5  =  afi2i?dlÖ.     Alio  ist 


sina 


f.       y.  a*  sin  y  sin  (g  -|-  y)  _  P^  sin  a  sin  (/?-{-  «) 

;  2 «na  2sinß 

—  <^^^^  /?*j^«  (y  4"  Ä 

.    2sin')^ 
wonach  sich  wiederum  beqaem  mit'  Logarithmen  rech« 
nen  läfst. 

Aufgabe  V.     Den  Inhalt  A  eines  Dreiecks  aus  den 
drei  Seiten  zu  finden^  also 

*   A  äusa,  b  und  c« 

Auflösung,     Zufolge  (I.)  iat  A=x|ac«/i/?.    Naa 
ist  nach  ($.  369.  IX.  80.)  ' 

ß^V[.{<i'\'h^c){a^h—c){a—b^c)(b^c-^a)]     . 


5fll 


2Ca 


Also  ist 

*  7.     A  =  |^[(a  +  6  +  c)(a  +  6-c)(a  — ft  +  c)(6  +  c— «)], 
wonach   sich  wieder  bequem  mit  Logarithmen   rechnen 

^  iäfst.  .  ,  ^ 

\  Der  Ausdruck  (7.)  stimmt  mit  ($.  174.)  tiberein,  und 

^ie  daselbst  gezeigt,  Iäfst  sich  aucb  der  Inhalt  des  Drei- 
ecks durch  die  drei  Seiten  wie  folgt  ausdrücken: 

SA=:fy[Ca«+c^.)*  — (a*  — c*)*  — (a^  +  c^— fc*)^J^ 
AssJ/Kt^  +  a»)»  — (&*  — a*)*— (6*4-a»  — c«)»]/ 
A='J|/K<?»4-^*)*— (c*— *^)^— (<^*+**— «T]j 
^  wopach  sich  mit  Hülfe  von  Oi](adrat-*Tafeln  bequetai 
r^hiren  Iäfst. 

Da  in  ($.  359.  u.  3ßo.)  -von  den  Auflösungen  ähnlicher 
Ausdrücke  in  Zahlen  mehrere  Beispiele  gegeben  worden, 

*  so  wird  sich  hier  und  femer  der  Raum,  den  noch  meh- 
rere  Beispiele  einnehmen  würden,  ersparen  lassen. 

'  365. 

Anmerkung.    Da  noch  viele  ändere  Liiiien  und 
^  Winkel  als  die  Seiten  und  zwischen  ihnen  die  Winkel, 

ein  Dreieck  bestimmen,  so  Iäfst  sich  auch  der  Inhalt 
;   eines  Dreiecks  noch  auf  vieb  andere  Art  ausdrücken, 

s-  Bc  wie  folgt. 

366. 
^      '  A ufg ahei    Der  Inhalt  A  eines  Dreieck»  ctus  seinem 
Vfnfange  p=:a-t"h4-c,  wenn*a,  b  Und  c  die  Seiten  sind, 
\ind  aus  seinen  Winkeln  a,  ß  und  y  zu  finden. 
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Auflosung.     Zafol^e  ($•  36i.)  ist  b.B. 
g-f  6+c  ^^  51« g^f  ^m ß  +  ^i« y 
"""■"■"*■"""  st  - ,   also 

a.=  sina.  ■^    T      . —     oder. 


a  äs 


psma 


sina  +  sin  ß+siuy"^ 

Eben  sq  ist  6  s= £.?^i^ . 

sina-^;  sinä-^-siny 
Nun  ist  A  =  iabsiny  ($.564.  L).    Also  ist 
-      A  *—     ip*  sina  sin  ß sin y 

]^     \  *  (*mcip+s/n/?+ 5my)*' 

ZnColg^e  ($.  56fl.  1.  und  2.)  ist 

sinasinßsiny  t=z  i(sinQa+  sinQ ß+  sinay)  und 
sina -^ sin ß+siny  ä  ^cosiacosiftcos^y. 

Ferner  ist  zufolge  {§.  345.  54.) 

Äwt  a  sin  ßsin  y  =  2sin  ia  cos  ia .  2sin  Ißcös  iß .  a^m  |y  coif/. 

£a  ist  also  auch 

oder  auch,    da  a  +  /?  +  y  =  2^,   also  «.  B. 
»y  ==  e— i(a  +  /9)  and   fon^fy  zs  co*|(a  +  /?)  H 
^  ==  »P*'«»5T«'an^i/?cofi(a  +  y9X   oder 

folgUch  I     T      rj/» 

'^         cofJ/y+cof|y     ' 
A  =  'jr«  '~'^°"gTy<a»gT« 

•     /  367. 

Erläuterung^.  Dt  eine S«H« oder «ia  Winl«! *•- 
niger  sieben  al«  ein  Dreieck  be«timmen,  dagegen  «b<r 
der  Inhalt,  so  labt  sich  ans  den  Gldcbongea  £Wi«ci>«<> 
demlQbalt  und  den  bestimmenden  Stücken  nmgekebrt  da» 
fehjende  Stikk  findep.    Die  Gleichungen  ($.  364.  v.  i^-) 


368-  Beliebige  Dreiecke.     Inhalt.  k2Q 

enthalten  daher  sogleich  die  Aaflösangen .  tod  eben  eo 
-viel  Aufgaben  aU  aof  diese  Weise  entstehen ;  wie  folgt. 


368.  ♦ 

jiufgahe  I.     Aus  dem  büialt  und  zwei  Seiten  eines 
den  von  diesen  hef  den  Seiten  eingeschlossenen  Win- 
kel zu  finden. 

Auflösung.  Folgt  ans  (S-  364.  I.)  unmittelbar, 
jiSmlich  i 

flA      .    >,      2A      . fiA 

bc  ^         ca  ah 

^Aufgahe  11.  Aus  dem  Inhalt  eines  Dreieöks^  einer 
Seite  und  einem  daran  liegenden  Winkel^  die  andere f  an  dem 
JVinkel  Hegende  Seite  zu  finden. 

Auflösung.     Folgt  aus  ($.  364.  I.)  nnmittelbar, 

öA     .,         flA  äA 

bsmy  csina\  astnp 

^    •         2A  aA  aA  , 

asmy  hsina  c  sin  p 

Aufgabe  IIL  ^U5  dem  Inhalt  eiftes  Dreiecks,  einer 
Seite  und  dem  gegenüber  Hegenden  Winkel^  eine  d/tr  beiden 
andern  Seiten  zu  finden. 

Auflbsung  A.  Ans  ($.  564.  II.  2«  erste  Gleichung) 
s.  B.  folgt 

üA.'^b^sinacosa  s:i  ±bsinay(a* — b^sina*)\  also 
4fA* — AAb^sinaco$a  +  b^sina*^osa* 

=  a^b^sina'^  —  b^sina^^  oder 
M sina^' —  (a*  wi a  +  4  A cos a)5*  5in a  +  4  A*  =  o, ,  oder 
M  — (a*  +  4Acofc»)5*  +  4A*co5^ca*  =  o,    folglich 
61   6* = |a*+  2  A  cot  a  +  /[(|a*+^  Acof  a)*—  4A*c<w«;  a*]. 

£.  Setct  man  in  den  Ausdruck  ($.  364.  2.  erste 
Gleichung)  ^  woraus  diese  Gleichung  genommen,  c  statt 
hf  so  erhält  man  den  Ausdruck  ($.  %4.  IL  3.  dritte  Glei- 
chung). Was  aus  diesem  folgt,  muls  man  also  aus  (5.) 
finden,  wenn  man  c  statt  b  setst.    Also  ist 

6.  c*  s=  |a*+  aAcof a+ •[(}o»+2Acot  »)•— .4A*co«c«»]. 

C  Da  6  nicht  nothwendig  gleich  e  ist,  so-  folgte 
dab  man  fftr  h  und  o  yerschiedene  Zeichen  der  Wur- 
selgrCOie  nehmen  mufs,  so  dafs  b*  und  c^  4m  Grunde 
nur  einen  Werth  haben.    Ss  ist  also  s.  B* 

7.  ft»  s=ia*-f-  2Aco*a -|-i^f(Ja»+2Acof »)•— 4A*cas#cflt»], 

8.  •»  =5  |a*+  2 Aeof  «—/[{fa^+a Acol  a)*~4A*eo»«»*]. 
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D.    Zn^ammen  also  ist 

,    »•  Ja*=  jiH 2Aco# ß—Vi{ih^'\'2Acot ^*~4A»pa5fc Jn 
10.  i"*!"^  *""*  +2Acof  y  +  r^KicHsAco/  y)»— 4A^co5ecy' 
^6*=$c»+2Acofy— |/[(Jc*+2Atfor;^)»_4A^cc^w/v 
Aufgab^  IV.     -rf«Ä   cf^m  //lÄaüf    iW  zt&eieA  S^bl 
eineß  Dreiecks  eijien  anliegenden  JFinkel  zu  finden. 

Auflösung  A.    Aus  ($.  364.  II.  a.  erste  GleichuBf) 
folgt  ,  *' 

2 A  —  h^sin  a  cos a  ä  ±  fc^^i/i  a /(a*  ~  fc«  sm  a>),  oder 
4  A* — 4A6*««  a  cos  a+6*si>t  a*cosi^*=;6»ä*wi  a*.— i*5w«*, 
oder  *  .  •   ' 

4 A* — ^Ah^sin  a  cos a+b'^sin  a^  =  6*  a*  51«  a*,    oder  mit 
Sina^  dividirt, 

4Z:^^coseca^-^4Ab^cota  +  b^{b^  —  a^)  =  ©     oder 
4Aco{«*   — 4A6*cofa  +  4A^+Z^*(fea_a»)  =  o:  ilio 
sAco^a=:  b^±Vih^—^A^--b^  +  b^a^)/oder 

11.     co/a  =  — "^    ^ x ^"^  >^ 

2A  .   •    ,       • 

B,    Dil  die  ewile  Gleibhnng  {$.  364.  IL  2.),  woran* 

dieser  Ausdruck  genommen  in  die  erste  Gleichung  ($.5W. 

II.  3.)  übergeht,    wenn' man  a  mit  ß  und  a  mit  bYtc 

wechselt^  so  giebt  diese  letzte: 

2A  ,  •  . 

p.  Da  cota  und  cof/9  nur  einen  Werth  haben  kön- 
nen, so  kann  man  in  den  beiden  Ausdrücken  (11.  a>  is) 
ÄBr  entgegengesetzte  Zeichen  der  Wnrzel- 
gr 5 f s  e  n  e h m en»    £s  ist  also,  zusammengenommeo: 

■     «    )  sA  ' 

14)  2  A  ' 

Ly  =  ^--•(fe-c;-4A-)       . 

^        '  2A  ' 

(cotr  =  ^^  +  y(<^'-a--4A') 

L«  =  ^-•(c'a'^^A')^  ■      ' 


18. 
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Aufgabe  Y.     Aus  dem   Inhalt   eif\es  Dreiecks  und 
einem  daran  liegenden  Winkel  die  diesem  Winkel  gegenüber 
Hegende  Seite  zu^ßnden»  ^ 

Aiiflosung.  Wie  in  (IV*)  findet  man  aus  <fer  er- 
sten Gleicbnog  (§.  364.  II.  2.) 

4A* —  4A6*5i/ia  cosa  +  b^sina^  =s  b^a^  sina^, 
''also,   wenn  man  mit  b^sina\  dividirt.  • 

4A*'  '       V 

16.     a*  s=  tf4=-r  — 4Aco/a  +  i^• 
und  da  die  erste  Gleichung^  ($.  564.  IL  2.)  in  die  sweitte 
{§>  364«  II.  S.")  übergeht,  wenn  man  a  mit  y  nnd  a  mit  c 
'Vjerw^cbselty 

4A* 

17.      C*  ==  7^-: r  —  4Aco^y  +  J*. 

Es  ist  also,  Kasarmmengesommen : . 

4A*  •   A  '  -• 

a*  =  — -r — r  —  AAcota  +•  &»,. 

'    '        4  A* 

b^siny^  '   ^       \ 

\b\  =  .1^  -  4A  cotß  Hh  c-, 
*3'   1       '        4A^  '    - 

C    5171  a* 

^  a^suip* 

Aufgabe  VI.  ^M5  rfem  Inhalt  eines  Dreiecks,  einer 
Seite  und  einem  daran  liegenden  Winkel,  ^en  artdem  anlief 
f  enden  Winkel  zu  finden. 

Auflösung.    Aus  ($.  364.  111.4.)  e.  B.  tolg% 
eoty^cotß  =  -^.    Also  ist 

2A  t  2A  '» 

22*    cot a  Ä  — ^  —  coty^   cot y  =s  — tt  —  cata^ 

s3*     cotß^i  — T cofa,    COttt'SZ  — r CO*Ä 

^      2A  '  2A 

Aufgabe  VII.  urfu*  d^m  JnAaZ^  «7te5  Dreiecks  und 
xwH  Winkeln  die  zivisphen  diesen  Winkeln  liegende  Seite 
^u  finden»  ' 


\ 
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Auf  losung. .  Aus  (S*  564.  IIL  3.)  folgt 

sinffsmy  '  I 

Sin  p  sin  Y 
35.    ^.  _aA«n(y  +  «) 

sin/y  sina 

26     c»  =3  aA«n(«-fr/?) 

^n  o(  Sin  p 

Aufgahk  Vm.  A5  dem  Inhalt  eines  Dreiecks^  «- 
nem  Winkel  und  einer  daran  liegenden  Seite  ^  den  dieser 
Seite  gegenüber  liegenden  Winkel  zu  finden. 

• '      Auflösung.    Au«  (5,  364.  IV.  6.)  folgt 
y.    ^^  a^sin ß(sinaco$ /?4" cosasin ß) 
"^  asina 

^=^.ia*sinß{cosß+sinßcota\  oder 
sA  —  a^sinßcosß  ^:z  a^sinßcota,  also 
2A  ^ 

a^smß  ^ 

Eben  60  findet  man  aus  ($•  364.  IV.  6.) 
aA 

cotä  =  -;— : cosy.    Also  ist,  zusammengenommen: 

^A  ^         ftA 

37.    cot a  =     ^^.    a  —  cos ß  r=i  -r— : oosn 

'  a^sinß  ^        a^  smy  '* 

*%ö     _, /,_     aA  aA 

•    ^    6*«/i/  '  '        .&^5m«  * 

^         .  fiA  aA 

ag.      COf  y  S=S     m     .     ^   —  COS«  =      ^     .      ^  CÖ5  A 

'     •^  cP  sma  ö^sinß  / 

Aufgabe  IX«  Aus  dem  Inhalt  eine»^  Dreiecks  und 
zwei  Winkeln  die  dem  einen  von  ihnen  gegenüber  liegende 
Seite  zu  finden^ 

Auflösung.  Aus  (J.  364.  IV.  6.  und  6.)  folgt  un- 
mittelbar 

So     a^-==i      ^^^na       aAsg/t« 

*      *   .    .      9in ßsin {a-^-ß}^^  siny  sin (a+ y) '  * 
also  auch 

5i     t^—      ^^^^  aAsinß 

^inysin^ß-l^y)  ^  sinasin{ß+ay 

$2     c*r^      SiAsiny       aAsiny 

sinasin{y'^a)  ^ sinß sin{y f^- ß)' 

Auf- 


3ßQ* 
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A  uf^  a  &  e  .  X.  Aus  dem  Inhalt  eines.  Dreiecks^  einem 
Winkel  und  derihni  gegenüber  liegenden' Seite,  einen  denm* 
liegenden  Winkel  zu  finden. 

Auf  losung.    A.    Aus  ($.  364,  IV.  6.)  folgt    " 
2^sina^a^sinß{sinacosß'\'COsasinß)^ 
nnd  wenn  man  mit  sin» sin ß*  diTiditt^ 

ü^cosec  ß*:s=:a^{cotß'^coid)^  Od«r 

.   cof/J'=:5^±]/(^+^^-^i),od«r; 

cot  ff  ssz   ■    I — — ^     ■  ■'  >  ^  *        I    ■  "^  , 

B«  Da  .der  erate  AüBdruck  (§.  364.  IV.  5.)  indea 
ersten  Ansdrack  {$.  S64.  lY.  €.)  übw^eht^  weiun/n^aii 
;^  statt  /?  set£t,  s6  ist  auch  .    , 

*  4A  .        *  . 

C.  Wegen  der  Gleichheit  der  Ausdrücke  ha^exi  dfe 
Wurzelgröfsen  io  cotß  und  cöty  entgegengesetzte  Zei* 
chen.    Also  ist  eusammengenommen 


53* 


cotpss^ s— ^ s — -r-x 4, 


4Ä 


I         •     «•_y(a^4.8Ä» AAof«— i6A*)  . 


4A 


^  4A  •      • 

-f8^^Acof/9~i6A*) 


Cof/Ä  ä-^-^ 

COf«  SB '    '     .    > 


4A 


36. 


o«-i.y(c*4.8c*A«rfy— ißA»)     / 

ora-—  4Ä^ 

^^^^=      >         ^     4A . 

^Aufgabe  Xh    Au»  dem  tnhaU  eöita  Dreiecks  und 
XWä  seiner  Seiten  dU  dritte  Seite  zxt  finden, 
'>  Auflösung.  .Ana  dem  er«ten  Ansdmck  (^.  564^ 

i6A'  =  (a»+o*)*— (a*— 0»)*— (a*+c*— 6*),  od«r  - 
i6A*Ä4a*c^  — (0*4- «•-*&")■,  »dW  ; 


86.    i»s=a*'+c»—fty(a».e»  — -114*5  «"»*  eben  io 
Crelle't  Geometrie.  «28 


«      »  t  -     - 
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'    37.    c*=;M  +  a*— 2/(6»^»— 4A*), 
58.    a*==c*4-^*— 2 /(<?**•— 4  A*), 
Aufgabe    XII.     Aus  deih  Inhalt   ujnd  den  JFinkeln 
eines  Dreiecks  seinen  Umfang  p  zu  finden* 

Auflösung. '  Aus  {$.  366,  3)  folget  unmittelbar 

59,    p^:;=:^Acotiacotißcotlr. 
A ufg äbe     Xll^.  *  Aus  dem,  Inhalt ^ .  Umfang  und  «- 
nem,  Winkel  eines  Dreiecks^  einen  der  beiden  übrigen  Wvh 
kel*zu  findeju  .   , 

A nfl bsu ng.   Ar.  Aiia dem  Griten  Afudrack  ($. S66. 
4.)  folgt 

•dir' 

oder 

4A 

— j(<yo*J/J  +  #aiig'JecofJ/9*)=  tangia^sefiß—tcmgia^y  oder 

also 


±|/(|«,a/J»  (i^*^S^L,^A£^,  oder 


J5.  'Das  eitfe  Zelcbeii  der Wureelgröfse  gilt  Ä'*> 
das  andere  .für  y ;  also  ist  überfairapt 

li«il»  JFinJcel  eines  Dreiecks  eine  Seite  xu  finden. 
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Auflösung.  Man  «nclie  nath  (XIII.)  eineii  4er 
beiden  übrigen  Winkel,  £•  B.  ^eon  a  gegeben  ist,  ^^  ap 
hat  man  auch  /7:=52(^  —  ^-^P^»  folglich  sind  alsdann 
sinäy  sinß  und  sinf  bekannt. 

Nnh  ist 

($.  561.)==-^ — {sina^sinß^sinY),  folglich 

Alf  pSinU  '    • 

iLÄ      t  psinß 

j^0      . psiny 

4a»     CSS;  ■"  ^ y — ^ — -*^ — !■■■■■■'  ■  , 

369.  - 

,  Anmerkung.  Die  Aufgaben  de«  Yorigen  Para<« 
graphft  kommen  geiröhniich  40  Yor^  da£i  verlangt  wird  1 
eine  Fläche  yon  gegebener  j&röfse  mittelst  einer 
graden  Linie  von  einem  Dreieck,  oder  von  einer  andern 
Figur,  oder  auch  von  einem  unbestimmten  Winkelranmä 
auf  die  Weise  abfiusdmeiden,  dafe  die  abgesc^nit* 
teneFIäche  einDreieck  ist-  pie  gegebenen  Stücke 
können,  anfser  dem  Inhalt,  di^se  bder  fen.e  Seiten  upd 
Winkel,  oder  der  Umfang  des  abzuschneidenden  Dref^ 
ecks  seyn«  Mehr  Fälle  als  im  vorigen  Paragraph  kom* 
men,  in  sofern  nur  von  Seiten  und  Winkeln^  eder  yoti 
Umfang  und  Winkeln  des  absuschneidenden  Dreiecks  die 
Rede  ist,  nicht  vor«       "    - 

Die  {j^ewöhnlichsten  Aufgaben  siiid  folgende«     . 

Ein  Breieck  ABC  (Fig.  175:)  vtm  gegebener  Gr^se  A 
von  einer  gegebenen  beliebigen  Pigitr  ADE6H,  oder  von  ei* 
nem  gegebenen  fPinkeiraum  DAH  eö  abzuschneiden^        •    • 

1)  dc^s  die  fichneideiide  tAnie  BC  mit  dem  einem  Sehen* 
kel  des  Winkels  DAH^  z,B,  mit  AD)  einen  gegebenen 
Winkel  ß  macht;  ^        .:     , 

2)  dafs  die  schneidende  Unie  BC  den  einen  Schenket  des 
WinkehJiAliy  x^.  B.  Ap^Jn  gegebener  Entfernung  AB =0 
vom  Scheitel  begegnet} 

3)  dqfs  die  schneidendi  Linie  BC  eine  gegebene  Jjange 
a  hat;  •  i      . 

^  4)  dqfs  da»  abgeschnittene  Dreieck  AAC  einen  gegebenen 
Umfang  p  üa^      ^  '"  ;.      -    '    ' 
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Im  ersten  Falle  ist  gegeben. A,  a  and  ß'z  ge- 
sucht wird  z.  b.  c  und  fr.  Zafolge  ($.  368.  VII.  a6.  und 
Vlil.  5i.)  ist 

•  _  aAsin(a  +  /J)         __       aAsinß 

sinasinß  sinasin^ß-i^a} 

Int  eweit^n  Falle  iit  gegeben  A,  c  and  <rc  g^ 
iucht  vrird  s.  B.  &. 

Zufolge  ($.  368«  II.  2.}  ist 

b  SS  - — r— —. 
esma 

Im  dritten  Falle  ist  gegeben  A,  a  and  a:  g^ 
fücbt  werden  fr  and  d 

Zafolge  ($.  368.  III.  8.)  ist 
'ft»=  |a*  +  aAcoia  +  ViiW  +  2A  cof  «)*  — 4A*co5«?a»], 
e»=  Ja*  +43iAco*ce— yL(ia»  +  öA  cof  a)*— 4A*  cos«?«4 

Im  vierten  Falle  ist  gegeben  A,  a  and  Ji:  ge- 
sacht  werden  b  and  c.         ' 

Man  Sache  &a  Folge  ($.  S68.  XIII.  42.)  aas 

den  Winkel  y  and  aas  ß  =  2Q  —  /?—  y  den  Winkel  Ä 

1^0  findet  man  nach  ($.  568.  XIV.  44.  and  45.) 

,  psinß  ,  psiny 

b  sss  *« ^  and  css  ^ — ' 

sina'i^sinß+siny  sina-f  sin  ß'^-nriy 

Die  bestimmenden  Stücke  in  der  Aufgabe:  ein  Drei« 
eck  TOn  gegebener  GröDse  aus  einem  Winkel  abzuschnei- 
den ^  können  auch  noch  auf  manche  andere  Art  gegeben 
seyn.   Einer  der  gewöhnlichen  Fälle  ist  folgender. 

370. 

Aufgahe*  Von  einer  beliebigen  gegebenen  Fi^ur 
(Fig.  lyS»)}  oder  vielmehr  von  einem  gegebenen  fFinkelraume 
DAH9  mittelst  einer  graden  Ldnie  BC  ein  Dreieck  ABC  Wn 
gegebener  Gr'qfse  A  so  abzuschneiden,  dafs  die  Schnittlinie 
durch  einen  gegebenen  Punct  P  geht, 

Auflosung.     Es   sey  PM  mit  AH  palrallel  and 
AM  =  q  f  PM  ss=  s ,   wodurch  der  Punct  P  gegeben  ist ' 
Die  Dreiecke  BPM  and  BCA  sind  ähnUch.    Also  ist 
SM       AB      ,       q  —  c        c  ^       ,  CS     ^\^ 

a^    ^%A     A     Q-M -pf  ^U 

Nun  ist  A  =  2 .     Daraus  folgt  aAg  —  flAs 

«  '    .          jt       •   I     öA          :    aAg        , 
s=s  e'St  ^ma.  oder  r*  H : —  .  c r*-,   also 
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Polygvnometrie. 
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Dadarcb  findet  man  den  Pnnct  B  und  tolgJioh  die  Lege 
der  Schnilüinie  PBC. 


f.PoIygonometrie« 


371. 

Erläuterung.  Der  Gegenstand^ der  Potygonome^ 
trieist:  aus  diesen  oder  jenen  hestimmen^den  Stücken 
eines  beliebigen  f^i elecks  andere  nicht  gegebene  Stücke^  oder 
den  Inhalt^  oder  andere  Eigenschaften  der  Figur  Xu  ßn^ 
den»  jim  gewöhnlichsten  werden  aus  den  bestimmen» 
den  Seiten  und  Winkeln  die  übrigen  Seiten  und 
Winkelf  oder  der  Inhalt  der  Figur  gesucht. 

^'jin  den  Seiten  und  Winkeln  ^  tuenn  sie  die  bestimmen^ 
den  Stücke  seyn  sollen^  kSnnen  (man  sehe  $.^^.)  fehlen: 

L    drei  Winkfl^  welche 
entweder  an  einander  liegen^  oder^  von  welchen 
zwei  an  einander  Hegen  und  einer  abgesondert  üf,  oder 

welche 

3)  alle  drei  getrennt  sind. 

II*    Zwei  Winkel  und  eine  Seite^   und  zwar 

4)  die  Winkel  an  einander ^  die' Seite  dazwischen; 

5)  die  Winkel  an  einander ^  die  Seite  an  einem.  Wihkd^ 

6)  die  Winkel  an  einander i  die  Seite  abgesondert  i 
T\   die  Winkel  getrennt ^  die  Seite  an  einem  Kinkel  f 
8)    die  Winkel  getrennt ^  die  Seite  abgesondert  $ 

in.    Zwei  Seiten^   und  zwar 
9^    an  einander^   oder 
10)  getrennt. 

Die  übrigen  Seiten  und  Winkel  sind  die  bestiTnmenden»   . 

Mehr  Fälle   als   die  aufgezählten,  sind  nicht  mbglichf 
und  die  fehlenden  Seiten  und  Winkel  müssen  allemal  aus- 
den  gegebenen  -  gefunden   werden   können ,    weü  die  Figur 
durch   die  gegebenen  Stücke  bestimmt  ist  und  folglich  die 
fehlenden  Stücke  von  den  gegebenen  abhängen. 
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372,  ;  ^ 

E  rlä  uterung,  tnil  man  sichj  rvie  oben  heim  Dreh 
eck^  auflösender  Glevc.hungen  bedienen^  so  missm 
diese  Gleichungen  auf ser  den  gegebenen  Stücken  nocheU 
n^i  von  den  fehlenden  Seiten  und  Winkeln  entkoüet^ 
dctmit  dieses  eine  Stück  darauf  gefunden  werden  kann,  & 
dürfen  also  in  den  auflösenden  Gleichungen  an  den  sämmU 
liehen  Seiten  und  fFinkeln  nur  fehlen: 

I.   zwei  Winkel. 

1)  neben  einander^  oder  ' 

2)  getrennt. 

JI.    3i)   Mine  Seita^   und  nach  Belieben   ein  WMdj 

welchex  sich  durch  die  übrigen  Winkel  findet. 

Es  giebt    daher    in  allem    nifr    drei    auflösen it 

Gleichungen,  löelche  die  Auflösung  aller  möglichen  Ai^- 

^gabeni  aus  den  bestimmenden  Seiten  und  Winkeln  eines  bt" 

tiebigew  Kielecks  die  übrigen  Seiten  und  Winkel  zu  finAf^ 

enthalten» 

Dies&  auflösenden ,  Gleichungen  beruhen  auf  folgenim 
hehrsätzenn 

373. 

.  Lehrsätze.  L  Wenn  man  die  Seiten  eines  n  Ecks 
(Fig.  174.),  in  der  Reihe  rvie  sie  auf  einander  folgen,  durch 
Ci »  Ca ,  Cj  .  X  •  f  Cn$s-  und  die  Winkel^  welche  je  iwei  Sei- 
ten j  verlängert  wenn  es  nöthig  ist  ^    mit  einander  eins(0^ 

fsen^  durch  die  Zeichen  der  Seiten^  in  Klammern  eingescUos- 
sen,  z.  B.  durgh  (ci  Ca)>  (cxCj),  (c^c,),  (c,  cj  etc.  he- 

..zeichnet^,  so  ist,  wenn  man  j^,B»-die  Seite  Cj  zur  Grunf* 
littie   nimmt^ 

.  1.  Cj  sin (CaC,)+  c j  sin  (c,c,)+  C4  sin  (c^c,) ....+  c„  sin  (c^Cj)  =• 

*a»  C2 «'wCcaC,)+  c,  cos (c3Cj)+  C4  cos (c^Ci) ....+  c^ cos (c^Cj) =«• 

Solche  Gleichungen  finden  für  jede  Seite,  die Jfi^ 
zur*' Grundlinie  nimmt ^  Statt,  und  man  erhält  die  uW- 
ehungen  für  die  folgenden  Grundlinien ,  wenn  man  di^ 
Zeiger  von  c  weiter  rüdkt;  wobei  zu  "berherken,  dop 
auf  den  Zeiger  n  wieder  der  Zeiger  1  folgt.  Nimmt  man  z-^ 
die  folgende  Seite  c^  zur  Grundlinie  an,  so  mufs'i^^^ 
alle  Zeiger  um  1  weiter  rücken^  welches 
C|  sin  (C3C,>+  C4  shi  (C4C2)  +  Cf  sin(CsCi) ....  c, sin (c,c„)  t=  «  o»« 

giebt. 

li.  Bezeichnet  man  die  ftinkel,  welche  die  Seiten  m»^ 
4fn  p,äcbit  folgepdea  insbesondere,  einscm^r 
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yon_  den  Winkeln   zwischen  Cj    und  c«   anfangend  ^   duroft 

>i  j  ^a»  ^3  >  •  f  •  •  ^4»    ^o   ^^<i   die    ft^inkel^    welche  Me 

Seiten  der  Reihe  nach ,  *.  Ä   mit  der  Grundlinie  c«  ein-- 

l  schü^senj  %  - 

)(€s  Cx)  =Ä  /x  +  /a  +  yj  +  ^4  — frp» 

(cnCx)  =  y^  +  y,  +>j..-.yn-i  — a(n— -aV 

Durch  fFeiterrücken  der  Buchstaben  findet  man   diejenigen^ 
'  welche  sie  der^  Reihe  nach  mit,  der  Grundlinie  q^  einschlief 
fien^  nemJHch: 


l(c4Ca)  ==  y^^  +  y,— 2ft 

«  T  Ac$  Ca)  =  ;'2  +  ^3  +  ^4  — 4e, 


m.    Bezeichnet  man 

Er  st  lieh  die  Summe  der  Producte  einer  heliehigen  Zahl 
auf  einander  folgender  Seiten  eines  f^ielecks^  jede  in 
*  die  allen  vorhergehende  Seite  und*  auch  in  den  Sinfis  des 
Winkels  ihultiplicirt^  welchen  sie  mit  jener  Seite^  einschliefst^ 
durch 'p]  mit  dem  Zeiger  ^er^  ersten  und  letzten  Seite^  und 
ivenn  die  nte  Seite  dazwischen' liegt ^  auch  mit  u  dazunschen^ 
also  z.B.  die  Producten-- Summe 

I  C,jm(cat,)  +  C3/in(c,c,)  +  C^JinCc^tf, )....+  c„ j»»n(c^t,)  durch  p^;^ 
4.<Cgfwi(c8C,)4.c,x£ji(c5Cy)+...c^«»(c„t7)  ..+  Caj£»t(c,Cy)  c/itrcÄpg,,^ 
Cc^imCcjC^)  +  c«5iii(CcC4)  +  c,/in(CycJ«..+c^^xm(c^jC4J  dtireh'^^^^^ 

u,     S,     W. 

Zweitens»,  J)ie  Summen  der  Producte  einer  hehebi- 
gen  Zahl  auf  einander  folgender  Seiten,  jede  in  die  edlen 
.  vorhergehende  Seite  und  noch  in  den  Cosinus  des  Winkels 
jmuUipUcirt ,  v^lcheh  sie  mit  jener  Seite  einschliefst ,  durch 
K  Sir  ^^  ^^  Zeiger  der  ersten  und  letzten  Seite ,  und  weni^ 
die  nte  Seite  dazwischen  liegt,  auch  mit  n  daztvischen,  udso 
«^A  die  Gröfsen 

,  c»co/(caCj)  +  c,co^(c,c,)  +  C4C0/(C4C,):...+  c^cwfc^c,)  durch  q^^, 
5. 5  c,coi(cgC,)  +  C9C<?i{CgCy)...+c^ffo4c^Cy)-.+  CiCO^CaCy)  durch  q^^n^u 

(cj/TÜ^CjCj  +  C«C0iCc,C4)+  C,C0j(CyC4)....+C„iIft(C|»O  f  «'"^Ä  q^^^^ 

u.    s.     w. 
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Drittens*  Die  Summen  der  Quadrate  beliebiger  auf 
einander  folgender  Seiten^  töenigeY"  der  dopfdtm 
Summe  ihrer  Producte  zu  zweien^  so  viel  dergleichen  m%- 
lich  sind,  jedes  Product  noch  mit  'dem  Cosinus  des  ffinkth 
multiplicirt  ^  welchen  die  in  einander  viultiplicirten  Seita 
tinschliefsen^  durch  ä*,  mit  dem  Zeiger  der  ersten  und  fcto- 
ten  Seite,  und  wenn  die  nte  Seite  dazwischen  liegt,  auA 
mit  p  dazwischen,  also  z»  B.  die  Grö/sen   - 

— ac,c,  coj'(CjCa)—  ^c^Ct  eos{c^C2)  •  •  •  •'^•^^c^c^cot(c^Ci)tt** 
l-T^^^nC^n^ö'c^Cm-"— »«n^»-i'^^'f®»i*^»-i)  durch  %l,n 

g    y—  a  CftC,  oos (c, Cg)— a.Cio ^a  cos(c^o Cj)— a  c,© c,  «o*(cxoC,).».' 

durch  4m 

—  a  Cg  C5  cos  (c^  C5) — a  Cy  c^  cos  c^  c^  •—  a  c^  c,  cos  (c,  C5) . . . . 

—  acj,CgCOJCixC,....  — acj,c,o<?ojcj,c,^    <2urc/^  «iuj 

.  u. 5.  lü.,  so  da/s  sich^  mit  der  Bezeichnung  (4.  u,  6.)  z.B.  Äf 
obigen  Grundgleichungen  (1.  u.  12.)  yür  cfie  verschiedenen  Sfh 
ten  des  Vielecks,  wenn  marp  die  Seiten,  der  Reihe  Ttach  we 
sie  aufeinander  folgen,  zu  Grundlinien  nimmt f  kürzlich  v^  ' 
folgt  ausdrücken  lassen: 

Pa»n,i  =^  ^9    few,»  =  Ca» 
P4i».«  =  ^J    94t",ft=  Ca» 


#0  Ml 


Pi^n^i   SS  O,  9i>n— 1    SS   Cfi  2 


IV.  DrücÄI  man  die  durch  p,  q  und  ä*  bezeichnete 
Grqfsen,  nicht  so  wohl  wie  in  (4.  6.  6.)  Ji/rcA  cße  5etf«* 
und  die  JFinkely  welche  auch  zwischen  getrennten  Sor 
ten  liegen  können,  sondern  nur  durch  die  Seiten  und  duran 
die  JFinkel  y  zwischen  je  zwei  auf  einander  folget 
den  Seiten  aus,  so  ist  z.  B, 
9.   p»,,  =  Ca  sin  r,  —  c,  sin  (y,  +  ^a) 

+  C^wwCrr  +  ya  +  ra) 

—  c,«i«(y,+ya+yi+y4) 

±:  c«m(yj  +  ya+yi — +yi«r*)^*^ 
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+  6„  cos  (y,  y^  +  /j  •  •  •  •  ^li-i)  ==  C»  i 
desgleichen  ist  z,JB.  die  Grofse  ' 

— aCjCa  coj(CgC3)~ac4C2  cof(c4,C2)<^aCcC,c0i(efCi)..«9tfO/Cy,CaCO'(c,^Ca) 

— ÄC4C,  COt^C^C^)  — 'aCgCj  COj(C5C3}  .  .  .  .  *-ltC„Os  ^Oj(C;|Cg) 

1  I 

folgende  z    .  » 

»a.  «J,„  =  cj+cj+cj>c;....+c; 

—  a  C^  Cj  tf05  ya  +  ft  C4CJ  €0S  (/a  +  y,) 

—  ÄjCj  Ca  tfOiC/f  +r»  +y*)  •  ••  •  ±  ac„Ca  «JiCya  +ys  +/*••••  +y»-i)   • 

—  i^  C4  c^cosf^  +  acg  Ca  coiC/j+y^)  •  /. .  +3 <^n^a  ^^(^,+^4....+/^,) 

—  aCg  €4^0*^4... .±2C„C4C0/(y4  +  ys....y„_J.... 

imd  eben  soi  für  anäere  Seiten  und  Winkel. 

Die  Regel    der  Zusammensetzung   der  Ausdrücke  ist 
leicht  sichtbar. 

V-     Es  ist  auch 

l3.     p2.n  =  (Ca  — q!(,nV««yi.  —  Pfc»  cojy,  . 
i4,     qB.n  =  (Ci-^q3,»)c<>*yx  —  P5,H«>»y,. 

16,      qd,n-i   S=  Cx — CnCÖSyn- 

17. .  »2,«  =*  ?&»  +^2-^^^afc»• 
VI♦    itfa«  Ä:a>i/i  auch   die  Grofse  »*,    jfo/f  wie  oben 
durch  Quadrate  und  Producte,   durch  Quadrate 
allein  ausdrücken. 

Ss  ist  z.B.^ 

18.   zl  71  =  (c,  +  Ca)*  sin  J  rc,  Ca)*  +  (C3—  Ca)?  cos  §  fc,  c»)»   • 

+  {C4  +  Ca)*Äi«i(C4Ca)*  +  (c4— Ca)*(505i(c^Ca)* 
+  (Cj  +  Ca)*«mj(c,  Ca)*  +  (C,— Ca)*  cos fCc  Ca)* 

+  (c*  +  c,)»  »öl  i  (c*  c,  V  +  (C4—  Cai»  cos  k  (C4  c,^» 
+  (c, +  cj»««i(c,cj*  +  (c,— cJ»co«|(c;  O» 

,     -li(n[— 3)(o;  +  cf+c: icS). 

Sf^ser  Ausdruck  hat  aber  vfvehr  Glieder  als  der  Ausdruck 
(11.  oder  12.). 


.  I 
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•      Wenn  C^C^S^^  grade  i«t,  $0  ist  der  Winkel  S^CJ)^ 

fleich  dem  Winkel  C4  C,  Ä,,  gleich  {c^c^.  Der  Win- 
el  S.C^C^,  aber  ist  gleich  öp-^y^.  Nun  ist  C,  C*^^ 
oder  (CjC,)  gleich  SVC^Q*  —  S^C^C^^  weil  (cjC,)  ne- 
gativ ist.  Also  ist  {c^  Cx)=z  (C4  Cj)  —  {UQ—rJ  =  (c^c,) 
-j-y^  —  2^  und  folglich  I   weil   vorhin  Cc^Ci)s=yx-f-7'2 

+y*— 4ewar,  (p,c,)=yx+ya+y8+y4— 6e;  »••▼. 

Dieses  sind  die  Gleichungen  ( 3. ).  Man  findet  die  ^ 
Gleichungen  für  die  folgenden  Grundlinien  durdi  ] 
Weiterrücken  der  Zeiger.  ] 

III.  Der  Beweis  der  Gleicbuqgen  (8.)  läfst  sieb  am 
besten  an  einem  Beispiel  gebto.  ^  An  der  Form  der  Aus* 
drücke  eeigt  sich,  dafs  was  für  den  besondern  Fall  statt 
findet,  auch  allgemein  gilt.' 

Man  nehme  also  z.  B.  die  Gröfsen , 
p9,s  =  02Sin(c^Cj)'^c^sin{c^Cj)'i'C^$in{c^Cj)'{'C^sin{c^Cj^  und 

qi^s^c^cos{c^c^)+c^cos{cgC^)+Cj^cos{cj^C2)i'C^cosic^c^)  l 
so  ist 

y »^=  el  sin (f a  c,)  a  +  cj  sin  (c,c,)2  +  rj  sin  (c^  c,)«  +  cf  sin  (c^  r,)* 

4-acgC4Xin(£3C]^)iifi(p4C,}  4.  a<?gCjWfi(cjCj)««(rjc,) 
^2e^c^sin(c^ei)sin(^fCj)  und 
yJ^=3c5tfox(Ca«^)a+«?fw(c.cJ2+c«*of(vOa+c2rö;(c,c,)a 

'^^egC^eosiie^Cj)cos{c^c^)'t'2c^CsCOs(c^Ci)cos{e^  Cj) 
+ac4CgC0/(c4C,)caf(c5c,). 

Addirt  man  p^^  und  ^2,5,  so  enthält  die  Summe  die 
Ouadrate  der  nemlichen  Linien   c^,  c,  ^tc.   mit  den 
Summen  der  Quadrate  von  Sinus  und  Cosinus  der  nem- 
lichen Winkel  multiplicirt,  und  die  Prodncte  der  nem* 
liehen'  Linien«  mit  den  Summen  der  Producte  der  Sinus 
und  der  Producte  der  Cosinus   der  Demlichen  Winkel 
ipultiplicirt«    Erstere,   die  Summen    der  Ouadrate  von 
Sinus  und  Cosinus  der  nemlichen  Winkel  sind,    wie 
z.  B*  sin^c^e^Y  'i'Cos(c2Ct)^f=^  t^   leta^tere,  die  Summen 
der  Producte  der  Sinus  und  der  Producte  der  Cosinus 
der  nemlichen  Winkel,  sind  gleich  den  Cosinv»   der 
Differensen  derWinkel,  wie  s.  B. 
sin  (p^Cj)  sin  (cjCj)  +  cos  (caC,)  co^  (c|C,)  =  co8(c,  c,  —  CaCz}> 
Also  ist 


pi,S  +  ql$=^cl  +  cl  +  cl  +  c 


+2c^c^cos(ete^'^c^c,) 


*  •  *  * 
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971101  ist  aber  va.  Fol^  (3,  nnd'S.  I.)  etc. 

(«*Ck— c,cx)=:yi--a?  «(«*",)— 4^,. 

(c,c, — c,c,)=y3+y*— *«       =(<^»ci)-'ap, 

(c,c,— c^cjssy*— ap  =(<^«<'4)—ap} 

also  ist' 

~  Ä  Cä  C  j  cos  (c?,  Ca)  —  2c^c^  COS  (c^  c^)  —  a  Ca  C,  C05(C|  Ca) 
— 2CaCi4C05(c^c,)  — 2Cgf,co«(c,  c^)     , 

—  2 C4  c,  CO«  (c,  C4).  V  .  . 

Die  GrSfae  rechterhand  ist  eben  diejenige,  irelelie 
in  QIU  Dritten»  60  dorch  li^  bezeichnet  wturde. 

Alio  i»t  ^  ^  / 

Aebnliclie  AnsdrüclLe  finden  för  eine  beliebige  ZaU 
'  auf  einander  folgender  Winkel  statt  ^  welches  die  Glei- 
chnngen  (8.)  giebt« 

IV.  Die  ^Gleichungen  (g.  lo,  und  12.)  findet  man, 
wenn  m^n  die  Ausdrücke  -von  (caC,),  (c3Cx),...(c, ©a)? 
(cjCs),  (c,  Ca)  •  • .  •  (c4Ca)  etc,  ans  (3.)  ük  (u  2*  und  ii.) 

I  #et£t« 

[         £5  ist  EU  Folge  (3.) 

irOj(rarx)j=— cöx(yi+;'i%  ««(<^sO=^— '»»(y«+yj)»' 

tfW(c4C,)  =  +  coj(y  ,+ya+ys)*         «»(<^4*i)  =  +  *««frx+y  t+yi)»' 

...  .   <v *  •  f * •  *  .  • 

n.  s.  w.    Die  Zeichen  wechseln  stets  ab. 

SetEt  man  diese  Ausdrucke  in  (i.  2;  u.  ii.)>  so  fin« 
det  man  die  Ausdrücke  (9.  la«  o.  10.)* 

I  ^  -  '  •         ■ 

a 


I 
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V.    a)  E^  iftt  «w^p.  .    -   .    '  '.    - 

±cn«wi(p^, -f/,  +  y3 +  yii-i)   (9.) 

Da  oon  .  . 

.  «f«  (y X  +y a +y,7  ===  «»  y  x  ^o«  (/a+ya ) + co*  y i  ^  (ya+^jl 

>o«  8*  W«  9    SO  ist 

f^2,n=^»««/x--<?4W»yi<?0Xy,+  cot  yj  xm  J,) 

oder 
'  and  folglic6y  weil 

ilt  (19.  und  9.),  -        ' '     " 

•^  ^t.  "   ??^^i7/t'*~«3,A).f>«y4— J?3.»cosyj; 
welfches  die  Gleichung  (i3.)  ist. 

ß)    Auf  ähnliche  Art  findet  man,  weil 

ihn  =  Ca  co^yx— CaC05(y,  +  y^)  +  C4C(W  (yx  +  y^  +  yi)--) 

j  ••••lhciiCM(yx+yi+y^....f/w) 

oqa  ... 

cos  (^x+ya)  =  CO*  yx  CO*  y^  —  51h  y,  ä^/i  y^ 
C05(yx+y:,+yJ  ä=  co^yxC05(y^+y3)  — «Vi y^  51/1(^1+/,) 
u.  s.  w.   ist, 

+  Ic,x/n /,— c^/inCyj+y,)«^^:  c^«-„(y^^y^....^^^^)]  jw^^ 

also 

y)  Ferner  ist  z.  B.  zn  Folge  (9   trnd  10!)  , 

**.  tfie  oberen  Zpiphen  .galten,  yr.cnn  n  grade  nn* 
die  «nnterexi  wenn.»  ungrade  ist;,  ^ienn  «^  B.  oi* 
Glieder  mit  c^,  c^,  c^  ^ic.  in  (9.  und  10.)  sind  positiv» 
die 'Glieder  ^mit  C3,  c,  aber  negativ..  Nun  sind  iß 
diesen .  GleietuBgen  die  Gro&cn  linkerh^nd  nichts  an- 
der«  als  j3«^„^,  und  5ra,„«ij  also  ist 

f        Pii*?i^i  =52    H^c»  sui  fy,  4-yi .  •  - . 4-y«--i)  ^d 

Jg^w-i  =  Cx  4-  CnC(ö(yx4'ya  *  . . .  +y«-a> 
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dfo  Sntnine  sämmllhäiep  fVSänkel      -^ 
,  «her  ist  fleicii  «(n  — 2)e;  aisoT  ist 

.  yi+ya+y3----+y»-i=a(«~«)e-^yn5 

^  folglich  ist 


1^  =  5m  (Sup— 4(>- 


und  folglich      *  _ 

wo  die  oberen  Zeichen  gelten^  .wena  it  fFade  und  die 
unteren  von  il  u^gri^de  ist.*  .        r 

•  -Se  sey  fftr  ein'  gi^ades  n^  n=27?i^  w«  m  eine  he* 
.  yeUgl^  ganee  Zahl  seyu  kaop,  so  ist 

cos  {anif — ynj  =  cos  (4iwe — yn) = + cos  yn ;  ■ 
,  also  ist  für  ein   grades  n^  für  welches  die  ehern 
'  Zeichen  'gelten^    .  ^ 

.    Pft,n-Ti-=2=  •       Cnsi^yn  Und 

Es  sey  iur  ein  ungrades   n,  n=:?i2m4*^»  ^^  **•  ^ 
eine  b^liehige  gasee  ZaU  e^yn  kann^  so  ist^    , 

I  9in{2nQ  —  yn)=f**»(4my4-2p  —  y«)  =  -f-siii7«, 

cos  (2nQ — Yn)  =  »in  (4fiip + ß? — y«)  oa  r*  Q«»^'»^ 
^Iso  ist, für  ein  ungrad^s  »y  för  welches  die  ante«    . 
.  ren  Zeichen  gelten,  ...."- 

f^'n^t  «=         On^fn  und         .    . 

^^  ist  also  imm^Tf  für  jedes  beliebige  n,    ' 
jj8^„^i  =  Cn  sin  yn  und 

welches  die  Gleichungen  (y5  nand  i€.)  sind*  .     . 

d.    Man  schreibe  den  Ausdruck  (i2.)  wie  folgt: 


— fl^^i»^»^«^^'*^!» 


BÖ  ist  leicht  zu  sehen,  dafs  vermöge  (12.  und  10.) 
welches  Aie  Glpichung  (17.)  ist«  -     •       r 
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yi*    Di6  erste  Rrthe  retUefhand  in  demAludmck 
(18»)  ist  so  Tiel  als 

oder  (cj  +c,)(«»f  (c,  c^)*  +cosi.(c,  c^)*J 
—  ac,  Ca  {cosi  (ca  Ca)* — «wi i (Cj  Oa)*), 

oder  -weil 

^  C03 1  (c,  Ca V  4"  «in  f  f Ca  c»)*  s=  i  nnd 

COÄf(CjCaJ* — 5^y(C3Ca)*=COÄ(c3Ca), 

soviel  als 

die  «weite  Reihe  ist c^'^c\-r-2 c^ Cg, cos {c^ c^) | 

die  ^dritte  Reihe  ist  . . . .  cj  4"^»  —  Sc,  Ca  cos  (c,  Ca) 
B.  S.'W«  *  Es  sind,  wenn  man  die  letzte  Reüu»  aiui|iinnt, 
00  "viel  Reiben  vorhanden  als  es  Verbindungen  der»— 1 
Gröfsen  Ca,  v«,  c^  .  .  .  •  c»  sd  sweien  giebt^.  folglich 

(n^i).{n^Q)  j^^^Yxen.   Jede  Reihe  enthält  die  Quadrat« 

ftweier  Gröfsen t  also  sind  (n«— i).(7t — 3)  On^inU 
der  n — 1  Gröfsen  vorhanden  und  folglich  9  weil  ofifen- 
bar  jede  Gröfse  gleich  oft  Torkommty^  n  — 2  maldia 
Samme  der  Oo^drate  der  Gröfsen  Ca,  Cj,  c^  .  .  -.  ^c»' 
Zieht  man  also  noch  das  leU&te  Glied,  welches  »-5 
mal  die  nemliche  Summe  ist,  ab,  so  bleibt,  aolaerdea 
Produc^eo^  blosdie  einfache  Summe  der  Quadrate  der 
Gröfsen  Ca,  c,,c^.*..  Cn  übrig  und  es  ist  folglich  ifl(i^) 
^s,»^-—   Ca  +  c,  +  c^  . . .  .  T  c» 

2C3  Ca  CQS(Cg  Ca)  —  iKC4CaC05(C4Ca)-.«* SC^^?«  C05(C||CJ 

—  SC^CgCO^Cc^Cj) — ,  .  .  .2CnC^C0s{CnCg)i 

welches  mit  (ii.)  übereinstimmt  und  folglich  die  Glei^ 
chung  (18.)  beweiset 

374. 
Lehrsatz.    Die  drei  außisenden  GUichungen  fi^ 
eine  heüehige  nseitige  Figur  sind: 

,  .  Erste  auflösendeGleichung  oAn^  ;s2C^'' ''^^ 
hen  einander  liegendeWinkeh  z.B.  ohneyx  m^^''»' 

1»      C-  SS  Z2  nf 

das  heilst! 

2.  cJcD  c5  +  c;4-ct..;.  +  cS  , 

—  2C,  CaC0^(C3  Ca)  —  2C4  CaCOsf  C^Ca).-  ."^  ÖCn  CaC0^(C»<^2/ 
flC^CjCOÄfc^Cj )  —  2C5  0,005(0,03).... 2C»C|C0<Ci|Cj; 

—  20,04005(0504)  ....  2Cn  C4  C0Ä(CnC4) 

~  ÄOwCiiix  COS  (CiOii^>)l  ^j^j. 
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S.c*«cJ+cJ+c*....  +  cJ 


«    y 


ivitche  Gleichung^  %vie  man  sieht^  die  beiden  Winkel  y.  Und 
y»  nic/if  enthält, 

.Zweite   andof  ende  6«Ieicliiing^,.o?^ne  jsu;fi 
getrennte  ff^inket,  z.  ß.  ohne  j^j^  und  y^,^ 

da9  heifsii 

6-  cj^.!  +  cj+ft  +  C»+5  .  .  .  .  +  Cm 

i     ^        ■        3  i'  I    Vi  I        ^ 

6.      Cjtd|-j  4"  Cjt^  -f"  C;^^  #  *  .  .  T  Cm 

—  acji^cj+jCo^y^H:,  +  2Ci+5Cx4.,*d^0>+i  +  n+«)  ^  -» • 

*^3cx4^cj+^cosyj^  +  aCji^cjt4Ä«»«(J'iH4  +  ^'jtW  — •••••. 

. . . ,  4^  s  Cm  C144  C05  (yjfc^ j  +  y^t+a .  ♦  ^ .  +  yw^f ) 

—  JlCmCm-iCÖÄ^m-t 

-^2Cm+4Cm+i<?<«ym4n  +  Ä  Cm+$  0^4*1  CÄtf  (f  «41  +  ^ m+«)  ♦  ^  *  • .  •' 

.  .  .  .  +  2  Cl  Cm+i^C»(ym  +  ym*i  -,-  "  +  Jl-i) 
-^  2  <W4^  Cm+«  COS- ym48 .  • . .  +  2C]t  CM44  «»(y!H4«+t'*«^ 

-^  2  63t  <5j^i  CO*  y^^,  j        -    • 

li^Äe  Gteichnhg,  vrie  man  deht,  die  beiden  tFinket  y^  «nd 
fm  nicht  enthält  -  .     •  ' 

Crelk't  GiM4rtiiei*     ♦•'•••  29.         .    "  ^ .    i 
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Dritte   auflösende   Gleichung,  ahnt  eine 
von  dien  n  Seiten^  t.  S«  ohne  die  Seite  Cx* 

^•    p«, »  =  o,    bder 

8.    (c, — c[&»)««'«J'«  ==  P3;»«>*yxi   öder 
g.  CzSin{c^c^)'\'C^sin{(D^Ü2)^o^sin{o^6j)*.,.'{'  CK5iii(ciiCx)=0, 

oder 

welche  Gleichung^  wie  man  sieht,  die  Seite  c^  und  augleid 
den  Winkel  y„  nicht  enthält. 

Bewei^n     L   £s  ist 

Pa,n  =a  o  und  q^,'u  =c,  (J.  575-  7.)i 
•also 
pii»  +  Si»  =  o  +  c* =cj .  Aber  jpi „ -f  5l,»=:xi»  ö'575.8.), 

folglioh  '     1  t 

welthei  die  Gleichung  (i.)  imLebrsatse  ist«  Setitnai 
darin  die  Ausdrüeke  von  zl^n  (S*  37S.  11.  u.  iS.)^  <o  v- 
hält  man  die  Gleichungen  (2.  und  3.)* 

IL;  Es  sey  (Fig.  174.  I.)  y,  der  Winkel  yi  undr« 
der  Winkel  ym ,  so  ist  der  Ausdruck  des  Qnadrirti  i» 
Seite  C.  C^  in  der  Figur  (7,  C^  Ci  (7^  ,  sü  Folge  der  er- 
sten  auflösenden  Gleichung, 

Der  Ausdruck  des  Quadrats  der  nämüchen  Seite  t/|V^) 
in  der  Figur  C^  Cj  C^  C,  C^  <7,,  ist  «u  Folge  der  eriU» 
auflösenden  Gleichung 

(C|  C^)*  CSS  Z;^M»a  Sa  Zm^i,l. 

Also  ist        . 

welches,  die  Gleichung  (4.)  im  LehrsaU  ist%  SeUBt  tian 
darin  die  AusdräckJBi  Ton  4+i  iii^d  z^i  ($.573.  n*  ^^0» 
so  erhfilt  man  die  Gleichungen  (6.  und  6.). 

'  m.  Die  dritte  auflösende  Gleichung  (7*  hder  9-) 
ist  die  erftte  Granc^leichung  ($.  37S.  iO#  mit  der  Bezeich- 
nung (4.)y  uttTerSndert.  beut  man  die  Ausdrücke  der 
Wiükel  (o^r,),  {i?3  cj)^  {cj^f^t)  etc.  aus  {$.  SjS.  3.)>  »<>  •^^ 
hält  man,  weil 

««  (ri^^  72+  y$-4f )  Ä=  -  li«  (4^  -  {y, + ya+ y*))  =  '«  (71 +^s+ W 

u.  St  w.  ist)  die  Gleichung  (10.)  im  Lehrsfitae« 
Die  Gleichung  (6.)  folgt  aus  ($•  S7S«  iS«)* 
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375r    .  ^ 

Erläuterung.     f^ermUteht  der  drei  aujlSsenden 

Gleichungen  fassen  sich  nun  aUe  Aufgaben t   aus  gegeben 

nen  , bestimmenden   Seiten    und   Winkeln   eines 

^  V'ietephs  die  fehlenden  Seiten  und  Winkel  tu 

finden^  auflösen.    Diese  Aufgaben  sind  folgendet 

*  tuehig 

Alle  Seiten  unä  durch  du 

Winkel  bis  auf  i^f^r^'' 

I.  Drei  an  einander  tie^  1)  ein  fehlender  Sufserer 

gende  Winkel^   ^  Winkel ^  i($3ji.) 

2)  der  fehlende  mattere 
^  Winkel     *     •     •     .     •     2   ~     . 

H.  Zwei  an  einander  Ue*   3^  der  getrennte  Winket   1   — » 
•    gende  nnd  ein  getrenn-  4)  einer  der  aneinander 

ter  ffTinkd^  liegenden  Winkel    .     *      2   — 

III*  Drei  getrennte  Win^  6)  Hner  dieser   Winket     2  — ' 

kel 
IV. 'Zwei  an  einander  Ue^  6\  die  fehlende  Seite    \    1t   —  ^ 
gende  Winkel  und  eine  7)  einer   der  beiden  feh-^ 
Seite  dazwischen^  lenden  Winket  •     ••    *     3  '^— 

V.  Zwei  an  einander  Ue^  S)  die  fehlende  Seite  »      1   — 
.    gende  Winkel  und  eine  9)  der  fehlende  Winket 

Seite  an  dem  einen  Win»     an  der' fehlenden  Seite.     3   — 
ketj  10)  der  andere  fehlende 

•  Winkel     •     •  ^ .     *     •      3 '  —    '  . 

Vi.  Zwei  an  einander  Ue^  11)  einer  der  fehlenden 

gende  Winkel  ^und  eine     Winkel 3  ~ 

davon  getrennte  Seite^      12)  die  fehlende  Seite.     1   — »• 
VII.  Zwei getrennteWin^  13)  die  fehlende  Seite.     2  — 
kei   und  eine  Seite  an-  14)  der   Winkel  an  der 
dem     einen    fehlenden    fehlenden  Seite  •    .    .     B  *^ 
I    Winket,  '  15)  der   getrennte  feK- 

lende  Winkel     •     •     *     3  •^ 
Vnt.    Zwei    getrennte    16)    der    eine  fehlende 
Winkel  und  eine  ßbge*     Winket     «     *     •     •     «     3  ^— 
sonderte  Seite,  17)  die  fehlende  Seite.     2  — 

8) 


« 


f 


tX.  Zwei  Säten  an  ein^  18)    die    ein»  fehlendi 
^der^,  Seäf  .*     •  .  •     ♦    •     •     3-  -^ 

^  Zweigetrwnie  Seiten^  19)   die    eine  fehlende 

.  Seite,        •    ^    «    f   .^/.  3  ^-* 

29« 


45a'  1.  TheiL        Pölygonometrie.  376. 

Mefir  Fälle  giebi  es  nichts  Die  Auflösung,  imd  zwar 
in  der  Ordnung  ttne  die  Aufgaben  auf  einander  sich  htzie^ 
hen,  ist  folgende. 

376. 
Aufgäbet.  (5-  375.  6.)    In  dem  n  Eck  (Fij,  174. 1.) 
sind   die  Seiten   und  die  Jf^inJcel   bis  auf   die  Seite  c,  vd 
bis  auf  die   beiden    daran    liegenden  Winkel  y«  und  y,  gf» 
gebjen*    .Man  sucht  die  fehlende  Seite  c,. 

Auflösung.'  Die  erste  auflösende  Gleicbno; 
(§.  3740  giebt  diese  Seite  c^  unmittelbary  nemlich 

ist;  denn  zl^n  enthält^  wie  man  siebte  die  nnbekannten 
Winkel  yn  und  y^  nicht ,  sondern  iiBt  aus  lauter  gege- 
benen Gröfsen  zusammengesetzt. 

Dieser  Ausdruck  einer  Seite  eines  Vielecks  dnrck 
•'  die  übrigen  Seiten  und  die  yon  denselben  eingeschlos- 
senen Winkel  ist  dem  Ausdruck  einer  Seite  eines  Drei- 
ecks  durch  die  andern  beiden  Seiten  und  denWini«'' 
den  sie  einschliersen  ähnlich»  Gesetzt  %.  B.  die  Tipr 
(174.  L)  habe  statt  mehrerer  nur  die  5  Seiten  «?,,<?»  «Da 
Ca  Cny  so  dafs  also  C^  Cn  etwa  gleich  c^  und  der  Win- 
kel Cx  C^  Cn  gleich  r^  wäre,  so  ist  nach  ($.  S60. T),  in 
dem  Dreieck  CtC^Vn^ 

das  heifst:  c\  ist,  gleich  der  Summe  der  Quadrate  der 
andern  beiden  Seiten  c»  und  Cj,  wei^iger  d*em  doppdW» 
Producte  derselben  und  in  den  Cosinus  des  Winkels  den»« 
einschUersen.    Gans  so -verhält  es  sich  nach  (GLsO^ 

'Vieleck.  Das  Quadrat  der  Seite  ct>  neinlicn 
z%n,  ifit  gleich'^der  Summe  der  Quadrate  der 
übrigen  Seiten,  weniger  den  doppelten  Vt9^ 
ducten  dieser  Seiten  zu  zweien  und  io  '^* 
Cosinus  der  Winkel  die  sie  ejnschlier^^J^ 
wie  insbesondere  aus  ($.375. 11.)  zu  sehen.  Diese  Rep 
der  Zusammensetzung  des  Ausdrucks  ist  leicht  im  ^^ 
d£cbtnifs  zu  behalten.  . 

Aufgabe  «.  ($.375^.)  In  dem  n  Eck  (Fig.  i7*'^j 
sind  die  Seiten  und  die  Winkel  bis  auf  die  jSeite  c,  «»« 
bis  auf  die  beiden  daran  liegenden  Winkel  fn  ^^  /*  ^ 

^  geb^n.    Mart  sucht  einen  der  fehlenden  fFinkel^  «.  ä  fv 
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Auflösung.     Die    dritte    anfldsehde    Gleichcftig 
($.  374.  8.)  giebt  diesen  Winkel  fnnnittelbar,  aenilidi : 


5.     tangr^^ 


Vz.n 


also  gans  aas  bekannten  Grölsen  nosammengesetzt  sind. 
Dieser . Ansdrnek  i^  wieder  von  eben  der  Gestalt 
wie  im  ähnlichen  Falle  beim  Dreiecke :  denn  geseist  die 
Kgnr  habe  wieder  blos  die  drei  Seiten  Cj^c^  nad  C^Cn 
nnd  die  Seite  C^C^  sey  c^,  der  Winkel  Cj^Ci^C^  gleich 
r:^y  00  ist  nach  ($.  56o.  XV.},  i 

Ca — C3  co^y^  \ 
das  heiftt:  vaa  findet  die  Tangente  elne^  beliebigen 
Winkels  (c»  B.  /x)  «ines  Dreiecks,  wenn  xnan  von  ei« 
ner  der  dem  Winkel  anliegenden  beiden  Seiten  (e.  B.  c^) 
das  Product  der  folgenden  Seite  (c^)  xb,  den  Cosinns  des 
Winkels  {fg)  swischen  ihr  und  der  vorigen  absisht  nnd 
mit  dem  Rest  in  das  Prednct  der  aweiten  .Seite  (c,) 
und  des  Sin^s  des  nemlichen  Winkels  dividirt.  Gans 
ähnlich  verhält  es  sich  nach  (Gl* 3.)  heim  Vieleck.  Man 
findet  die  Tangente  eines  seiner  Winkel» 
wenn  map  von  einer  der  Seiten»  die  an  de^ni 
Wink..el  liegen,  die  Summe  der  Producte  der 
folgenden  Seiten  in  die  Cosinus  der  Winkel 
zwischen  ibneii  nod  der  ersten  anliegenden' 
Seite  absieht  und  mit  dem  Rest  die  Summe 
der  Producte  der  nemlichen  folgenden  Sei« 
ten  in  die  Sinu#  der  nemlichen  Winke*l  di- 
vidirt. So  ist  die 'Regel  der  Zusammensetsun^  des 
Ausdrucks  ebenfalls  leicht  Sm  Gedächtnils  su  behalten» 
Pen  andern  fehlenden  Winkel  'yn  findet  man,  wenn 
man  die  Summe  von  7^,  /2,  7*»  •  •  •  •  yn^i  von  der  Summe 
der  sämmt  liehen  Winkel  der  Figur,  welche  {n—2]2Q 
ist^  abisieht,  also  v 

'  Wollte  maü  7^»  unmittelbar  berechnen»  ao  müXste  ^ 
man  in  (3.  und  4.) 

Cn  statt  c«  und  fn  statt  yt^ 

jCn— i  •  •  •    C3  ^n-«i  •  •  •  ^a, 

6.      \Sn^^  •^-    C4,  ^11^5   •••   Tuy 

'^      .  •  .    Cß  Yx     »  •  •  •   Ji* 


454^ 
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576. 


I      i 


iefsM,  Man  köonfe  •  Ipb  ancb  filr  diesen  Fall,  mn  anfeile 
fteigeo  dafa  die  Seiten  und  die  Winkel  sarückj^ereck- 
ue%  werden  ioUen,  folgender  Beseicbnnn^  bedienen: 

Aufgabe  S>  ($•  Sjo.  1.)  -  In  dem  n  E<^i(Vig.  174.!.)  ^ 
,einc7  cfie  Seiten  und  die  Winkel,   bis   au/t  die   drei  WiM  \ 
y«i  /»'«'«^/a»  gegeben.   Man  sucht  einen  rfer  äußern  fdb 
lenden  JVinkel^  JB.  ^.  Vj. 

Auflösung,  a)  Die  ente  auflösende  Gleidmi 
-c^szl,,!  enthält,  wie  aus  ($,  374,  3.)  sn  aeben,  nicht 
die  WinkM  fx  vd  fn,  wobl  aber  den  Winkel  /«.  Man 
moDs  also  aiv  derselben  diesen  Winkel  j^,  venpitteltt 
'  der  übrigea  Stücke,  die  aämmtlicb  gegeben  sind;  fiodeo 
könnent    Die  Gleichung  läfat  sieb,  weil 

4st  ($.  $73»  ij.ji  wie  folgt  scbreiben: 

J^nn  ist  eu  Folge  X$.  373.  i4.) 

Also  ist 

^?^<^J+^ai»~«<^2(C|— 54,»)ci»*yÄ  — ?OaP4,»5wy«  oder 

p^tW'Ta  SS»*—-? *-—(<»,  —  3-4.»)  OOSft' 

]tf an  seUe  der  Kurse  wegen 
8.    P4,n  =  ?e,  c^~  j4,n;FA  und  äli^LzfLsp, 

'  eo  da£i 

9,    xsin^^^sSj^— ^oos;^a, 
so  erbKlt  maUf  wenn  man  guadrirt, 

n^sin^vs:fi*^afA^cosY^^h^oosfl;szüi^{x-<^co$YXi%  ^ 

oder  «05^1 — jp^:^ co«y, +^«^;^»  =  «,. -worftua 


M       ■• 


/    . 
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,    Zofolge  (9.)  i«t  X»  +  A»  =  p^»i+ c Jr-  acj  j4,B+  ji», 

oder,  weil 


^  pi»4-?4%=^l.it  ($.  375.  $.), 

X*  -f  A»  =  zi^+ C J—  2  C,  C4,n. 

oder,  ^eU  su  Folg^  (J.  SjS.   17.)    «4»  +  c?,  —  «c,  54,,! 
Ferner  i«t  Dach  (8*  und  11.) 


X» 


+  A^-^-»z^.-(fi4^)^,  oder 


la.    x»  +  A*  — ^« 


4ca 


Seist  mao  die  Aofdracle  Von  x,  A,  ^  ans  (a.)»  x^-f-A* 
aus  (11.)  und'  von  x*-f-A* — /**  aiu   (12O  io  (10.),  ao 
,  findet  man 

wo  .  . 

t6.    q4*'»?=5^Ö4«»^»  — c,c<w(y3  +  ^4)  +  Qtcos^y^  +  y*  +  /  5).... 

• .  •  .±c« ca^(y, +^4. . . .  +  yn^x). 

— ac^C4CM74+2c6C4aa«(y4+n)  .••.••.. 

.•..+  2c»94Co«(y4+yj  .-•.+yii-i) 
f  ^ '.,...,•...•• 

— 2Cn  Cn^  CO«  ;f;,^l, 

E$  ist  also  rechterband  Alles  gerebeo,  und  der  Ans* 
;  dmqk  (i3«)  giebt  folglich  den  gesochten  Winkel  f^. 

!  p)  Der  Ansdrack  (i3.)  läijt  sich  auch  ohne  Hülfe 
d^r  auflösenden  Gleichung,  wie  folgte  aus  der  Figur 
Soden« 

Es  ist  nemlich  in  der  Figur  C^  C,  C^.  : . .  Cn  dio 
Seite  C9  Cny  vermöge  der  eivtei)  auflösenden  Gleichungi 
gleich  z^^n. 

Bezeichnet  man  also  in  dem  Dreieck  C,  C»  XJn  ^^n 
Winkel  Cf  (7,  C»  durch  9,  so  ist  nach  ($.  56o.  V.) 


/ 


t 


»9- 
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17.    cwi^rs^ll+fLzji  und 

Nun  «cy  (7n  JC  auf  Ca  C3  Benkrocht  und  Ca  C,  verd« 
»ur  GrftodUuip  der  Figur  C^  C3  C4 .  • . .  C«  angeapounea, 
00  ist 

CnÄ:Sp4,n  und  CaÄSCC^  —  p4^, 

diso  da 

~-»±5f«(y,_9)  und  -r— =5C(w(y,-.y), 

WO  das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  y^  >  9),  und  das  oiitere, 
,  wenn  y^  <  ?>  ist, 

wenn  y»  >  9»  und 
Un(y  — y3)=£i2?  und  005(9)— ya)=^^^^^, 

•  ^  wenn  ya<y  ^^ 

^Nun  ist 

CQ*y^=:coÄqpco5(ya-^V)"^*^95^(ya*^9*)  und 
C05  y  a  ==  <?o^  y  <?05  {9/  ^-^  y  a  )  +  ^w«  9  *  w  (9  -r-  y  a  )• 

Setzt  tean  bierin  die  Werthe  von  cos(p  und  sinq» 
aus  (17,  und  18.)  und  von  ^sin{y^ — 9J)  und  oos^^ — tp) 
aus  (igO)  so  findet  man  den  Aufdruck  (i3.)« 

Es  ist  indessen  besser^  den  Aufdruck  wi^  oben  ans 

der  anflösenden  Gleichung   zu  entwickeln,  weil  man, 

*wenn  man  einmal  allgemeine  Gleichungen  aus  der  Figur 

aufgestellt  hat)   darnach  sicherer  und  leichter  rechnet 

als  aus  der  Figur  selbst 

y)  Für  die  Rechnung  mit  Zahlen  lafst  aich  die  Auf- 
gabe noch  etwas  bequemer ,  mit  Hülfe  der  ersten  and 
«weiten  Aufgabe,  wie  folgt  auflösen : 

In  der  Figur  C^C^C^.,..C^  ist  tu  Folge  (Aufgab«  I. 
Gleichung  i.)  die  5eite  ' 

öl,       Ca  Cn  CS  *g,», 

lind  eu  Folge  (Aufgabe  3,  Gleichung  S.)  die  Taorante 
des  Winl^els.C,  CaC^, 

«2,     tangC^  C^  C^  ac  ^.Öii— ,    .    \  ' 

Ferner  findet  tn«n  in  dem  J>reieck  C^dCn  aus  den 
gegehe/ien  drei  Seiten  <?j,  c^  und  CzC^  5=  «5,»  (21.), 
«o  fpli'e  (J,56e,85,)  deo  Wiokel  C,(!:^Cr,  wie  folgt; 
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515.  ^tangiC^C^C   =  |/p^£+iMZ:£^^ 

Hat  man  nach  (39.  und  83.)  die  Winkel  Cj  C^C»  und 
CtC^Cn  berechnet;  iio  giebt  ihre  Samme  den  verlang- 
ten Winkel  y,  • 

jinfgahe  ^.  (5.  576.  a»)    In  dem,  n  Eck  {Fig.  174.  L)  , 
sind  die  Seiten  und  Winkel  iis  auf  die  drei  Winkel  ynj  Y^ 
und  Y^  gegeben*     Man  sucht  den  mittlem  Winkel  yj^ 

Auflösung,  Da  die  Gleicfanng,  welche,  diesen, 
Winkel  fj  geben  toU,  ewar  ihn,  aber  nicht  die  beiden 
andern  unbekannten  Winkel  yn  und  y»  enthalten  mu£i, 
80  nmTa  tie  zwei  retrennte  WiulLel  nicht  entha^ 
ten.  Die  auflösende  Gleioknng  ist  i^lso  die  zweite 
($.  574.) ,  und  ftwar  sind  hier  die  dortigen  ib  =;  s  und 
m  =  n  ;  also  ist  die  auflösende  Gleichung  \§i  5'j5.  4.)  hier 

'     ä4,    zl^  =x?,a» 
weil  m  -(- 1  SS  R  «f  I  der  Zeiger  des  auf  /«  fol gen d^n  . 
Winkels  y^  i«t 

In  zl^n  ist  Alles  bekannt,  wie  aus  (16.)  su  sehen, 
uhd  z'^a  ist 

26.     *J,a  =  cl  +  cl-^  ac,  Ca  cosy^  ; 

also  ist 
woraus 

folgt.    Aus  diesem  Ausdruck  findet  man  den  gesuchten 
Winkel  yj.    Der  Ausdrack  von  z^,»  steht  in  (i6.)- 

£s  ist  leieht  cu  sehen  wie  wiedetam  der  Winkel 
r,  auch  unmittelbar  aus  der  Figur  ^  nämlich  aus  dem 
Dreiecke  Cj  C^  Cn  gefanden  werden  kann. 

Aufgabe  6.  {$.  376.  5.)    In  dem  nEck  (Fig.  174. 1.) 
sind  die  Seiten  und  Winkel  bis   auf  dih  beiden  an  einander 
*  liegenden  Winkel  yn  und  y,  und  den  getrennten  Winkel  y^ 
gegeben^     Man  sucht  den  Winkel  y^  • 

Auflosung,  a)  Die  Gleichung,  wMche  den  Win- 
%^^.^m  geben,  soll,  mufs  diesen  Winkel,  aber  nicht  die 
i^usammenliegenden  Winkel  yn  und  /,  enthalten.  Sie 
ist  also  die  erste  auflösende  Gleichung  (§.  373/3.).  Da 
in  derselben  yni  mit  andern  Winkeln  summirt  vorkommt^ 
so  ^muTs  man  es  aus  allen  Gliedern ,  wo  es  vorkommt, 
absondern.  Dieses  giebtii  wie  leicht  cu  sehen,  eine  Glei- 
chung von  der  Form 

»7,    Ksmj^M  +  l Qosyn  5=  p, 
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. '  wo  ;f,  A  ond  >«  f  anellch  an«  (regeb^nen  Grolüieii  smam» 
]|ienge«6t£t  dnd«  Ans  dieser  Gleichang  kano  man  cos/., 
wie  B.  B.  oben  in  der  dritten  Aa%abe  an«  der  Gleichong 
(5.)  eotwickelo- 

ß)  .Die  Anfjabe  ISCit  «ich  aber  ancli  milQüIfo  der 
emten  ni&d  zweiten,  w^e  folgt  anflösen. 

Es  «ey  %.  B.  f^  der  gesnobte  Winkel  fm  9  «o^ist  k 
der  Tigur  CxC^. .  ..C^^  su  Folge  ( Aufgabe  t«  GU- 
chtfng  iö>  die  Seite 

28.      CjC^   CSS  ^amy 

päd  in  der Fignr  C^Gs^*»* Cnj  liach  eben  der Gleicbmf, 
die  Seite 

S9.      ü,  Cn  «=5  Zm^i^nf 

WO  Xfl^M  niid  Ji;»f-i,i»  iron  lanter  gegebenen  GroJbeA  ab- 
^  hängen« 

Femer  i«t  cn  jPoIge  (Anfgabe  2.  Gleichnng  5.%  in  der 
Fignr  C^Cß Ch,  die  Tangente  des  Winkels  C^  C,  C|, 

und  nach  derselben  Aufgabe,  in  der  Figur  C^Ci*'*  '(^ 
entweder  der  Winkel 

5i.    C4  C,  Cx  s=  a(»i— fi)p  —  C^  C^  C^  (5.) 
.nnd  darin    * 

.  oder  mit  der  Beaeichnnng  (Anfgabe  s.  Gleichung  7.)  un- 
mittelbar: - 

wo,  fiberall  rechterhand  Alles  von  gegebenen  Grofsen 
abhängt« 

Endlich  ist  in  dem  Dreieck  (7^  Cm  Cn  f  dessen  Seiten 
Cr,  ^,m  «nd  Xm+i,»  «ind,  auf  die  Weise  wie  in  der  v(>- 
rigen  Aufgabe  (Gleichung  «50 

Bat  man  nach  den  Ausdrücken  (So.  3i.  und  S2.)  oä0C 
(35.  und  54.)  die  drei  Winkel  C«  C^  C, ,  C^  Cs  ^i  ^"^ 
(7,  Cf  (^4  berechnet,  so  giebt  ihre  Summe  den  gesuchten 
Win^tel  (7^C,Cfi  ip  y«. 

V  Aufgabe  6.  ($.376,  4.)  Jn  dem  nEck  (Fig.  »7*-^) 
sind  die  Seiten  und  Winkel  bU  auf  die  beiden  an  einander 
Hegenden   Winkel  fn  und  f t    f*>^d   den  getrennten   if^in^^^ 
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fm  g^g^^^*    Man  9upht  einen  der  beiden  zitsammenUigen^ 
den. Winkel^  z.B,  f^. 

Auflösung.  Die  Gfeicbanff^  welche  dei(  Winkel 
ft  geben  eoH»  moDs  dieaen  Wio&el»  nicht  aber  die  ge-^ 
trennten  Winkel  fn  nnd  fmf  enthalten.  Sie  iat  al<o 
die  zweite  ^'auflösende  GleicWng  ($.  373»  6.),  und  «war ' 
JBt  das  dortige  h  hier  n.  Anf  der  einen  Seite  der  Glei-  ^ 
chung  ist ,  wie  leicht  «n  sehen,  Alles  bekannt  5  auf  der 
andern  ist  der  unbekannte  Winkel  mit  andern  Winkeln 
summirt,  und  swar  der  erste  unter  denselben*  'Al6p  vA 
die  ASiflösung  der  der  dritten  Aufgabe  ähnlich« 

Mit  Hülfe  der  ersten  nnd  sweiten  Angabe  lafliC  sich 
die  Aufgabe  wie  folgt  auflösen«  '  ^ 

Es  sey,  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  y^  d^r  Winkel 
/in»   eo  ist,  wie  doVt  (Gleichung  08*  und  29.)» 

SS.      C/j  (/|    =S  '^ft,m)     Cj  Cn  —  ^m4-2,n'f 

also  in  dem  Dreieck  C^  Cf  Cu%  auf  die  Weise  wie  (Glei- 

chnng  34.)s 

56.  tangiC.C.Cn^^ll^!''^^''^''^^^^^^ 

Ferner  ist,  wie  (Gleichung  52.)> 

.    57,    «ai^  Ca  C,  C,  Ä  — ß^^^^— . 

Cm  ""^  O*   H^ 

Die  Summe  der  Winkel  C,  C,.(7»  und  C«  C^  C,  ^  wel- 
che (36.  und  S7.)  giebt,  ist  der  gesuchte  VVinkel  f.        ^ 

Aufgabe  7.  {§.  576.  6.)  In  dem  nEck  (fig,  174, 1.) 
sind  die  Seiten  und  Winkel  bis  auf  die  drei  getrennten  Win- 
fcel  yjt ,  Ym  und  y»  gegeben»  Man  sucht  einen  dieser  Win^ 
Jfcrf,  ^  B.  y„. 

Auflösung.  Die  Gleichung»  welche  den  Winkel 
fn  geben  soll,  mufs  diesen  Winkel ,  nicht  aber  die  bei- 
den  andern  fehlenden  Winkel  enthalten.  Sie  ist  also 
die  £  weite  auflösende  Gleichung  ($.  S74«  60«  Diese 
Gleichung  enthält  den  Winkel  fn^  nicht  aber  die  Win. 
kel  v\  und  fm «  E0  kommt  daher  nur  darauf  an,  fn  dar- 
ant  so  entwickeln^  welches  6|ne  Anflösung  wie  in  der 
.dritten  Aufgabe  giebt. 

Mit  Hülfe  der  ersten  und  zweiten  An%abe  findet 
man  den  gesuchten  Winkel  wie  fol^ 

Der  Wittl^el  yi  6ej  /,  nnd  der  Winkel  y,«  der  Win« 
^l  n^  M  ist  in  devfigwtCg  C^Cf  C4»  Mob  der  eraieo 
Aufgabe,  die  Seite  - 

68.    C^C«  ^  •h<ji»'     ^ 
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lii  der  Figur  Cg  C^  . . . .  C»  ist  di«  Seite 

39.  C,  Cn    ==  ^l+i»»? 

und  in  der  Figur  0^  Cj  Cn  die  Seite 

40.  -  CcCn  ^=  Zm^i^M^ 

aba  ist  in'  dem  Dreieck  Cj  C^  Ch  y 
4i.    tanglG^CnC^ 

Femer  ist  nach  der  zweiten  Aufgabe,  in  der  Fijor 

Cn  Cx  C^  CgC^f 

42.    «anirP.C^C,  sr—Cii^, 

und  in  der  Figur  C^  C^Cnt 

45.    tangCCß,  =       n-,,n,+xP    ^ 

^  Öder 

44.    C^CnC,  CS  2(/i— m— 2)^  —  C^C^C,  und 

45.     tangCnCcC  = E^^i±2L2 . 

Die  Summe  der  drei  Winkel  C^  Cn  C^  ,    C^  Cn  Gt ,  ood 
Cn  <7<s  Cr  ißt  der  gebuchte  Winkel  y„  • 

Aufgabe  8.  (5.576.8.)  I/i  «fcT»  n  J?oä:  (Fig.  i?^- 1) 
sind  die  Seiten  und  Winkel  bis  avf  die  beiden  an  eiwnder 
liegenden  Winkel  y,  und  fn  und  bis  auf  die  Seite  c»  <^  '^^ 
dieser  Winkel  gegeben.     Man  sucht  die  fehlende  Seite  c,. 

Auflösung,  a)  Die  Gleichung,  welcfce  die  feblende 
Seite  geben  soll^  darf  die  beiden  fehlen  den  Winkel  nicht 
enthalten,  Sie  ist  also  die  erste  auflösende GleicbitfS 
(3.  oder  2.  J.  574.),  welche  die  Winkel  y,  und  fj,  w*t 
enthält.  In  der  GesUlt  ($.  S?^.  i.)  i^t  die  auflösenüe 
Gleichung  c]  =  ^g^n*    ü^s  ist  aber 

^a,»  =  «&»  +  4  -^  2c^  jft,»  {§.  575,  17.)- 
Daber  ist 

46.     cj  =  4»+ c»  — 2C;,y5.n,  oder 
c;_ao^g5,^+4^_cf  =5  o, 
woraus  folgt; 

.      Esistaberz|,„  =  pi„  +  j|,„($.375.7-).    S^^f,*"^;;. 
dieses  in  die  Wurzelgröfse  von  c»  (47.),  so  erhält  m«» 

48.       <?,    »   g2,n±y(c*— P3,n), 

welches  die   gesuchte  Seite   c^  durch  lauter  betanni' 
Gröfseo  ^iebt    ^  . 

ß)  Dieser  Ausdruck  folgt  auch  unmittelbar  au»  a^ 
Figur  jdenn  wenn  CnK  ««?  C«,  auf  der  Seile  ^s  ^«''*' 
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recht  steht,  so  Ist,  "^e  leicht  £a  sehen,  p^n  ^  Cn^ 
und  g^M  sss  C^^t  also 

c,  =  C^ r±V{C^ CS—  Cn r%  das  beirst 

je  "nachdem,  y^  stampf  oder  spits  ist^   eben  wie  (48.). 

Aufgabe  9..  ($.  576.  9.)    Jn  dem  nEck  (Fig.  174. 1.) 

eind  die  Seiten  und  Winkel  bis  mif  die  beiden  an  einander 

liegenden  IFinlcel  Vn— 1  und  yn  >  und  bis  auf  die  S^ite  Cj?  an  . 

einem  der  beiden  Winkel^*  gegeben»     JUan  sucht  dek  an  der 

fehlenden  Seite  liegenden  fehlenden  Winkel  y* .  *     . 

Auflösung,    a)  Zu  Folge  der  dritten  anflösen« 
den   Gleichung  ($.  $74.  lo.)  ist 
.  49.     c^sinyt:^c^sin(yt  +  r^)  +  c^siniyt+y^-i^y^),..*'.. 

+  Cn sin{yx  +  /#••••+  /'»-«)  ^^^  ^9  ' 

'Welclie  Gleichung  die  fehlende  Seite  c^  nicht  enthä^ 
Die  Gleichung  ist  so  viel  als 

•  6o#    j)a,w-.i  ±\  Cn  sin  (yj  +  ^a  •  •  •  •  +  7n^i)  ^^  ^> 

-WO  das  obere  Zeichen  gilt^  wenn  n  gra^de,  und  das  un« 
tere,  wenn  n  ungrade  ist. 

Sodann  ist  yi+y»+j?tv+y«-i  =2|('' — ö)?— ^n?  also 
«««(y  x+y«*'  •  • +yn- j)  =  «/i(2»p — 4^--^«)  3=  sin{2nQ~yn),  •  ^llo 

•  .^/^'    I   ,  ,         \  J==  —  swiy„,  weim  n  grade  und 
^ti^^^+y^. ..  .  +  y„.i)  ^^  ^  ^^^^^  ^^^^  ^  ungrade  ist. 

Also  ist  in  (60.)  in  allen  Fallen  , 

^  i'flf  H-i  —  Cm  sin  y„  s=  o, 
nnd  daraus  folgt  ' 

61*    Äiiiy»  5=  •*-'^ — ; 

tv^elches  den  gesuchten  Winkel  durch  bekannte  GroüBen 
giebt- 

,  fi)  Der  Ausdruck  (6t.)  folgt  auch  leicht  unmittel, 
bar  aus  der  Figur  ^  denn  ps^n-»  ist  nichts  anders  als  das 
Perpendikel  CjPj  aus  C^  auf  c,  und  es  ist  Cnsinyrt 
rs  C^Psf  sz  p2,n^ij  welches  den  Ausdruck  (5i.)  giebt. 

Aufgabe  10.  ($.  376. 10.)   In  dem  n ]Eck  (Fig.  174. 1.) 

sind  die  Seiten  und  Winkel  bis  auf  die  beiden  an  einandisr 

liegenden  Winkel  y„u%  und  yn^  und  bis  axtf  die  Seite  Cj  an 

■  hinein  der  beiden  n^inkel  gegeben.     Man   sucht  den  nicht 

an  der  fehlenden  Seite  liegenden  Winkel  yn-^i»  '  * 

Auflösung.    Der  Winkel  yA^-i  lä^«*  »Ich  vermit-^ 
telst  der  dritten  auflösenden  Gleichung  ($•  374.  xo.)»  Istwa 
in  der  <3estalt  (60.),  finden.    Küreer  aber  ist  es,  nach 
der  Gleichung  (61.)  erlt  den  anderut  unbekaimten  Win-\ 
kel  yn  au  suchen.    Alsdann  ist  ^ 
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i  Aufgabe  XI.  ($.375.  ii.)  InfbmnBek(J^.t'f^l^ 
sind  die  Seiten  und  die  Winkel  bis  auf  die  beiden  an  ein* 
ander  Hegenden  Winkel  fm  und  YmJ^\9  und  bis  eoj^  eine  da* 
von  getrennte  Seite  Cx  gegeben*  Man  sucht  einen  der  Jek* 
Unden  Winkel^  z.  B,  fm» 

Auflosung,  a)  Die  drit'te  anflöMnde  Glcichmif^ 
in  der  Gestalt  ($.  374r*  10.)  ist 

Die  oberen  Zeichen  gelten,  wenn  m  grade^  die  nute« 
reny  wenn  m  ungrade  ist« 

Die  erste  Reine  dieser  Gleichung  ist  so  viel  als  m») 
nemlich 

.  • .  .±^1»  «Mi(y,  +ya*  *  •  •  +y«»-i)- 
Sodann  ist 

yx+yt+yi +ym+i=a  («—2)  (>—(/,«+« +ym+3. .. .  +/■) 

Das  letzte  Glied  links,  in  der  Gleichung  \p2.)f  nemlich 
+  C  5wi  (y,  +  Va  .  •  ^.  y«-i) ,  ist  also  gleich         ^ 

•  'db<?»*wi(2(7i  — 2)^  — y„)c=:  +Cn5m(272(>— ^„). 
Nun  ist  dieses  Glied  positiv^  wenn  n  grade,  und  ne« 
gativ^.wenn  n  ungrade  ist;  hingegen  Utsin{2nQ — y^ 
gleich  — sinynt  wenn  .»  grade»  und  gleich  -f^^f» 


wenn  n  ungrade  ist*  Also  ist  das  let&te  Glied  im- 
mer  gleich  — CnSiny,^.  Auf  gleiche  Wei&e  ist  das  vor^i 
letzte  Glied  'i^Cn^isitt(yjt^yn^i)^  das  diesem  vorherge* 
hende  Glied  ist  gleich ,  —  Cn^^  sin  (vn  +  yn-i  +  ^w-ä)  u-  « •  w. 
Die  Glieder  in  der  letzten  Zeile  der  Gleichung  (52«)  sind 
also  zusammengenommen 
—  Icnsinyn — Cn^tSin  (/n+yn^i)  +  <?»-Ä«i«Ö'»+y»-i+y>*-«)  — * 

welches,  mit  der  Bezeichnung  (7*),  so  viel  ist  als  -^^  »«inPs  $ 
nemlicll 

'64*'    n,m4^  ^^  Cn  sinyn  —  C;>-,ri«(y«  + y»«,)  •;•....  .\. « 

•  •  •  •  dt  ^m+4  «w»  (yn  +  yjt-1 . .  • .  +  riH-a)' 
Zusainmengenommen  also  ist  die  Gleichung  (6ä«;  fol^ 
^ende: 

6$#  ^Hh<M4Liräi0^x+/s+r«*««+;''»-*t'f;^i»)'-^i^^ 


I 
^ 


'l 
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und  darauf  folgt 

66.    ^(y,+y^  +  y,....+y^  +  y«)  =  ±&!^^ 

Da  die  Gr&Tsen  p^^m  tind  ,»,m|>9  wie  ana  (65.  und  64.) 
va  aehen,  die  unbekannten  Stücke  ^my  fm^x  nnd  c,  nidil 
enthalten,  sondern  gans  ana  gegebenen  .Stücken  sniam* 
mengesetfit  sind,  se  giebt  die  Gleichung  (56.),  in  welcher 
das  obere  Zeichen  gilt,  wenn  m  erade,  und  daa  nn« 
tere,  wenn  m  ungrade  ist,  den  vVinkel  * 

67-   y,+y»+y,.-.+ym+a+y«. 

Zieht  man  davon  die  gegebenen  Winkel  Tft'^f%*^*- 
•  •  ••  +  Yn^\  ^$  ß^  findet  man  den  gesuchten  \Vinkel  y^' 

ß)  Die  Gleichung  (66.)  ISIkt  sieh  auch  .leicht  un- 
mittelbar aus  der  Figur  finden.  Ef  sey  2.  B,  f^  der 
gesuchte  Winkel  Ym^  so  eind  die  Grfifsen  p^M  und  n,mp^ 
nichts  anders«  als  die  Perpendikel  C4P4  und  C7,P,  aus 

C4  und  Ci  auf  o«,  und  db^^(/r4*J^ft**^r**f'/n)  ^^  der 
Sinus  des  Winkels,  welchen  die  Seite  C^  C^  =  cm^i  mit 
der  Seite  Cx  macht,  also  wenn  C,  T  mit  Cj  para^el  ist, 

±«n(y,4-ys--+/«)  — ?^-    Nuü  ist  C^Tsrpa,« 

— ,^p.    Al«o  ist  +  «in (y, +;'..... 4.y«)=söi:i:Ä2E. 

wie  (5ft.). 

^  w/^  a  6  e  12.  ($.  S76. 13.)  In  dem  n  fcX:  (Fig.  174. 1.) 
sind  die  Seiten  und  dif  Winkel^  bis  auf  die  heilen-  an  ein^ 
under  liegenden  Winkel  y^  und  ym-^-i  und  bis  auf  eine  da» 
von  getrennte  Seite  c^ ,  gegeben^  Man  sticht  die  fehlende 
Seite  Cx* 

Auf  losung,    u)    Wenn  fnan    die   «wischen    den 
beiden  fehlenden  Winkeln  ym  und  >^m+i  liegende  Seite 
eirt^sar  Grundlinie  nimmt,  so  ist  die  erste  auflösende  * 
Gleidmngf  iur  dicsa  Grundlinie, 

wo  Cm4i  bekannt  ist. 

Diese  Gleichung  enthält  Ewar  die  fehlende  Seite  e^i 
Sicht  aber  die  beiden,  fehlendeü  Winkel  fm  nnd  ^m^x* 
Man  kann  also  daraus  ^c«  finden«  Die  Gleichung  ist 
aach  Cx  vom  «weiten  Grade« 

>  ß)  Oder  man  sucht  ,erst  nach  der  Yorimn  Aufeabe, 
tod  swar  nach  (66.  und  67«))  einen  der  fehXendeu  Win- 
kel rm  irnd  herauf  aua 

«9-  rMx^^{nr^)9^{Tt^M^^*^^rn^ 


\ 


I 


A6(k 
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87^ 


aacb  deo  andern  f m^-i-    Alsdann  giebt  die'  erst«  anflo- 
sende  Gl^icbnog,  füt  die  Grandlinie  c^,  nemlich 


60/    zS,n  =  0' 


t* 


weil  jeUt  aoch  alle  Winkel  in  z^^  bekannt  sind,  die  feh« 
^  lende  Seite  'c,  nnmittelbar. 

Aufgabe  t3.  (5.375,1.)  In  dem  nlSck  (Fiy.  174, 1.} 
sind  die  Seiten  und  die  JFinkel  bis  auf  die  zwei  getrennfm 
Winkel  ft  ^^^  Ym  und  bis  auf  die  an  dem  einen  fehlenden  Win^ 
kel  liegende  äeite  e^  gegeben.  Man  sucht  die  fehlend e  Seite  t^^ 

Auflosung,  a)  Wenn  man  in  die  zweite  auf. 
losende  Gleichung  n2=:i  skixXf  so  enthält  die  Gleichung 
die  beiden  fehlenden  Winkel  /^  nnd  y^  nicht,  woU 
aber  die  fehlende  Seite  c^j  welche  also  daraoa  g^efamba 
werden  kann. 

Es  ist  nemlich 

wo-za^m  die  fohlende  Seite  c^^  enthält,   2i>i4i^,i  ab«r  aas 
lauter  bekannten  Gröfsen  snsamniengesetst  ist« 

Nun  ist  vol  Folge  (J.  575.  Gleichung  17.)  r^m=x^ 
-|- cj  —  20ft53,n,  wo  z^n  tuid  f^^n'nur  uoch  lauter  fce- 
kannte  Gröfsen  enthalten^ 

.  Es  ist  also  t ' 

Ca  =?  95^  dl  V^(5f3.»  ~  4,n  +  ^m+i,i)>  odef  WeÜ 

*&»»=P&n  +  5f3%  i«t  (J.,375.    7O,  • 

62.      C^X=:q^n±LV{^ii^i.n,t'-pln) 

folgt;  wodurch  man  die  fehlende  Seite  0^  ans  den  gege^ 
benen  Stücken  findet. 

Aufgabe  i4.  (§.  576.  i4.)  Jfn  dem  n  ^cÄ:  (Fig.  174. 1.) 
sind  die  Seiten  und  die  fPihkely  bis  auf  die  zwei  getreiav* 
ten  Winkel  y,  und  ym  und  bis  auf  die  an  dent  einen  feh^ 
tenden  Winkel  liegende  Seite  Ct  gegeben.  Man  sucht  den 
an  der  fehlenden  Seite  liegenden  Winkel  y,. 

j/t  ufl ösung.  et)  Die  d r i 1 1 e  auflösende  Gleichung 
($•  374.  10.),  nemlich 

63*   Ca  «nyt  —  «?3  *3w(y,  +y2)+  ^s  ^«(y*  +yA+yt)  •  •  '• 

enthalt  die  fehlende  Seite  c^  und  den  gegebenen  Win- 
kel fn  nicht,  dagegen  aber  die  fehlenden  Winkel  /x  ™>>d 
f m '  Nun  sind  in  dieser  Gleichung  Unkerhänd  die  Glie^ 
der  der  ersten  Reibe  znsainmen  so  viel  als  pi,  m  oml  die 
fibrigen  Glieder,'  gana  auf  die  Weise  wie  in  der  A,«fl«M 
iung'  der  eilflett  Ao%ttbe,  ap*  'Mel  ak  -^«^.^•    Also  ist 

64. 
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576^     Jufgabeu  von  SeitM  und  WinUln^       46^ 

64.    pa,  m  —  71,  T^xp  =?  o ,  ^oder  jig,  ^  =  „^  ^^^p, 
welches  sich  auch  leicht  nDmiltelh^r  aas  der  ki^^nv  se- 
.  hen  läfstj  denn,  wenii  «.  B.  y,  der  Winkel  ^  Ist,  so 
bedeaten  pc,^  und  n,m+ip,  beide  das  Perpendikel  C-  P, 
Nnn  ist  za  Folge  (§.  373.  Cleichonj  i3.) 

Also  ist  m  (64.) 

66.    {c^  —  53,  ^)  si^n  y,  —  p^, «  co*  y,  =  „,  «^,p. 
Man  setze,  der  Kürze  wegen, 

67.      C,, —  Jsiw^^»    P3,m  =S^    und    w, Tn+ip  ==  j», 

so  ist  ^  "^  .    '^V 

68.    xsiny^' — kcosy^  =  ^. 
Dieses'  giebt 

Icosyx  =  X  Äi/r;',  —  jtt  nnd 

1* (1  —  sinyl)  =  x^sinfl  —  ^^f^ sinf^  +  jt**,    oder 
(x*  +  i*) ^OT/i  — flx/^ siny^  +  ft* -^  A*  s=:  o,   oder 

Nun  ist  '  ' 

**  t  ^*  "T  (^,» -  V^*  +1^3,m  =f/a - 20.  ?3, m'+  jl «  +  pj «, 

und  weil  qlm  +  pl,m  =  i|,m  ($.  373.  8.% 

Setzt  man  dieses,  so  ivie  die  Ausdrücke  von  «,  Ä  und  f*,  . 

(67.)  in  (69.),  so  findet  man 

»     71.     siny^  , 

I  welches  den  gesuchten  Winkel  y^  durch  die  g^ebenen 
Stück e.auadrä,ckt.   '   . 

•    ß)    Unmittelbar  aus  der  Figur  kann  man  den  Aas- 
druck  (7  »4  wie  folgt  finden. 

Der  fehlende  Winkel  ym  «ey  y^  ( Fig.  174.  t )  ui^d 
C,  U  auf  Cx  Ca,  C, P5  auf  C,  C«  ^senkrecht,  so  ist 

rC,t7   s=  Ca  — 53,nt==x  (67.), 

,^    ^  ^  ^Csr^  ==  n,m+ijP  =  ^  (67.,% 

^  CrdleVGeomelrie,  30  - 
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Nnn  ist  ,C,  U  s=CjC^  sinq> ,    Cj  1/  =  C,  C,  cosip, 

ülttn  ist  yx  =  V  +  V  >  wenn  die  Linie-  C,  C^  zwiscbe» 
CjC^  u.CrCa  fällt,  undyx=V— 9^>  wenn  die  Linie  CjC, 
atcfserbalb  C^C^Cn  fällt,  also  ist  für  die  veracbiedeoeo 
Fälle :  sin  y^  =  sin  ifßcosq>±^  cos  rp  sin  cp,  ^  Setzt  maA.  hiefiB 
die  Ausdrücke  von  sin(p^  cos(p,  sinfp,  cos'^f  axiB'{i5.\»o 
.  findet  man  ,  *   , 

^W^lcbes  der  Aasdmck  (69.)  i^t.. 

Aufgabe  i5«  (§.  576,  i5.)  In  dem  nEck  (tig.  174.1.) 

sind  die  Seiten  und  die  Winkel  bis  auf  die  zwei  getremäeH 

.    Winkel  y,  und  y,n  und  bis  auf  die  an  dem  einen  fekiendett 

Winkel  liegende  Seite  Ct  gegeben,     Ulffn  sucht  den  getrem» 

ten  Winkel  ym-  .  .       ' 

Auflösung.     Man    snche   den  andern-' iehlendeii, 
Winkel  y,  nach  der  i4ten  Aufgabe,. so  findet  man 
.75.  yw= 2(n-2)e— (yx+ya-.-+ym-i)— (ym+i4-ym4*....+yii). 

Aufgabe  16.  (§f  576.  x6.)  In  dfm  nEck  (Figw  174.  L) 
^ind  die  Seiten  und  die  Wir^kel  bis  auf  zwei  getrennte  Win^ 
keij  z,  B^  yn  und  ym »  und  bis  auf  eine  an  beide  Wi^kd 
nicjit  anliegende Seite^  z.B.  Cxj  g^g^ben.  Man  sucht  den. 
einen  fehlenden  Winkel,  z,B.  y^. 

Auflösung*  Diei  dritte  anHösende  Gleichung  Ar 
die  Grundlinie  -c^  lAt  , 

76.  <?a«wr*— ^t«»»(yx+yA)+^A«"»Cyx+ym+y,)»....^ 
_  ••••dtct^^Cyt+y«-.  vn^J 

_  ••••±<?»*^(yx+ya — +ym-i) 

-f.  c«+i sin (y,  +yi . . : ,  +ym)±Cm+«^ia(yx+y^..,.+y,^J..., 
Nun  ist 


yx+ya+y3-+yn-2=  2(»— ^)p— (y«+y«-i) 


r   • 


fx+^a+ys  •  •  •  -^^m  =  «(n^Ä)e~(y»-4yi»-xi*»»j'iiH-i)' 


* 


,  -  >     -      / 


I 


57^      ^^fff^f^^  "^^  Seiten  und  if^inkelkr     46/ 
Abo  iit; 

sin  (y  X  +ya+y  j  r  •  •  •  +  r^^.  =  ±  *''»  0'«+y«(-0 

Die  o  b  e  r  n  Zeichen  gellen  für  ein  u  n  gr  a  d  e  s,  die^n  n- 
tern  für  ein    grades  n.     Nun  ist  das    leUte   Glied« 
CnSin(yj+y^.  ...  +  y„^  negativ,  wenn  n  nngrade»' 
nnd  positiv,   wenn  n  graae  ist/-  Also  ist  daf  letzte 
Glied   immer  negativ   und  die  Zeichen  der  vorherge« 
henden  Glieder  Mrecbseln  ab.    Daher  isi  die  dritte  Zeile    . 
linkerhand  in  (76.)  so  viel  als  .        .  • 

....  +  5M»(yrf  +  yK-i. . . . -f  ym+0> 
'da^  heilst,  so  viel  als — n,m^ip*  *   ^ 

Die  erste  Zeile  ist  so  viel  als  p^^;^«  ,  Also  ist  zosam- 

mfen,  in  (76.) 

.... +  C,aÖ'i  +  }'»••-••  + ym-i))j  =  O. 

Die  Grofsen  p^^  und  —Tt^mr^-ip  sind  ganz  aus  gege- 
'  heilen  Stücken  zasanuneugesetzt,  und  nur  die  zweite  Zeile 
links  in  (8e«)  enthält .  ein  unbekanntes  Stück ,  nemUch  >  ^ 
don  Winkel  fj» 

"Man  setze  ^  - 

«o  ist  die  zweite  Zeile 'in  (80.)  links  äo  viel  als 


\  oder  weil 

I  SQ  viel  ßlB*  ^  >      .      * 

Wi^  PiUj^m  ™^  9;(^.iym^^^^^  bekannte  Gröfsen  enthalten. 
Alt»  »tldie  Gleichung  (80.)  nunmehr  * 

30* 
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wo,  wie.  aus  (76.)  su  sehen ^  das  obere  Zeichen  gilt, 
wenn^X:  gi;ade' ist,  and  das  untere,  wenn  Je  un- 
grade ist.' 

Setfti;  man  der  Kür^e  wegen 

SO  ist  in  (84.)         _  . 

86.     p^j^(xsin(p — Xcosy)  =  0. 
Daraus  folgt   H-  Xcoscp  aa  +x^^  —  |tt  und 
i2(i — «i/iqp*)  =  x*«ny*  4.ÄX/M.«üi9»  +  /4%  oder 
(x*  +  A*)  5i«  9.*  +  a  x/i.  si»y  +  ^*  -*-'i*  =  o ,   also 


sin 


o.     */*     -4-1/^  ''>'      i^'-^'\ 


oder,  w»B  in  (CöO» 

87-    swiy 5^qpj3 

£s  ist 

und  da  gj^^^^  +?!+«.«  —  ^Jt-M,m> 

88;    X»  +  ^»  s=  c|^,  —  2 cjt^, 9t^,^  +  z\^^. 
,  Set£t  man  diese  Ausdrücke  von  x^  •}•  ^^  und  /t  ia 
(81.),  so  findet  man 

89.    sinfp  '  '  , 

—  (  ±PH^,mA<^j[+i  ~  ^^*+i  gA+a,m+  ^Ha,m~  Cpg,^— ^^)^)  > 

äieraus  findet  man  den  gesuchten  Winkel  f^  in  lauter  | 

bekannten  6rö£Ben^  weil  y  =»  y«  +  y*  +  yg  . . . .  +  y^t  (8'*0> . 
und  folglich  . 

ist. 

Auch  kann  man  das  Resultat,  wenn  man  will,  anf 
eine  ähnliche  Art  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  unmittel- 
bar aus  der  Figur  ableitjon. 

Aufgabe  17,  ($•  576*  17.)  In  dem  n  Eck  (Fig. 
174.  I.)  sind  die  Seiten. und  Winkel  bis  auf  zwei  getrennte 
Winkel,  z,  JB.  y^.  und  ym  und  bis  auf  eine  an  beide  fFihkel 

m 

nicht  anliegende  Seite  Ci   gegeben.    Man,  sucht  Se  feh- 
lende Seite  Cx*        . 

Auflösung.  Die  «weite  auflösende  GleichoBg 
{§.  374.  6. )  enthält  die  beiden  fehlenden  Winkel  Tk  ^^ 


'•  '  '  •        *  •    , 

m 

57^.      Aufgaben  von  Seiten  und  pinkeln.    .  46^ 

7,9»  nichts  ^ohl  aber  die  fehlende  Seite  c^*  Abo  kann 
man  diese  Seite  daraas  finden. 

Die  Gleichung  welche   sie  ^gieht  ist   Tom  iüweilen     , 
Grade. 

Man  kann  aber  auch  nach  der  i6ten  Aufgabe  den 
einen  fehlenden  Winkel  yi^  nnd  ^ns  ^r^  sps  2 (n — fi)? 

-^Cyx  +  ya--+ym-.i)  — (ym+»+yi«-H»....  +  yn)  den  an-  . 

dern  fehlenden  Winkel  *  snchen.  Alsdann  giebt  die  er- 
ste enflösende  Gleichung  (§-374.)  die  fehlende  Seile 
c^   nnfoittelban 

uiufgahe  i8t  ($.  57*.  i8.)  In  dem  n  Eck  (Fig.  174. 1.) 
sind  die  Seiten  und  die  Winkel  bis  auf  zwei  an  einander 
liegende  Seiten^  z,  J^*  d  und  e^,  gegeben*  Man  sucht 
eine  dieser  beiden  Seiten ^   z.  B.  c^, 

'  ji. ufl osung.  Die  dritte  auflösende  Gleichung  für 
die  Grundlinie  c^  ist 

oder  vreil  va  Folge  ($:  373.  i3.)     ' 

'.  P^^n  =i  (c*  — /g3,n)  sin  y ,  —  p^  cos  y,  ist ,   (ca  —  J3,n)  ;swi  y, 
=z=  p^ncosyj..   Qaraus  folgt:  ^  / 

91.      CaC=p3,nCOfyx  +  5&n5 

^vrelches  die  geracbte  Seite  durch  die  gegebenen  6rö- 
'  fsen  giebt. '  " 

A!  ufgabe  19.  (J.  575. 19.)  In  dem  n  Eck  (Fig*  174. 1.)  ^ 

sind  die  Seiten  und  die  Winkel  bis  auf  ztvei  getrennte  Sei-- 

ien^  z.  B.  Cj  und  c^i,  gegeben.     Man  sucht  eine  dieser 'bei- 
>  den  Seiten^  z*  B.  Cm. 
^  A ufl isun g.   Die  d r i 1 1 e  auflösende  Gleichung  für 

die  Grundlinie  Cj  ist    -                                  * 
.  92.    Ca sinyx  —  c, si«(y,  +  ya")  +C4^^«(yj  +  rz  +  y$) - 

I    ±  <^«+i  ^wi  (y,  +  y a»—  +y»)  H-  fnt^sin  Q/,  +  ya- .-  +ym+i)  •  •  •  • 
f    .  ....  +  cnirw(yx  +  y2.'.-+y"-0  =  ?- 

Die  erste  Zeile  ist, so  viel  als  pi,m-i.    Seti^t  man 

.   93-   yx+yaj:-.+ym-i==  a, 

so  ist   die  eweite  Zeile  +  Cm^ina  und  die  dritte  Zeile 
so  -viel  als; 

I     ±[(Cif»+i'«l>lÄC05y»-^Cm+a5m»CO5(ym  +  ym+i)   .   .\.   •   .   .   .' 

.•.•+c„5maco5(ym4"y'«+»"' •+yn-»)      / 
^^m^iCOsasinjfm*{'Cm^cosjpcsin(ym-{'ym^s)  ......... 

oder  so  viel  als 

:h{.qm^ipisina'-\'pm+i^c(>sa'l.     Zusammengenommen  also^ 
ist  die  Gleichung  (92.), 
^-    P2,M-i  H-  Cw  «'«  » ±  (!/m+j,n  5WI a  +P«+»#^ C05  «)  =;:  o. 


t 
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Daraus  folgt  •  ' 

gS,      Cm  eS3  5m+i,7i  +  Pni^Xih  CÖta^  pa,w-i  C09eC  flk 

Das  aber«  Zeichen  gilt,  wie  aus  (92.)  xu  aeben,  ^renn 
m  QQgrade,  das  untere  wenn  m  grade  ist«  Auch 
ist  unmittelbar  aus  (92,) 

^'      Cm  ^ 

(Om+i^>t(yi+yft...+ym)  — Cm44Sl7l(y,+ya*--+ym+i) ? 

'      (i  .  * ; ± Cn Sin {f  t-^Y i'^y^-^  ±pa^^t  J 

welches  die  gesuchte  Seite  Cm.  durch  dlä  gegebmnes 
Stücke  giebt. 

Anmerkung.  Im  Viereck^  der  einfachsten  Figur 
nächst  dem  Dreieck  \  finden  von  den  19  Aufgaben  ßir  ein 
beliebiges  Vieleck  {§.  5j5.  und  376.)  die  3te,  4fe,  5fe,  t&te 
und  17te  nicl\t  Statte  weil  im  Vifreck  drei* fehlende  Tfuikel 
nicht  getrennt  seyh  können ,  und  von  zwei,  getrennten  Win» 
kein  keine  Seite  abgesondert  seyn  kann. 

Die  möglichen  Aufgaben  beim  Viereck  sind  also  fol- 
gende^ und  zuJar  so  numeriity  wie  sie  auf  einander  folgen: 

Die  Jif" 
Gesucht  .     «poiMKrfmift 

heim   Fl^ 

3)  ein  fehlender  äufserer     6 
Winkel 

4)  der  fehlende  mittlere 
Winkel    /    .     .     .     : 


Gei^eben« 

AlleSeiten  undWin- 
kel  bis  auf: 

I.  Drei  Winkel, 


n.    Zwei    Winket    und 

eine  Seite  dazwischen,  . 

■ 

10,  Zwei  Winkel  und 
eine  Seite  an  dem  einen 
Winkel, 


7 
1 


1)  die  fehlende  Seite  . 

2)  einer    der  fehlenden 
Winkel  .  ^  .     ,     .     v         2 

5)  tue  fehlende  Seite  .         8 

6)  der  fehlende  Winkel 

an  der  fehlenden  Seite      9 

7)  .der  andere  fehlende 
Winkel   .....       10 

8)  einer  der  fehlenden 
Winkel   .     .    •.     .     .    .   11 


ly.  Zwei    Winkel    und 

eine     daijon    getrennte 

Seite^                    "  9)  die  fehlende  Seite  .       12 

V.  Zwei  getrennte  Win-  10)  die  fehlende  Seite  .       iß 

kel   und   eine  Seite   an  11;  der   Winkel  wf.  der 

dem  einen  Wihk^ly  fehlenden  Seite    .     .       14 

..  12)  der  getrennte  fehlen*' 

-  V          -  de  Winkel  •     ,     .     .       15 


378,379.  Aufhüben  von  Seiten  und  ff^inheln.    4/1 

V.*  Zwei  Seiten   an  eii^     13)  eine  fehUniie  Seite,    18 

ander^ 
V-  "^Zwei  getrennte  Seiten^      14)  iine»  fehlende  Seite     19      .    , 

'Man  kann  diese  Aufgaben  unmittelbar  durch   die  all* 
gemeine  Ausdrucke  {§.  376.)  auflösen» 

Der  Raum  gestattet  nicht  die  Auflosungen  durchzugehen. 

Sie  haben  aber  keine  Schwierigkeit.  .  Man  darf  nur'fedes^ 

'   mal   die  Seiten   c,,  c^  .  .  .  •  c»  gleich  Null  setzen,  weil  im 

gegenwärtigen  Falle  nur  die  vier  Seiten  Cj,  C3,,  Cj,  C4  fOf*- 

stiren.  •     v  , 

.  •        \       ^  378.    / 

Erliiuteru ng.    Da  nicht  allein   die  Seiten  und 
die  Winkel  einer  Fissur  zwischen   den  Seiten ,  sohdern     / 
aacb    die  Diagonalen  und  fielbst  andere,   nach  be- 
stimmten Regeln  liegende  grade  Lipien^  nebst  den  Win.    > 
i   kein,  dia  sie  miteinander  und  mit  den  Seiten  einschlie- 
.  Xsen^  bestimmende  Stücke  einer  Fijur  seynbön^ 
i^ea,   schiebt  es  noch  weit  mehr  Aufgaben;    aus  den 
bestimmenden  Stücken  einer  Figur  die  feh-  ^ 
lenden  su  finden.    Die  Zahl  solcher  Aufgaben,  deren 
Auflösung  übrigens  nirgend  Schwierigkeit  hat ^  ist  sehr 
^  grofs.     Man   kann  dieses  an:  Bibrnsen  intredudia  in 
'  tetragonomeiriam  sehen,     (obgleich  dieses  Buch  blos  v6m 
Viereck   handelt,  so  füllen   doch  die  Aufgaben  über 
diese  Figur  schon  einen  Band.    Es  läfst  sicu  also   hier 
I    auf  ^em  beschränlkten  Räume  nichts  Umfassenderes  von 
diesem  Gegenstande  sägen«     Wir  müssen  ^uns  begnü- 
gen einige  besondere,  am  häufigsten  vorkommende  Sät^e 
zu  berühren. 

\   -/  379.        , 

Lehrsatz.  Das  Product  der  Sinus  der  TP'inkel  zivU 
sehen  den  Diagonalen  einer  Figur,  die  je  zwei  auf  einander 
folgende  Seiten  Vfrbinden , '  und  je  einer  dieser  Seiten ,    a6- 

I  'wechselnd  genommen ,   ist  dem  Product  der  Sinus  der  TVin^ 
kel  zwischen  den  nefriJUchen  Diagonalen  und   den  anderen 

\  Seiten  gleich. 

Z.  B.    Wenn  man  in  (Fig.  17&.)  .       ^ 

di^  Diagonal,  welche  dii  Seiten  c,  uud  c«  verbindet,  ' 

durch  £z9  \      • 

die  Diagonali  welche  die  Seiten  c^  und  ei,  yerWndet,  -  ^ 
durch  2  s  '   *  .       '       * 

u.  s.  w-  beseichnet,  so  ist  /  .         ' 


«     « 
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tin  r^s  ^i)  •  ^n(z^ Cal .  9in  fzg  c,)  .  • . .  «<n (xx  Cn) 
=3  5in  (xx  CaJ  •  ^n  (^a  Gj }  •  ^t  (^g  ^a)  *  *  -  *  ^^  (^ ^z)* 
Beweis.    Es  ist  ' 

Ca       J»'w(xiC,)    C| #tn  (xj  öa)  £f       gm  (x»  Cn) 

S^"*" ^^''(^i  ^a)'  ^*       *i« (xa c,)  "  '  '  c»       ^/t(2M c,)* 
Multiplicirt  man  alle  diese  Gleicbangen  in  eibaodef,  w 
heben  aicb  linkerband  alle  Factoren  auf^  und  man  findet 

sin  (z j  o,)  yyi  (z^  ^2) « » *  *  ^^^'^  (^1»  <^n) 

woraus  die  Gleichtuig^  des  Lehrsatoea  folgt. 

380. 

Aufgahe»  In  einem  P'i er  eclc  sind  zwei  Seiten  jdü 
dem  Winkel  y  welchen  sie  einschlief sen  j  und  den  Winkeh 
zwischen  der  Diagonal^  die  durch  den  gegebenen  Winkel  ^eht^ 
und  den  andern  beiden  Seiten  gegeben.  Man  sucht  die  ubri' 
gen  Stücke. 

Z.  B.  in  (Fig.  X76.)  sind  a,  &,  a,  ß  und  y  ge^^eben. 
Man  sncbt  %.  B.  (p* 

Erste  Auflösung.    £s  ist 

im  Dreieck  ACD^  —, — =  -: ,  and 

sina      sinfp  ^ 

im  Dreieck  BCD,  -iL^=-~-.. 

sin  p      sinq> 

ako  wenn  man  das  cweite  mit  dem  ersten  dividirt: 

,  h  sin  a sin'kfß 

*'    asinß       sin(p' 
Nun  ist 

'Und  5171^=:— 5m(a  +  /S  +  y  +  <p)==  — 5J7t(»f /?+y)«>*f 
—  cog(a  +  /?+y)5i/iy,  folglicbin  (a.) 

\asin psinia-^P'f'f)  ■         ^    .  ' 

wodurch  man*  den  gesuchten  Winkel  y  aus  den  jefe- 
benen  Stücken  a,  5,  cr^  ^  und  y  findet*  Hat  man  f)  ge- 
fanden, so  ist  -^^=3  4^ — («+P+y+?')^  ^'^d  ^^'^ 

in  dem  Dreieck  ACD,  -^=    .   f^,     . ,  und 
in  dem  Dreieck  BCZ),  ™  =   .   -^^r^  i»«» 
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"sina'     ' 
4Zii;Wfe  Auflösung.  Wie  ia  3er  ersten  Auflösung 

(2.)  wt — ^'-:5— -^• 

Man  »etee  ^        '. 

-      sint/'       .        *       bsina 
sin  fp  a  siri  p 

welches  immer  angebt,  -weil  die  Tangente  eines  Winkelt 
jede  GrÖfse  Ton,  o  bis  00  haben  bann,  sa  ist 

^  sinxff 

6  •    *"f"^^^g^    ,^  *  «  my  ^^  sin y-f* 5171  V> 
:  A — iangX  ^^  j filV'        sinKp^^siffip' 

Aber  ":"^+""^  =  r^ii!"'".!^  «•  545.  86.)  und 
li-??^  =  /a7Tg(|«+X)(§.  345.  io3.)}   aUo    ' 

Nun  ist  aus  (ö  + /'  +  ?'+ V' "l"  V)»  T  +  V»   • 
SS  4^ — ("+/^4"J')»  *J*o 
tong-  f  (y  +  V>)  SS  tang  [aQ — i(«+/?+y))  =  —fang  JC«+/^+y) 

und  folglich  in   (8.),.a;^i(v-V)«-^^;^, 

oder 

Ans  (5.) 'findet  man^,  also  da  a,  /?,  ;/  gegeBen  sind, 
Ä«  (9O  iCV'-^y)-  Ferner  ist  i(qP+^)==2^— l(a+/9+y>. 
Addirt  und  subtrahirt  maö-§(ijf/^ — 9>)  und  f  (t//+9^)»  «o 
findet  man  V'  und  q>  und  wie  oben  (4.)  ulD  und  JBD. 

Anmerkung  i.  Wenn  «-f'/'^"y  =^  ^9^  also  das 
Viereck  ACBD  centrisch  nach  deti  Ecken  ist,  so 
ist  ^7i(a  +  /y+y)  =  o  und  fotCa  +  ^J+y)  unendlich  srofs, 
also  in  (3.)  cot^  unbestimmt f  desgleichen  sind  die 
Winkel  am  Mittelpnncte  des  Vierecks  ^c»:und  uß:  also 
ist    nun    für   den    ELalbmesser    r,    ^a  t=:z  rsina   und 

ib=zrsmp,  folglich  -: — =s2r='-T— 5,  al^o  ■    .   .^=1, 
'^'       ®  swia  sin  ff  .  asinp 
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uod  io  (6.)^aii^^r=  vQiid^&sfffy  folf^lich  in  (9.)  tan^\%\iii 
=  tang^n  =  tangQ  ts.  (X>,  eben  wie  tang \{a'\^ ß-^^fY^ 
mHhifi  auch  in  (9.)  taMgj(;ip — q))^  und  folglich  '^  und 
q)  unbefttimmt.  Es  können  also,  wenn  a-f-/}-i:f 
s^dp  ist,  9  tind  V^  seyn^  was  man  will>  dastieifi^ 
es  sind,  wenn  das  Viereck  cenlrisch  nach  den  Eckes 
ist,  mit  den  nemlicben  gegebenen  Stücken,  nntabli;» 
''Vierecke  möglich;  was  mit  ($.  93.)  übereinstimmi 

jinTntrkung"  2.  Zur  iKW^iien  Auflösung  sind,  wie 
man  sieht,  blos  die  Logarithmen  ^oniometrischer 
Linien  nütbig :  enr  ersten  Anflösnh|;  die  L i n i e n  selbst, 
Weä  in  (3.)  reohterband  die  Ootangentd  des  Winieii 
^"f;i^4*}^  ^^  addiren  ist.  Hat  man  also  TielleichtTa< 
fehl,  welche  nur  die  Logarithmen  der  goniometri^ciiefl 
Linien  enthalten,  nicht  die  Linien  selbst,  wie  es  s.B.  mit 
den  kleinern  Vegaschen  Tafeln  der  Fall  ist,  so  muiite 
man,  wenn  manf  sich  der  ersten  Anilösung  bediente, 
erst  noch  die  ca  dem  Logarithmen  von  cptCa-^-ßj-f) 
gehörige  Z^ahl  aufschlagen.  In  diesem  Falle  ist  die 
sweite  Auflösung  etwas  kürs^r^  aufserdem  aber  »ich. 

Anmerkung  S.  Die  Aufgabe  dieses  Para^plx 
kommt  besonders  jn  der  Feldmefskunst  häufig  tor,  v^  ^ 
lieb  bei  dem  sogenannten  Rückwärts-einscboei- 
den.  Man  nennt  ^sie  gewöhnlich  die  Po  thenoUcie. 
Die  obige  «weite  Auflösung  iat  TOn  Delambre,  und 
wie  man  sieht  einer  ähnlithen  Auflösung  beim  Dreieck 
($.  S60.  rV.)  nachgebildet 

381. 

A nfg ahe.  In  einem  beliebigen  Vieleck  sind  uw 
Seiten  nebst  dem  Winkel,  wekhen  sie  einschlief sen ^  wia 
den  Winkeln  zwischen  den  Diagonalen  j  die  durch  den  S^ 
gebenen  Winkel  gehen  und  den  übrigen  Seiten^  gegeben*  M^ä 
sucht  die  übrigen  Stücke, 

Z.  B.  in  (Fig*  177*)  sind  a,  fr,   a^^ ,  i»^  ; . .  • 
ßif  /^a  •  •  •  •  Hn  gegeben«    Man  sucht  fi.  B«  9- 

Erste  Auflösung»    Es  ist 

in  dem  Dreieck  ACD, 

in  dem  Dreieck  D,  CDg, , 

J  *.      *'  sinUg^ 

V^  dem  Dreieck  D^CD^.     .  *  -  ==  "i^S^^ 

I  '      stna^        strrpz 


laiiond 


in  dem  Dreieck  DnCB^ 


sinif 


I 


58  i*      Aufgaben  von  S0iten  und  ff^inJseln^*    476 

'  Maltiplfeirt^  man  diese  Gleidrangei^  mit  einander,  so  fin- 
;d6t  man  •  . 

Cl  Zw  Xa^%  •  •  •  •  ^n  -  Zf  Zf^Zm  «  •  •  •  Xn^ 

'  nna^8ina^sina^..,.sin(p         sinfpginßj  sinß^, ..  ..sinß^f 
oder 

asinßxSinß^sinß^,i,^sinpn         sintp' 
'  Nun  ist  . 

also 

^  5.  ^t=:2(«~2)e— (c»,+/?x+«a+/'a-.+«»+A)— y— 7>  Wd 

'  je  nachdem   n  grade  oder  ungrade  ist. 
Bezeichnet  man     «  ' 

6.    «x+A  +  »a  +  /?Ä--"»  +  »»  +  Ä  +  y  durch  z, 
,  «0  ist  

si«  t/;  = -t- '5172  (x  +  9)  s= -f.  (*«««  CO*  qp  +  C05  ^  ^  9% 
also  in  (2.)  - 

— .    M    .   n    .   J ;^rä'  —  -*•  C«««  «^o'?'  +  005«)  und 

-^      hsinäjSina^sina^7,<,  .sinan  * 

wodurch  man  den  Winkel  (p  au»  den  gegebenen  Stüoken  " 
«,  6,  df,,  /?,,   »a»  i^ai  •  •  ••<*»>  Ä  Ändet.     Hat  maxi 
(p  gefunden,  00  erhält  man  atu  (S«)  V^«    Ferner  ist  aila^, 
dann  in  dem  Dreieck  ^Ci>j 

i  -±-  =  _4^  ==-i^    also 

in  dem  Dreieck  D^CD^    '  /  1 

I  o.  ^,  j^,  —  ^a^  sinajSina^,      " 

««  ^t^^ßt  .^  asinyfsinßt  ^ 

in  dem  Dreieck  D^CD, 

-^   _gaSm(iga+«3)  «  asinttßsinß^sinlß^+atl  ^^^  . 

9.  l^.l^,  —         ^^^         —        nua^  sina^  Sina, 


c 
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^     z^giiuß^         asintpvinßjsinß^ 

JCm     '^•^  ■!  ■  SSI  , 

li.  «•  w. ,  welches  die  übrigen  Seiten  de»  Vieleck«  AD,, 
i>xfla ,  D.D3  etc.  giebt- 

Zweite  Auflösung.     Wie   in    der  ersten  AuflS^ 
snng  findet  man  die  Gleicbnn^  (2.).     Man  setse 

^^      SiJtiff  ,  6  5wi  a^x  *iw  O^a  «W «,....  5IW  a« 

10«      .   '    =  tctngh  rss  — : — ;= — . — -r= ^^2 -, 

smq)  "  asinp^sinß^sinß^ sinßn 

«0  iat|  '-wie  im  -vorigen  Paragraph  (ate  Axiflosunj), 

Nnn  ist  nach  (3>  und  6.) 

.y-|-y  =  2(n— 2)^  —  x;   also 

12.  |^^^^(9'  +  V)  =  +  ^0*1^,  wenn  n  uagradc,ttad 
Itan^ i{il) \' ip)  =  ---tangix,'    wenn   »  grade  i«l; 
und  folglich  in  (ii.) 

xi.  tangi(g>—ffi)  ==  ^ h      i^ j,;^^ »  wenn  n  ungrade,  wd 

14:  ««^J(v^-y).==J-|^i^^,  wenn.«  gradeftt 

Ans  (6.)  findet  man  ;^  und  aus  (lo.)  X,  aIso'aQ#(i3'ik 
i4.)  i(9>  — V)oder  f(7/^_^).  Addirt  nnd  sablratirt  maß 
i'(V~9)  '^od  f  (v+.t//)  =5  2(n— 2)e  — X,  so  findetmiii 
die  gesuchten  Winkel  V'  »od  ip  und  hierauf  die' übrigen 
Seiten  der  Figur,  wie  in  der  ersten  Auflösung. 

Anmerkung  1.  pie  Aufgabe  ist  wieder  wb«' 
stimmt,  wenn  ,     «  > 

i5.  *  odera,+Ä  +  a^+/9^....+a^+/S;.  +  y  =  am? 
ist,  1^0  m  eine  beliebige  gan^e  Zahl  seynkanD,<ue 
kleiner  ist  als  n  —  2.  Dfenn  wenn  xsusmQf  «0  ^* 
si/iX=:o*,  und  felglich  in  (6.)  00^9)=  00—^,  welt^w 
für  co^y  keinen  bestimmten  Werth  giebt.  In  4»«^*"* 
Fall  also  sind  mit  den  nemlichen  gegebenen  Stückea  nn- 
2ählige  verschiedene  Vielecke  möglich.  , 

Anmerkung  2.  Wenn  man  Tafeln  bat,  wclcbe 
nur  die  Logarithmen  goniometrischer  Linien,  nicht  «• 
Linien  selbst  enthalten ,  so  ist  die  «weite  Auflösung  et- 
was yortbeilbafterf  sonst  ist  die  erste  besser» 

Zusatz.  Wenn  in  (16.)  XÄsmo,  so  ist  ix  =  wf^ 
also 

itaf^ix  =  p,   wenn  m  grade  und  1 

iangix  =00,  wenn  m  ungrade,- 
cot^x  SSI  o,  wenn  m  ungrade  ono 
cof  Ix  SS  (x>,  wenn  m  gradeist. 


* 
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« 

In'  keinen  dt^ser  fall^  aber  darf  ta9ig,$(fjp  —  ifi)  oder 
^o^ii'^ — V)  (^3*  ^luid  i4.)  einen  bestimmten  Werth  h&* 
b^n^  weil  nnsählige  Ter^cbiedene  Vieleck^  mit  den  nem- 
licben' gegebeneil  Stücken  möglieb  sind«  Also  mnfs  der 
Divisor 

tanß{in  +  X)zss  o  seyn,  wenn  m  n'ngradeXand  n  nn«  ' 
tanff{in  +  if)  =  (x>y  Wenn  m  grade.     .     y^radeist; 
tanglin  +  i)  =  o,  wenn  m  gra.de  nnd)  und  n  grade 
t€at^hn  +  l)=:oOyVrenn  m  angradd  )  isL 

£s  mafs  ^l^o 
X  =s  (w+z)  ^  ^^^  folgliob  /ang^ss  + 1,  äI«o  zu  Folge  (lo.) 
h  sin  er,  sin  «^  .  . . .  sinan        ,_.  , 

— r--5 — r-3 : — S"  ^^  It  *»  Oder 

.    iij.^h^naj^sina^....8inanSss^asinßgSittß^....8inßi 
sc^n,  sobald 

18.    ai+^x+a»  +  Ä.--.  +  fl5n  +  /?»+.y  =  Smp 
.  ist.    Dieser  Sat£  gilt  für  jede»  beliebige  Vieleck. 
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Anmerkung.  Es  giebt  eine  grofse  Menge  poly* 
gonometrischer  Aufgaben ,  von  der  Art  wie  in  den  bei* 
den  vorigen  Paragrapbeo.  Der  Raum  gestattet  aber 
nicht  dabei  langer  zu  verweilen.  Man  findet  darüber 
mehreres  Interessante  in. Lamberts  Beiträgen  znvh 
Gebrauche  der  Mathematik,  Berlin,  1792^  in:»L ereil, 
de  resol.  polyg.  rect.  y  in  den  Petersburger  Commenta- 
rien ;  int  Mascheron i, probl^mes' pour  les  a,rpenteurs, 

.  Paria  :i8o3;  ine  Carnot,  geometrie  de  position^  in: 
Meyer  Hirse b«  geometriscbe  Aufgaben,  Berlin  1806^ 
in   den  Annalet  des  mathem.  von  Oergonne;  in  den 

•  Abhandlungen  von  Dasein  Po/issant,  Brianchoa 
und  Andern. 

•     ■ 

-   383.  . 

ErläuteTUng.  Nächst  der  Aufgabe^  aus  gegehe^ 
nen  bestimmenden  Stücken  einer  Figur  die  fehlenden  Stücke 
zu  finden^  kommt  besonders  diejenige  häufig  vor:  aus  den. 
gegebenen  bestimmenden  Stiioken  den  Inhalt  der  Figur 
zu.finden* 

Nimmt  maif,  blas  Seifen  und  Winkel  d^  Figur  .zu  be- 
'  Mf^nieriden  Stücken^    so  sind  die  in  ($.  Syi.)  aufgezählten, 
^iehi  FäUe  heßtimn^nder  Stii^e  mögliQh,,     dp*.  Infyilt.  der 
Figur  mu/s  also  gründen  werden  können :  '      .  /.     : 


%  ' 


/  * 
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.  aus   den  Seiten   und  JFinkeln  der  Figut 

I,  weniger  drei    Winkely  welche 
t\  entweder  an  einander  Hegen,  oder 

2)  zwei  an  einander,  einer  abgesondert^  oder 
'    .3)  aüe  drei  getrennt ;  . 

II,  weniger  zwei   Winkel  und,  einer  Seite^  wd 
zwar  -    .        . 

4)  die  Winkel  an  einander^  die  Seite  dazwischen; 

5)  die   Winkel   an  einander  ^     die   Seite   an  dem  tim 
Winkel  i  ' 

6)  die  Winkel  an  einander,  die  Seite  abgesondert; 

7)  die  Winkel  getrennt,   die  Seite  an  dem  einen  JFinkd; 

8)  die  Winkel  getrennt,  die  Seite  abgesondert;  ' 

III,  weniger  z^wei  Seiten,  welche 
,  .9)  an  einander  liegen,  oder 

'  10)  von  einander  abgesondert  sind. 

Man  findet  den  Inhalt  in  diesen  zehn  Fällen,  undsuar 
in  der  Ordnung,  tvie  sie  sich  einer' auf  den  andern  hede- 
hen,  wie  folgt. 

384. 

Aufgabe  1.    ($.  583.;  4ter  Fall )     In  dem  nU 

*    C,  Ca  C,  . .  *.  Cn  (Fig.  178.)  sind  die  Winkel  und  Seüen  bis 

auf  die  beiden   an  einander   liegenden  Winkel  'fn  ^^1v 

und   die  dazwischen  liegende  Seite  Cx  gegeben.     iMo»  v«"- 

langt  den  Inhalt  der  Figur»  ' 

Auflösung,    a)  In  dem  Viereck  CaC,C.Cx  i«t, 
we^n  man  die  Seite  *CxCi  sar  Grondlinie  hitnmt,  ^ 
*(§.  575.  1.) 

1 .     Cg  sin  (C3  Ca) + 1*4  sin  (v^  ci)  +  c^  sin  (<?t  ^»)  t^  ® 
imd  nach  ($«  S73.  3.)  ist  der  Winkel 

^  2.  (ciCa)=(c,Ca)  +  (t;4C,)+(c?,V4).T-4^-  . 
Moltiplicin  idan  die  Gleichnng  (1.)  mit  e^y  ao  findet  mas 
-  5«  Ca  i? j  sin  (c j  Ca  +  c^v  ^  sin  (v^  Ca)  +  Ca  Cj  Sin  (ojCi)  ^  ^j 
Nun  ist  <kr  Inhalt  des  Vierecks  Ca  C^  Cn  Oj ,  ^•'' 
eher  mitjF'gy4  beseichnet  werden  mag,  gleich  derSuxnm« 
des  InlialU  der  Dreiecke  C^^C^Cn  und  CnCjC^.  ^ 
ist  u^Folge  ($.  364.  I.) 

4.     2  ^2,4  =5  c,  v^  *m  (v^  C3)  -f-  ^a  ^i  ^  (^A ^»'^ 

wa  der  Winkel 

e:     (€^  ot)  =  4^  —  ((c,  Ca)  +  KoaO  +  {«^1  «'iW 
ist.  j  jft 

'  Att<>  (i2.  uüd  5.)  folgt  (i?,0  =  ~(^a^^)  ^^ 

^^  (^1  <^a)  7= -— ^»»"(^^Ä  ^x)* 


Di^  GleieliBii|^eii  (3.  und  4.)  aind  daher 

6.      Ca C,.wi(c3  Ca)-!* C?Ä  ^4  **'» (^<^a)  —  ^%9t  ^«»(^»«x)  SöO* 
7.     2  Fj>  4 1=3  c j  V4  «i^  (t;^  <?3)  -f"  <?a  c.,^ w^{ca  *i)* 
Addirt  man  diese  beiden  Gleicfauhgeo,  00  findet  man 

8.  2  Fa,4  Ä  c j Ca  «n  (cj  c^)  + 1>4  c^  «n  (i>4  C»)  +  V4  c^äi/i  (v^  c,% 
das  beifst:  der  zwiefache  Inhalt  dee  Vierecks 
Ca  C^  Gr%Ct  ist  gleich  der  Summe  der  Producte 
fiu  zweien,  vt>n  drei  Seiten  in  die  Sinus  der 
Winkel)  welche  sie  eins ehliefsen.    '  ' 

ß)  In  dem  Fünfeck  C^C^C^CaC^  ist  nach  (Ji  57$. 
I.)*  wenn  man  wieder  die  Seile  c,  aar  Grundlinie  nimmt» 

9.  c^sin{c^c^'\'C^sin{c^c^'{^v^sin{v^c^')rC^sin(p^c^zszö 
und  nach  ($.  373.  5.)  ist  der  Winkel 
10*     (c^  Ca)  =  (c,  Ca) -j-(c^Ca)  +  (t;,  C4)  +(^1 1^»)  —  6f . 

Multiplicirt  mau  die  Gleichung  (9.)  mit  c«  ^  so  w<- 
halt  mau 

11.     Ca  Cg. 5m (c,  Ca) '{'C^c^ sin (C4 c^)^c^v^sin{v^ ß^) 

-^  Ca  Cj  sin  (fix  Ca)  SS  ö. 

Nun  ist  der  Inhalt  des  Fünfecks  Ö^C^C^CnC^y  ^eU 
eher  durch  F^^  bezeichnet  werden  mftg^  glnch  der  Summe 
dea  InhalU  des  yierecks  Ca  C,  C^  Cn  und  des  Dreiecks 
CaC^Cj.  Der  Inhalt  des  Vierecks  ist  nach  der  fie- 
gel  (/?.)  gleich.  ' 

C4,c^sin(c^c^)'\^v^c^svi(vic\)'^VMC^sin{ViC^),    ^  • 
der  Inhalt  des  Dreiecks  4st  c^c,  Äm(caC,).    Also  ist 
12.     ^ü^=ic^c^sin{c^c^)^v^c^sin(v^Cg)'^v^c^sin(v^cA 

•4-CaCa«w{CaCa), 

^.wa  dter  Winkel    .     ,  t"  ^  <      \a  1/, 

\  »3-     (^aC,)  =  6e~((c3Ca)+(c^c,)+(i;,C4)+(c,i;,)) 
ist-    Aus  (10.  und  i3.)  folgt  (caCa)=  —  (caC^)  und  also 
sin  (c j  c  a)  =s  ~  «w  (c^  c jf).     Die  Gleichungen  (11.  und  13.) 
sind  daher . 

I    l4.     Ca  Cj  sin(c^  Ca)  +  c»  c^sin(<p^  c^)  +  c»  v,  sin Ci7,#a) 
I  .        -»^  Ca  Cj  5in  (c^  Cj)  =s  o  und 

I    ^^*   ^Pß,5  =  c^Cj  «fn(c4C3>  +  vjCa  szn(V|Cg)  +  i;5C45iif(v5C J 
\,j.  ^.        ^  .  *   +  Ca  Ca  Äi/i  (CaC, ).  . 

Aüdirt  man  diese  beiden  Gleichuugea,  so  findet  mau 
•  16.     SiP^^  c=  C3  Ca  siu  (c^  Ca)  +  c^Ca  sin  (c^c^)  -f  V ,  C^  «»>(«;,  C^ 

4- C4C,  ÄÄ  (c^cg)  +  v^CgW  (v.Cg.) 
a      .  +v^c^sin{v^c^) 

Jas  heiat:  der  zwiefache  Inhalt. des  Fünfecks 
Vi  G4  Cj  Cn-i Cn  ist  gleich  der  Summe  desr  Pro- 
«üete  |e  ifeweier  von  yler  Seiten-  11^  die  fffttu» 
4er  Winkcfl,  die  sie  eins ohHefseB. 


N, 
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» 

y\  Es  ist  leic^  «n  sehen«  dafA  man,  wenn  man  lo 
foFtfänrt,  nemlich  allemal  den^  Inhalt  des  Drei« 
ecks  C^C^Cx  SU  dem  Reiste  der  Figur  addirt, 
eine  ähnliche -Regel  für  d^s  Sechseckt  Siebeneck 
Q.  s.  w.  findet. 

^  •  Es  ist  also  allgemein  für  das  n£ck  Cj  C2C3....C41 
+  c^c^sui{c^cA  -f  CjCiÄiwCc,  Cj  1  ♦ . . .  +  Cjfi^siiJiihfi^ 

das  heifst:  der  zwiefache  Inhalt  einer  beli6« 
bigen  Figur  von  ti  Seiten,  darch.n— *i  Sei- 
ten und  die  von  denselben  eingeschlossenes 
Winkel  ausgedrückt,  ist  gleich  der  Summa 
der  Produ'Cte  der  n —  1  Seiten  cu  zweisn^  in 
die  SiAus  der  Winkel,  welche  je  zwei  Seiten 
einschliefsen. 
S)    Da 

!c,  sin  (C|  Ca)  +  c^  sihicj^  c^) . . . .  +  c»  sin  (cn  c^)  =  fv^ 
4C^5iiifc4C3)+  c,  siu{c^  Cj)*»  ••  +  CnSinXcnC^)  ==Pi» 
C5  sm  (c,  c^)  +  Oß  5i/i(cö  c^) .  • . .  +  c«  ^iw (c»  C4)  =  ]%» 
etc.  (§.  373.  III.  ^.)> 
so  kann  man  aach  den  Inhalt  F^^  des  Vielecks  wie 
folgt  ausdrücken: 

s)  Drückt  man  nach  ($.  573.  3.)  die  Winkel  (^j^a)» 
(c^Ca)....(o^Ca)  etc.  durch  die  Winkel  y,,  ya>7s'- 
zwischen  je  zwei  auf  einiinder  folgenden  Seiten  auf;  ^ 
findet  mah 

W.   2F8,n=C3CaSi«/a— OA<?a«»(ya+y,)+C,  Ca^inf^a+yj+r^' 

•  ....-4-CnCaÄin(ya  +  ys'*«*'''^'T*' 

+c^c,5ii2y,— c,c,8m(y5+y^)+C6C3Siw(yj+;'4+^h 

.   ••••ic„c, sin(y|  +^4... •  +  ?»'*/ 
•>  +C50^si/iy^— Ctfö^sm(^+yJ •• 

•     Aufsähe  2.    (5.  '383.   ister  FaH.)    In  dm  n  U 
CxC^C^....Cn  (l^ig.  178.)  ÄW(£  <fi>  TFinJcel  und  Seiten  fff^ 
auf  drei  an  einander  liegende  Winkel  Yny  7x  und  fi  S^^  • 
h^n*     Man  verlangt  den  Inhalt  der  Figur. 

.   ^J^uflösung*    a)    Man  findet  aus  den  gegeben«* 
Seiten  c^i  c^  q c^  und  den  Winkeln  fzj  1^' 


y^  ...if^^i,,  die  $iB  ^nthlMsM,  A*^n  Ibfidll  der  Fi^ 
^ur  C^C^C^.  .,.Cn  nach  der  eMten  Avfjfabe,^  ffemlich: 

'  ISs  fehlt  an  dem  Inhalt  der  gantep  Tignr  Ft,n  nur 
'noch  derlnhalt  des  Dreieck»  C^  C^  C;,.  *Fttr  dieiee 
Dreieck  findet  man  die  S  eit  e  C^Cn^=3^z^ny  nach  (5.576.  t\ 
ans  den  gegebenen  Seiten  und  Winkeln  dea  Vielecksj^ 
liemlich :  .  .        .  •  ' 

—  c,  -p  c^  -p  Cg  • . » .  -p  Cji 

—  2C4.  C,  COÄ  {c^  Cg) 2C5  Cj  C0$  (c,  Cj)  •  .  •  .  -^  fiCn  C^  COsfc«  C^ 

•—  Sc,,  C4  COJ  (C?5  C4^ adß  C^  COS  (C^  04^  ...  * 52Cn  €^  CÖ^On C4 

-^2^5 1?5  co5(c6  Cj)*— 2C7  c,  ceÄ(c,  c,) .  • .« -^2c>i c,  oosfc^Cj^ 

~  2c„c,i^xC0«(c„c»_i).  •      .        : 

Da  nnn  die  andern  beiden  Seiten  c^  nnd  ,.c^  de«^ 
.Dreiecks  gegeben  sind»  so  kennt  man  alle  drei. Seiten, 
desselben  und  kann  folglich  seinen  Inhalt  nach  ($.  l^A.\ 
^ereclmen.  Addirt  man  den  Inhalt  dieses  Dr4necka 
C^Ö^Cn,  £U  F^n{}9'),  so  erhalt  man  den  Inhalt  der  ,gan-. 
sen  Figur  aus  jden  Seiten  und  Winkeln,  weniger' den, 
drei  an  einander  liegenden  Winkeln  in% /x  und  y^. 

\  ß)  Man  kann  auch  erst  nach  ($«376..  3.)  einen  der, 
Kafsem  Winkel  von  4®n  fehlenden  drei^n^  e.  B.  den 
Kinkel  /zAnebeto«  -Aisdann  sind^i^Ae  Winkel»  bis  «uf 
die  an  einander  liegenden  beiden ,  /i  und';^n  bekannt  s- 
ttan  findet  folglich  den.  Inhalt  der  gansen  Figur  Fa,»  auf* 
eiomal;  nach  der  ersten  Aufgabe« 

1        Aufgäbe  5..(Jf.  383.    2lcr  ifall.)    In   dem   n   Eck 

[C,  Ca  C3 Cn  (Fig.  17'».)  sind  die  Winkel  und  Seiten,  bis 

\mcf  die  beiden  an  einander  liegende  Winkel  y^  und  y,  und' 
\etnen  dritten,' davon  ahgesond^rteh  Winkel  y^,  gegeben.  'Man 

verlangt  den  Inhalt  der  Figur. 

•     •       •  •         • 

Aiffloßung.   a)  Gesetzt  der  dritte  fehlende  Win* 
Irt  ^Yjn    sey^der  Winkel.  ^5,    so    sind   in    dst    Figur'. 
CjC^C^C^Ci    die.  Seiten  c^,  c^^  c^,  p^y  nebft  den  Wi«»  • 
kein  Y^^  Y^  und  ;^4,  .die  sie  einiichiiel>e|i,  und  in  der  Fi« 

t^r  G^Q^C^Cn  die  Seiten  c^,  c,  und  Cn,  nebst- den  Win- 
^^  Vfr  ^Q<1,  y^j   <lf?  ^^  einsdt^^fiqff ,  •  gegeben* ,  jUao  . 

Crelle's  Geometrie.  31  -  - 


/ 


M 


48a  1.  jPhil     PolygüMmftrit.  S84» 

latkt  ffeh  4er  InliiiU:  4ie««r  beidM  Kgorw  nt^ch  te  «• 
siefl  Aufgabe  fiiUen.    Sr  irt 

All  ^«r  gansfln  Figur  fehlt  nur  noch  dn^Dreiick  C^CJC,. 
rfir  dieses  findet  man  a,o5  ($•  38o«  i.)  die  beiden  Seita 

24*      C,  Cm  ==  t^m  lUld   Cm  Cn  5P  «m,»- 

Die  dritte  Seite  c,  ist  gegeben ;  alao  läTst  sich  d«r  b- 
halt  de«  Dreiecks  nach  Q$.  174»)  fiadeo.  Addirt  mao  da- 
selben  su  P%1lc^r  ^m^n^  so  erbalt  man  den  verhogtii 
InbaH  der  ganzen  FigoTi  aus  den  gegebenen  Stackeii. 
'  ß)  Man  bann  aach  erst  nach  ($.  376.  6.)  denga- 
trennten  Winkel  ^m  snchen.  Alsdann  sind  alle  Yfiir 
kel,  bis  auf  die  an  einander  liegenden  beiden  y^  nndp^n 
bekannt,  und  man  findet  folgliqb  den  Inhalt  der  gmiB 
Figur  1^2^71  auf  einmal;  nach  der  ersten  Aufj^abe. 

Aufgaht  4,    ($.385.    Ster  Fall.)     In   demnU 

Cy^C^C, Ci  (Fig,  178.)  sind  die  Winkel  und  SeUaihit 

Quf  die  drei  von  einander  getrennten  WinM  yp^  fm^f» 
gegeben.    Man  verlangt  den  Inhalt  der  Figur. 

Auflösung,  a)  Gesetzt  der  fehlende  Winkel^ 
sey  der  Winkel  y,  und  ym  der  Winkel  y\ ,  so  »nl » 
der  Figur  CnC^C^C^  die  Seiten  <?, ,  c^,  c^ ,  nebst 4«n 
Winkeln  ;^z  i  y%f  welche  sie  einschliefsen,  in  der  Fi^r 
C^C^CjCn  die  Seilen  Cß ,  c, ,  c„,  nebst  den  Winkeln  ^ 
und  y^^  welche  sie  einschliersen,'und  in  der  Fjgar^3C4(/( 
'  die  Seiten  c;^  9  <?«  >  nebst  dem  Winkel  y^,  welchen  sie 
einschliefsen^  gegeben.  Also  läfst  sich  der  Inhalt  <Iieser 
drei  Figuren  nach  der  ersten  Auf{|^abe  finden.   Er  '^ 

Nun  fehlt  an  demlnhaät  der  ganzen  Figur  noch  dcru- 
halt  des  Dreiecks  C^C^Cn  oder  CpC^Cn.     Die  dririS^ 
ten  dieses  Dreiecks  findet  man  nach  ($•  576.  L)  ^^s  'es 
gegebenen  Stücken  der  Figur^  nämlich 
a6.    Cn  Cp  =3  «1,  p ,   Cp  Cw  =  «p+i, m  nnd  Cm,  ]t  :=  ^+^»' 
/  '  Man  kann   also  den  Inhalt  des  fehlenden  Dreie^ 

nach  ($•  174.)  ans  seinen  drei  Seiten  berechnen«  Ad^ 
man  denselben  su  (26.) ,  so  erhalt  man  den  Inhalt  dir 
ganzen  Figur  aus  den  gegebenen  Stocken.  ^ 

Man  kann  auch  erst  nach  ($•  576.  7.)  einen  der  dr^ 
fehlenden  Winkel  suchen ,  r.  B.  den  Winkel  yp  -  ^. 
dann  fehlen  nur  noch  die  beiden  Winkel  y^  v>>d  fnp^ 
dw  Inhalt  ist  nach  der  erstea  Aui^abe; 

57.      Fi,p  *f-  Pp^i,n*  .^ 

y)  Oder  man  kann  nach  {§.  376,  7.)  erst  «we»  «^ 
fehlenden  Winkel,  fe.  B.  «e  Winkel  fp  und  ym,  ^<^^ 
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(   Alsdann  findet  man  den  Inhalt  der  {nnnen  li^^  1^^ 
nach  der  ersten  Attfj^^abe,  anf  einmal. 

Avf%ahe  6*  .($.  583.    5ter  Fall.)     In  dtih  n  IScf: 
CiCaCa  ....Cit  (Fig.  172.)  sind  dit  Winkel  und  di&  SHMi 
i  bis  auf  die  beiden'  an  einander  liegenden  Winkel  y»  ttitd  y^,    ' 

und  bis  auf  die  an  dem  einen  dieser  Winkel .  liegende  Seite 
i   Ca  gegeben,  t    Man  verlangt  den  Inhalt  der  Figur*  , 

I  Auflösung.     «)   Man  suche  nach  ($•  676.  8.)  di^ 

i.  fehlende  Seite  c^,  00  sind  alle  Seiten,  welche  die  ge^ 
ebenen  Winkel  einschliefsen,  bekannt,  nnd  man  fin- 
alen   den   Inhalt   der  Figur  F^^^^   nach  der  ersten 
Aufgabe. 

ß)  Oder 'man   suche  nach  ($•  376.  lo^  den  fehlen^ 

den  Winkel  y»«.    Alsdann   fehlt  nur  noch  die  Seite  c^ 

und  der  Winkel  Yi  ^^  derselben«    Also  findet  man  deA 

Inhalt  der  Figjur  Fa,n  nunmehr  nach  der  ersten  Aüfg«lbe. 

Aufgabe  6.  ($.  383.   6ter  Fall.)     In  dem   n  Eck 

CjCaCj Cn  (Eig.  178.)  sind  die  fFtnkel  und  die  Seiten 

bis  auf  die  beiden  an  einander  liegenden  Winkel  fn  und  fj," 
und  eine  davon  getrennte  Seite  Cm  gegeben^    Man  verlangt 
der^  Inhalt  der  Figur» 

Auflösung,   Man  suche  nach  ($.376.  12.)  die  feb. 

lende  getrennte  Seite,  so  sind  alsdann  alle  Seiten,  wel-^ 

che  die  gegebenen  Winkel  einschliefsen,  'bekannt; 

Also  findet  man  nunmehr  den  Inhalt  der  Figur  F^n  nach 

,  derj  ersten  Aufgabe.  ' 

Aufgabe  y.    ($•  383.   7ter  Fall.)     In  dem  n  Seit 

CjCaCj Cn  (Fig.  178.)  sind  die  Winkel  und  die  Seiten 

bis  auf  die  beiden  von  einander  getrennten  Winkel  y^  und 
fm  und  die  eine  Seite  Cx  an  dem  einen  Winkel  gegibe^) 
Man  verlangt  den  Inhalt  der  Figur. 

Auflösung,  a)  Der  fehlende  Winkel  ym  «ey  s.  B, 
der  Winkel  /, ,  so  ist  der  Inhalt  der  Figur  Ct  Ca  C^  ..  • .  C, 
nach  der  ersten  Anfj^abe  gleich  F«,  m  nnd  der  Inhalt  der 
Figur  CsC$....Cn  gleich  i^^i,n»  ihre  Snmnie  also 

28.      F^m  "T"  Fm4-i,if 

An   der  ganeen  Figur  fehlt  nur  noch  das  Dreieck 
C^CmCn*    Man  ancbe  in  4er  Figur  C\Ce.i..Cnf  deren  . 
Seiten  nnd  Winkel  bia  auf  die  Seite  C.  <7»  und  dir  bei^ 
den  an  derselben  liegenden  WiniLel  bekannt  sind,  nach 
{$.  376.  II.),  den  Wiiu^r  C,  Cn  C^  9  so  findet  man,  trenn     ; 
man  diesen  Winkel  von  y^  abzieht,  den  DreieduWin^ 

F^dW  ist  in  dem  Dreieck  C^CmCi^dieSeUe  CmCj    ' 

es  «t.«  und  die  Seite  C»  C»  es  Zjpf  1. »..  Also»  kennt  man  di« 

31» 
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bcAdfii  Seiten  Q„.C.  und  CfnCn  imd  den  Wiokel  Cn^CnC^ 
dieses  Dreiecks,  n^d  kann  also  nach  (§•  S64.  IL)  seioea 
Inhalt  finden.  Denselben  £u  (28.)  {^etban,  giebt  den  In- 
balt  der  ganzen  l^igur. 

ß)  Oder  man  sucht  nach  ($.  576.  i3.)  erst  die  feh^ 
lende   Seite  c^   aus   den'  gegebenen   Stücken.      Alsdass 
sind  alle  Seiten,  welche  gegebene  Winkel  einschtiefseti 
bekannt;   folglich  ist  aisdaan  der  Inhalt,  nach  der  er- 
aten  Aufgabe, 

y)  Oder  man  sacht  nach  ($.  376.  i5. )  erst  des  |^e- 
treunten  Winkel  ym  aus  den  ges^ebenen  Stücken,  i&l«. 
dann  sind  alle  Winfel,  welche  von  den- gegebenen  Sei- 
ten eingesclilossen  werden,  bekannt.  Also  findet  man, 
Sdann  den  Inhalt  der  ganzen  Figar  F^^n  nach  der  er- 
n  Aufgabe  auf  einmal/ 

Aufgabe  8.    ($.  583.    8ter  Fall)     In  dem  n  Eck 
C1.C4C,  , . . . C»  (Fig.  178- )  sind  die  Winkel  und  Seiten  bis 
auf  die  beiden  von  einander  getrennten  JVinkH  Yx  und  /m 
und  eine  abgesonderte  .Seite  Cp  gegeben»     Man  verlangt  den 
Inhalt  der  Figur, 

Auflo^sung.  Mäh  suche  erst  nach  ($.  376.  16.)  den 
einen  fehlenden  Winkel,  i^ieht  man  ihn  und  sämmt«  ' 
lixihe  gegebene  Winkel  von  (» —  2)2^  al^,  so  findet  man 
auch  den  andern  fehlenden  Winkel^  also  sind  alsdana 
alle  Winkel,'  welche  von  den  gegebenen  Seiten  einge- 
schlossen \^erden,  bekannt.  Folglich  findet  man  alsdana 
den  Inhalt  der  Figupr  nach  der   ersten  Aufgabe.  . 

Aufgabe  9«   ($.383.    gter  Fall.)     In   dem  n  Btk 
C,  C»  C,  . . . .  Cn  (Fig.  178.)  sind  die  Winkel  und  Seiten  bis  \ 
auf  die  beiden  an  einander  •liegenden  Seiten  c^  ^nd  c^  ^t- 
geben.     Man  verlangt  den  Inhalt  der  Figur, 

Auflösung,    Man  suche  die   ein^   fefhlen^^  Seite, 
•  n.B.'C,  nach  (^  376.  j8.),   so  fehlt  nur  noch   die  eine 
Seitet.«^,    Man  findet  also  den  Inhalt  Ftt,n  nacii  der  er- 
sten Aufgabe. 

Da' nach  (§•  376.  18.  Gleichung  91«) 

3o.    c^  =  p^n  cot yt  +  qs,n\ 
und  nach,  der  ersten  Aufgabe  (Gleichung  19.) 

iQ  erhält  man,  wenn  man  den  Wertb  vonc«  ana  (5o)i 
in  (3i.)  setet,  ,  ^  , 

^welches  den  Inhaltes  Vielecks  ohnä  Hßlf^  dnp. beiden 
'Seiten  c^  und.  e^  giebt/ 


^.' 
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Ju/gahc  'to:  if  '585.  loter  FalL)  Jn  'dehi  n  EeM 
(Fig.  178.)  sind  die  JFinkel  und, die  Seiten  bis  üirf  die  beiden 
von  einander  '^etren^t^  Seiten  Cn  und  Cm'ge^eben^  Man 
X^er langt  den  Inhctft  der  Figur,  '•        • 

Anflosühgl  Man  suche'  die  eine  fehlende  Seite 
c«i  nacb  ($•  376.  i9.)>  ><>  fehlt  nur  nocfa  die  eine  Seite  c^« 
Mao  bildet  aUo  den.  Inhalt' dei^'^Fi^uc  F^n  nacb'.der^er^ 
ftlen  Aufsähe.  '    ,.  .         ' 


385. 

jdnm^firl^un^c,  ImViereck^  der  einfachsten  Figur 
nächst  dem  Dreiecke]  ßnden  von  den  16  Auf  gäben' fiit  duh 
beliebige  Vieleck  ($.  383,  384.)  die  üte,  ^te  Und  6te  nicht 
Statt  f  •  weil  drei^  tVinkel  im  Vi  er  eck  nicht  von  einander 
und  eine  Seitä'  i) an  zwei  -abgesonderten  Winkeln  aiAcTlKt  ge^- 
trennt' seyn  khnnen.  Es  bleiben'  also  für  das  Viereck  ?iur 
folgend^  Aufgaben.  •       ^  '    '        '       .       * 

Dei^  Jjihfilt  eines  Vierecks  zu  finden : 
'     ;     aii&d,en:SeirenundTVin1teln^'''''' 
l^   l)\y:enig^er    drei  JVinkel;'  .*•  /         -•• 

'VL^  williger  zwei  JVinltel    uhd  eine   Seite  .''und 

zwar  ,        *         ,     ,   .  ^     , 

[     2)   die  JPihkel  tin  einander^  die  Seite  daztpischeh;' ,    -^^ 
3j\die  yVinkel  an,  einander y  dif  Seite  an  demeinenWinkelj 
\  4h  die  JfFinliA  an  einandef-^  .die  Seite  uhgesonäm't'  '   '*" 
6;    die,  Winkel  getrennt,  'die  Seite  ah  dem  eineh  JFinjkel; 
III,    Weniger  zwe^i  Seiten  *'' 

einamler^  oder      '.,./»  * 

einander  getrennt-    .  ^   '        -  ^  \ 

Die  gegebenen  glücke  si/idjdie,  bestimmenden.  ?/t  (J.  i6* 

Wir.tilM»rIiis4en  dem  Iieeer,  ivie  in  (^^  377.).,  dif 
41teemeincnni[]i9drü.c]ise  «uf.das  .Viereck  iina^uweiKdeDi 
•^fdcludt  kerne.  6fibyrierigkeji;t  bat.  .     -  -        .  » 
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*    <    An'nt erkling.     Die-iversehiedon^n  ^AMdfftckaSAü 

[.finhalle  eift<fs  b«Ii«b%^n  Vielecke  dnrdti  iit  beatimmeadep 

^ütke^foUtaUeW  ra^leidi  -div  AvflWadg  der.  verecbiedtr 

^|n£ki  Anfji^bei^:  ei'nea  d'#r  Jyefft'ti^aikieliden  StücJk« 

«li-'  liAden,  ^«nn  der  ItvhaH'iittdcdfreiübrigOK 

'b>*fltittini6'U'den  Stüekc  ^e'geb^n  sindy^^er^n  e% 

%jekfclll'hitfi»thent%iti«  Mefnge^^;ieht.    Man  dartnorje^ 

^iesroar^Mlrd^iiii^tiigcA  ^unlrixck  dea.lDbato  -dnfdi:  dt0 


{j^SQ  1.  Th€il.        P(4ygonom0trie.  ^firj 

gfgeV^MQ  xnA  d«8  eine  fehlende  bettimmeiidtt  SWcit,  tf e 
sei  l«tstere  eatwiokeki. 

Di^ie  Airfjsabeo  sio^  diejenij^eo  von  der  «of^eoann« 
ten  TAei^wn^  c2er  Figuren^  da«  beifiit  die  AiUj^ben: 
ein  StAc|:  yoo  ffegebenein  Inhalt,  von  einer  gegeb^aei 
Iigar,  unter  $esen  oder  jeden  Bedingang^eo  abst- 
ichn.eiden,  oder  äncli:  eineFil^ar  von  gegebenem 
liEihalt^' ca  finden,  "wenn  ihre  beAtiannendei 
Stflcke»  bis  auf  eineet  gegeben  sind. 

Der  Raum  gestattet  niebt»  alle  diese  Aufjgabea  dr 
lleihe  .nach  dorchaog^ben.  Es  mögen  hier  nnr  folgende 
awei  iteben,  welche  am  hünfigsten  ;vorkonuiien. 

387. 

A  ufg  a  4  e  I  ♦  r^on  einem  gegebenen  F^ifilecke^  vermtt- 
telst  einer  gradeft  ttinie^  deren  Lage  gegen  die  Seiten  des 
Vielecks  gegeben  ist^    ein  Stück  von  gegebenem  Inhalte  mb^ 

zuschneiden. 

Aufl Qsu ng.  Das  gegebene  Vieteck  äey  C^C«^^ .... 
••**  Cn  (Fig.  i79>  Der  gegebene  Inhalt  des  absosdiDei«» 
denden.St«|dKS  Bpvt^^  Die  geanchte  Schnittlinie  seyC|Ca, 
so  daiii  der  Inhalt;  des  Vielecks  C«  C,  C^ . . . :  C,  C^  =  P 
ist.  Auch  derWinJkel  C^C^^C^  oder  C^Q^Cj  ist  alsdann 
egeben.t  weil  nach  der  Voraussetsang  die  Lage  der 
cbnittlioie  gegen  die  Seiten  des  Vielecks  bekannt  ist 
In  so  fern  mau  nun  etwa  noch  nicht  weifliy  dorch 
welche  Seiten  des  gansen  Vielecks  die Schnitdioie  ge- 
hen wird,  berechne  man  znvor  die  Inhalte  der  verschia-^ 
denen  Vielecke  C^C^D^^  C^C^CeD^,  CtC^C^CJ)^  ete.. 
welche  die,  mit  äer  gesuchten  ochnittliDie  parallel,  dorch 
die  Terschiedenen  Eckisn  der  gegebenen  Figur  griienden] 

fraden  Linien  C^D, ,  C^D^^  ^s^a  ^^e.  von  der  gaaaea 
igar  abschneiden,  welches  nach  der  gtea  Aufgabe 
(5«  584.)  geschehen  kann,  weil  in  allen  den  abgea« 
tenen  Vielecken  die  sämmtliohea  Winkel  «od  die 
ten,  bis  auf  die  beiden  ausammenstolsenden  Seiten  C^D^ 
und  D,C«,   C^D^  und  D^C^^  C^D^  und  D^C^  bekam 
riad.    Ist  nicht  etwa  eines  dieser'  abgesehnitteaen  Vi« 
•ohe  grade  selbst  so  grofs  all  dal  Stank»  welche« 
der  Figur  abgeschnitten  weirden  soll  r^  ae  Uegt  neihwi 
dig  die  gesnobte  Schnittlinie  C«Cv* «wischen. deojf^j^^ 
auf  einande:^  folgenden  awel  Pamllelea^  c  B«  C^JPf  unj 
4?h2>M,  welche  eine  kleinere  undi  eiA e^gc^f seri 
-F'Uefae,  als  abgeschnitteor  werden;  soU»  "«en  dwge{;el 
nenülgur  ablheflea;  ^Man  erfährt  also.  auhi«f4^,  d« 


1  w«Icihe6tf|eh  dwf«{g«beiijBiitl(|^rdif^g«i|^ 
linie  geht.    Et  konu»!  ouff  noek  dari^cif  aoi  eine«  det 

I  fefalendea  beistimmenden  Stucke  des  äbgescbnit« 
;  leaen  Tideeks»  von  der  gegebenen  GrüJ&e>C9C3C4....C,Cs 
%  ftu  finden.    In  diesem  Vieleck  sind  die  Seiten 

und  Winkel    bis  auf   die    drdi  Seiten    C^d^ 
k  C^  Cx  und  CtC^  b'eikannty  und  auTeerdem  der 

II  Inhalt.  Drückt  man  also  diesen  Inh^t  durch  die  be- 
stimmenden Stücke,  und  etwa  ohne  Hülfe  der  beiden 

9  Busammenstofsenden  Selteu  t^sC,   und  CjC^^ 

I  aber  mit  Hülfe  der  dritten  fehlenden  Seite  C^  C^  aus> 
welches  nach  der  Qten  Angabe  ($.  384.),  und  swar  darch 

'  ihä  doräf^b  Gleichung  (3d.;»  geschehen  kann ,  so  erhält 
man,  weil  derlnhalt  gegeben  ist,  eine Glcfichung, 
in  welcher  Alles  gegeben  ist,  bis  auf  die  eine 
Seite  C^C^.  Diese  Seite  C^C^  darf  man  also  di^nu 
nur  aus  dieser  Gleichung  entwickeln.  Ist  sie  gefunden^ 
so  ist  es  die  gesuchte  Schnittlinie  C^  Cj  selbst,  und  die 
Aufgabe  ist  geloset^  denn  alsdann  kennt  man  in  dem 
abgeschnittenen  Vieleck  CzC^C^*..  .C-^Cj  alle  S^ten 
und  Winkel,  bis  auf  die  swei  susammenstofsen. 
den  Seiten  C^C^  und  C,  C^,  wodurch  das  Vieleck 
yollkommen  bestimmt  wird  ($*  g5,  IX.). 

,   Aufgabe  d.     Von  einem  gegebenen  Vieleck^  vermit^ 

'  telst  zweier^  in  eütejn  gegebenen  Ptmct,  unter  einem  gegebe- 
nen Winkel  xusammensto/sender  grader  tdnien  eine  Fläche  , 
von  gegebenem  Inhalt  abzuschneiden» 

Auflösung,  a)  Der  Punct,  in  welchen  die  ^e« 
suchten  Schnittlinien  fCj  und  PC^  (Big.  179O9  unter  ei^ 
nem  gegebenen  Winkel  C^FCx  =3  ^  eusamnensto- 
fsen^  sey  F.  Sind  nun  e.  B.  CtC^C^CtC^PC^  und 
CiftC^iC^C^C^jC,  Cg PC«  BWei  Vieilecke,   deren    erstes 

,  kleiner,  das^  «weite  gröfser  ist  als  die  ab^ßuschneidende 
Fffiche  C^G.C^C^CeCjCjPC^j  wahrend  augleiek  der 
Winkel  C^PC^  im  ersten  Vieleck  kleiner  und  der  VTin- 

;  keLOisPCg  im  aweiten  gröfser  ist,  als ^ der  gegebene 

Winkel  2,   so  wetden  die  Schnittlinien  PCj  und  PC^ 

nothweiidig  npriacben  PC, ,  PCa  «nd  PC^ ,  P<?|  liegen, 

!w4,;CoIglicb;dnrch  die  Seiten  CiaC^  und  C,  C«  gehen. 

^^.T)er  Puhct  P  kann  auf  verschiedene  Weise  ge- 

}  ge^'en  seyn.'  £r  sey  durch  die  beiden  graden  Linien 

1,^  PC^  5=  a  und  PC^  =6 
gegeben ,  weltAie  ihn ,  weil  die  häg&  iet  'Bckpunote  C, 
und  Cf  des  Vielecks  gegeben  ist«  bestimmen.    Alsdann 
»ind  auch  die  Winkel 


^8»     '    1. 2i0ai:-  :  ^^ofyfdäiriifäti 


S»7- 


bekannt.     Nun  aey  feVn^r  der  luikckaoAte  Winkel  * 

äo  al  der  Winkel  C^PC^  =  A — 3  — ip,  aod  in  den 
Dreieck  C7P (7^,  '     ^:? 


'  4 


in  dem  Dceieck  (7j  P  C^  j 

Daraas  folgt  '**'.''         '      *     '  ' 

•    osacj  — "■''■■  "  . T=^.Cx  [sinpcotip^cosp^ 


uqd 


•>t  sin(a  +  l — S)cotW'^cos(a4-l  —  d) 

Ana  (5.)  folgt 

aus  (4.)  folgt    ... 

{asin  {X—S)  —  c,  sf/i  {a  +  A^-  5^  cof  <p 
^a  coi  (^— «J)  —  i?8  C05  (a +  i  *—*);   also 


6»     CO/ 


*flcos(A  —  S)  —  c.  c05(a  +  A' — ^ 


Set»t  man  cot(p  in  (5,  und  6.)  gleich^:  ea. erhält  man 
~  (6— c,coÄ/9)(iBÄ7t(A-^ö)— fcjwnCa+i-n-'Ä;)  .    .    ^ 

=  CxSinß{acos{l  —  Si—rC^co^ia  +  l — J)),   oder 

.«  a  C4  9in  ßcos  (A  —  ^  —  c,  c,  sin  ft  cos  {a  -j;  i  —  ^)-,  oder     ' 
aib sin{X^S)  —  c^  sin{ß^X  —  9)V 

'    7    \    —^         bsin{X'--'S)^CrM^iß+X^3).    '    : 


Dieses  drückt  die  ufibekännte  Seüe'c^  diitch  die'nm»- 
kannte  Seite  Oj^ ,  übrigens  abeir  durch  latUc!^  ^eaebeno 
Grölsen  aus.  - 1    ••    ®  "- 

,      y)  Ferner  ist  in  deiH  Dreieck  C,P.(fit 


sinß        sin  y*^   .,  /   . 


Inhdt  vtin^TielefiJmt^  .i  «Q^ 


-..•■'  4 ' i'SfrS^'^  «M^— »^-^)-  •"^^'"Ws  .J..I.-;    .  • 

;  ,  ..'.:■,„.! .,,    .'  gfffjf  '■  r.      ein.    •        "  üJi  «< ': "  1 1  e''  >  " 


fhtgt.  '  va  man  feu  Folge 
bek&iixtit«.6r6r^ien  ausdfü 

und  9.daaIlro)^:^l|8^$fi[^«|^.^li||0%]ii<I4\  M>M  ^\fi  >i«r 
fehleod«ii*<8hiten  Cj^  c^^  p  und  g  dnrc^  die  eine  feh« 
lende  Seite  c^  allein,  und  ^u^b  bekannte  Gröraeo.  aus- 
gedrückt "w^den.  ,    .t'j      ■. 

'  "'  9^  Sticht  tninuun  -rfaffi^^er  z*««©^"^  Ättft^Q  in 
(5. 584:)  dcfaftthalt  dcjf  ji^zttifchireidendcn  5Pigtrtr't^Ä?3<7^:,, 

der  itrei  Winkel  V^€\P^\  <?;»€,  und'  F(7^tjy\6  fib^ 
dirfHmMm,'  we41  der'Inhart  f  ege-beti  |it,'^elniiJ' GlÄ- 
clTai^^,  in  .Mr^l<^lH»r  nRÜ  MkAnAt  ist,^  bik*  Auf  di.d:9rfie'c  ' 
die  man  also  daraus  finden  kann  und  dafai^^Vfrftiä*  häj 
(5.  und  7«)  auch  den  Win|^el  (p  und  die  Seite  c,,  %6 
dals  dadurcb  die  Aufgabe  gefoset  ist. 

«>   KüVzer  nocb'lst^esjVfcnu  i^frn  eVk  d^^^ha^J 
l    de^Fi^r  O^C^  (7,  ....'CFb^mbitet  und  dcwselWrfVöA 
' .  der  Äb«tt8<AiieJ[d*ndcnli8cb«'^F' abzieht.  /Pfef^^!«;  wel- 
cher durch  O  bezeichnet  Verleb '  mag,  i&t  aiü&hA  dit 
lUcb/»  der  ^  beiden  Dreiecke  CgPC^  lyid  Oi1?C^l ,  Diese 
Fläche  ist   .  -v  *    •   ;>    .  ;'\.  \>    rLil'," 

SetKt  man  hierin  den  Aus4ruck  von  c,  durcii*b^  (7?)i 
so  findet  ma^  ,    ^  . ,.     . 

"Entwickelt  man  aü*MieiB4rn&Iei<;h(dng  die  SeÜQ;qj,iso 
isttdie-Aufä'abe  eb'etifallr  gelöset  -  '  ^-'  -^x^^i-^ 

Anm,  \.    Die  Aufgabe;   \on  ein^  gfigel^Ol^^Viel. 
eck,  Y^mi^ejst^einer'^radeb  Lei  nie,   die  ^urcb  ei« 
nen  gegebenen  Pdnct  ^faet,  eioeA  bestiinftiten  ^leif  ab- 
£uschn^i(^x>,  ist  nur  ein  eini^elher.F^  der  «Veiten  Auf« 
.    gäbe  des   segenwärt^^  Para^rapiid,    nemli<^  der  Fall, 
I    wenn  die  beiden  Schnittlinien,'  C^P  und  C^P  in  einer 
,    und  derselben  gradto  Linie. liegen,  tifad  'abo  der  Win- 
kel X  gleich  2Q  ist.  '£s  i\,at  m'r  diesen  Fall  ii|  (lo,) 


\ 

t 


I  I 

Ago  1«  ThM^  y   My^iumineirie.    588-8801 

Anm.  d.  Dia  AnfjgiW  T  foik'  ekrMn  f6frt«Mii  ISib 
epk»  Yermittelat  einer  ^adeii  Linie  durch  einen  gef^ebe- 
aenPmnct^  s.B.  d^  delcLfi^  einer  Seit#  des  Viel- 
ecke liegt»  einen  bettinimten  Tlleil  abswchneideo,  iit 
ferner  nur  tin  f inseloerftU  Yoli  dem  iror^ipen,  nemikh 
4er  Pal(|  wenn  a=sc^  und  a^eo,  oder  nach  dei.Dceiid 
C3PC»  l^leicli  Nun  ieU    Sa  iit  «lao  f&r  diesen  Fall  Um 

i*^  l^fia&^xfviifuttd  folgücli  ej  s^r-r-g. 

■  •  * 

388. 

'Anmtriung.  Ninamt  »an  nicht  Mos  die  Seita 
und  die  tVurLel  Awischei^  den  Seiteoy  sondern  aach  tiel- 
lQicht,<£le  Diagonalen  nnd  «uidere  Linien  Ton  gegebtttr 
Lage  au  bestimmendeii  Stücken  eines  VielMb 
an ,  so  entstehen  noch  eine  Mange  von  Aufgaben  ftker 
den  Inhalt«  Wir  y^oUeil  yoii  denselben  folgender  «• 
neu  erwäWn* 

^389. 

Jlnfgah4.  Au»  dfr  Länge  einer  beliebigen  gr(i^ 
tAme  mnd  den  Winkeln  zyu$chen  ihr  und  den  graden  Ur 
nien  aus  den  Endpunden  der  gegebenen  Lan^  naA  Ak 
Ecken  eines  Vielecks  den  Inhalt  des  Vielecks  zu  finden* 

Z.B.  aus  dei  Linie  ^£sa  (Fig.  i8d.)^<I^ 
Winkeln  C^AB  s=  a, ,  CjBA  =  ftj  ,  C2AM  sr  «„ 
C^BAzszp^  etc.  den  Inhalt  dee  Vieleche  ^C^C,.- 
HU  findM* 

Auflosung.  Es  sey  X^D^^  C^D^,  C^h^  etc.  »i»^ 
AB  lenkrecht  und 

so  ist  , 

Pt  f^^^M  »  i^—Pt)f^ngPj ,  ^also         ; 
jr,(/'aii;5^i»x4'^^£'Kx)  *=^  ^^^^Fn   ^od  fölglxdi 

.,  -  ^_.Ä|e-_j  -und  eben  SP 
tangai^tangp^^ 

^«    VPa  t<mga^^iemgß:i^ 

et<). 


Inhalt  von  Vielecken. 


589. 


j_  ^    fang  a^  fang  ßj 
"^  tangaj+tangß^* 

'  ^^*  *^     tanga^^tangß^* 
_        tangu^tangß^ 

'*         ^  fang m^+ tätig ß^^ 
•tc. 


^ 


Pi* 


Nao  ist  nach  ($.  189.)  der  Inhalt  det  Yielackj,  in 
Pa  f  P3  •  •  -  •  uiid  9x  9  Ja  9  9j  •  •  •  •  ansgedrückt^ 

4-  i[(pi-^Pi)3a  +  (pa— p4)?3+(p3— P«)?*-- J»  oder 
6-  «[(«i~«i)Pa+Cg4— «  )Pi  +  (5«—Sfa)P4 ••••]. 

Seist  man   hierin  die  obigen  Anadrücke  yon  p, ,  p^ , 

Ps  •  *  -  *  9x9  9a9  Sfs  *  *  *  «t  'o  findet  maln  den  Inhalt 
des  Vielecke  durch  die  gefebenen  Gröüien  a;  a^^  a^, 

^a  •  •  •  •    ßjj  ßz9  ß%  '  '  •  • 


mmm 


'.f  ♦ 


49« 


»iM^^ 


-f   .    .     . 


y 


*  •    • 


ii' 


a   n    g. 


t      *     •  •    •  ^ 

Aüfl(fsiiüg  ßifiiger  Aufgaben  yod  Flg^uren 
..  iu  der  Ebene^    durch  die»  grad^  Linie 

.  und  den  Kreis. 


r '*•. 


£', 


T     » 


390. 


rlciuterung.^    L    DU  Figuren  u^urdcn  hier  ühen  nheroH  alt 
vorhandetty    oder   gfi  gehen    betrachtet.      Dieselben   lassen  sieh 
auch  wirklich  keinesweges  sinnlich  darstellen*     Denn   die  Zetn^mwU' 
geny   wAche  man  auf  dem  Papiere  erblicke^  si/id  nicht  die  Fi§üre« 
selbst,   von  welchen    die  Sätze  handeln^  sondern  nur  Üilder,  die  in 
der  Einbildungskraft  die  VorstelUins  der  wirklichen  Figuren  erregtOm 
fj/^t   auf  dem  Papiere^  Punct  und  Linie  genannt  wird ,  sind  nickt 
Punet'  und  Juinie^  sondern    körperliche  Häume»     Der  Punct  und  dir 
Strich  auf  dem  Papiere,  oder  auf  sonst  einer  Tafel,  sind  entweder 
kleine  Vertiefungen^  oder  ß.s  ^findJCürpercfieji^^welche  von  deiAieich* 
nenden  Stifte  oder  Griffel  auf  dem  Papiere  zurück  bleiben ;  auch  ist 
die    Oberfläche  des  Papiers  oder  der  Fafel,  worauf  sich  die  runde 
t^nd  Striche  befinden,  keinesweges  eben,  sondern  mehr  oder  weni^r 
gekrümmt  und   uneben,     Jl^an    kann   also    die   wirklichen  geometri- 
schen Figuren,  welche  man  untersuchen  tvilly  immmer  nur  blas  vor- 
^aussetzen.     Die •  Sätze ,  welche   von   denselben Jyewiesen  tcerlen 
sollen,  hängen  aber  ^auch  von  der  simtlichen  Darstellung  der  FigartUt 
nicht  etwa* ab,   weil   sie   sonst  j    da   sichMie  Figuren  nicht  sinidich 
darstellen  lassen,  gar  nicht   cxistiren  würden.     Kommt  es'  auf  die 
Darstellung  der  Bilder  der  Figuren  an^   SO  müssen  vielmeJw  umee^' 
kehrt  die  Sutie  von  den  ivvklicnen  Figuren,  erst  die  Regeln  dazu  lie' 
fern,   und   nur   was  nach  diesen  Regeln  zusammengesetzt  ist,   kann 
für  Bilder  der  wirklichen  Figuren  gelten.    Auch  die  IVIö glichkeiC 
der  voraus getetzten  Figuten   hangt   nicht   von   der  IVIoglichkeit  der 
Darstellung  ihrer  Bilder  ab,  sondern  davon,  dafs  die  Sättel  welche 
man  von   den  vorausgesetzten  Figuren  findet ^   auf  keins  Meidet' 
Sprüche  führen. 

Deshalb  sind  absichtlich  alle  Aufgaben  von  Darstellung  der 
Butler  der  Figuren  vermieden  vporden.  Was  hei  dieser  Dar- 
Stellung  Tlieilr an  den  Gesetzen  der  Figuren  hat,  ist  in  die  Sätze 
selbst,  zu  welchen  es  gehört,  übertragen  und  die  Figuren  sind  lia- 
gegen  v  o  raus  ge  Set  zt  worden*  Jüan  gewinnt,  wie  eM  scheint,  durch 
dieses  Verfahren  an  Einheit  der  Methode  und  vermeidet  die  Ver» 
w  e  e  hse  Pung  der  iv  irklichen  Figuren  mit  ihre^n  Mildern, 


590.    Afibafjiff.\  Figur.  Zeichn.  in  d.  Ebene.     ^. 


in    walche  dt»  Ltntei^m  leiAi;  verfaiUn  mnd  w^l^  iffverhita^ 

die  hlos  näheruugswaise  Darstellung  d^Jsen^  lOßis  nur  in  der  EinhiU 
dungskraft  existirt,  für  dieses  selbst  ^zu  nehmen^ 

il.  Svbald  indessen  die  Geometrie,  so  wie  sie  sich  in  der^  Ein^* 
bildungskraft^  als  pf^issenschaft  reiner ^  auf  Gegenstände  innerer  Anm 
Behauung  sich  beziehender  VernunftsehHisse ,  aiis  sich  seihst  entwik" 
kalt  haty  mit  ihren  Resultaten  muf  aufs  er  e  Dfnge  -  angewendet  wer^ 
den  soltf  kommt  es  auf  die'D'arstellun g  der  Bilder  ihrer 
Figuren  an  ^  ßr  welche ^man  auch  wohl  noch  andere  aufse¥e  sinn^ 
liehe  Gegenstande  nimmt,  die  vielleicht  noch  toeiter  von  -den  idealen 
figüren  abweichen» 

'  Diese  Darstellung  der   Figaren  ist j   wenn  man   die  Zahl  £m 

Hülfe  ^inunt,  das  heifst^  die  Vielfaehheit  gleichartiger  Raum* 
grofsen  durch  die  Zahl  ausdrückt ,  ohne  Einschränkung ^  wenig» 
stene  näher  um  gsweise  möglich^  und  die  Schwierigkeit^  diejenigen 
Maafse^  welche  zur  Darstellung  der  Figuren  näthig  find,  durch 
die  Zald  au^udrückenf  nimmt  eogar  verhältnifsmäfsig  ab^  je  mehi^ 
die  Verwickelung  der  Gesetze  des  Gegenstandes  zßnimmt,  fVeräen 
aber  die  jibmessun gen  meiner  Figur ,  nemlich  die  J^ängen  »der  Linien 
mnd  die  Gröfsen  der  fVinkel,  von  welchen  die  Ausdehnung^ der^Figw^ 
renjahhän§tj  durch  Zahlen  bestimmter  Einheiten^  und  auf  diese  JVeisß^ 
die  Verhaltnisse  der  Theile  der  Figuren  gegen  einander  ausgßdr'ücktp 
so  ist  es  nothwendig y  dafs  man  nie  Zahlen  oder  Jl^engen  der  Ein»- 
heiten,  die  allerdings  durch  Rechnung^  ohne  Grenze  genau  gefun» 
den  werden  können ,  auch  mit  der  tterlangten  Genauigkeit  m  die 
Bilder  der  Figur  übertragen  könne ,   und  dafs  man  also  ei^getheilte 

^JVlaafsstäbe  der  Linien  und  TVinkel  verfertige^  von  welchen 
xich  auch  der  kleinste,  durch  die  Zahl  ausgedrückte  Bruchtheil  der 

*  Einheit  mit  der  verlangten  Genauigkeit  abnehmen  läfst.  Dieses  hat 
aber  öfters  grofse  Schwierigkeit^,  und  es  gi^t  Fälle,  wo  sich,  di»^ 

-  Bilder  geometrischer  Figuren^  nach  Viren  Eigenschafcen^  viel  genauer 
ohne  Hülfe  der  Zahl  als  mit  Hülfe  derselben  darstellen 
lassen.  In  andern  Fällen,,  wo  die  Genauigkeit  vielleicht  grade  nicht 
das  Haupt^'Erfifrdernifs  ist,   lassen  sich   die  Bilder  der  Figuren  zu» 

•  weilen  wenigstens  fcJineller  darstellen,  als  wenn  man  die  Rech» 


nung  tu  Hülfe  nimmt. 


PVö  es  z*  B,  auf  eine  sehr  grofse  Genauigkeit  ankommt,  z^B^^ 
bei  der  Verfertigung  jfhy  sie  alischer  ^^  geodätischer  und  astronomischer 
Instrumente ,  ist  es  in  der  Ausführung  schon  ungemein  schwierigp 
blos  das  Bild  einer  .graäen  L'nie  zu  zeichnen ;.  noch  schwieriger  ist 
es,  ipegen  der  ab'  und  zunehmenden  Ausdehnung  der  Körper  iii. 
verschiedenen  Temperaturen,  einen  gradlinigen  oder  krummlinigen 
I^aafsstab  in  gleiche  fh eile  zu  theilen,  von  welchem  man  die 
berechneten,  und  durch  die  Zahl  ausgedrückten  Lihien  und  TVinkel 
dci  '      ~  ' 


ivenii 
dc^  ^ 

Perspective  und  den  zeichnenden   und  bildenden  Künsten,   oder  bei 
dem  Formen  der  Stoffe  zu  diesem  oder  jenem  Zweck,  z.  B,  der  Steine,  * 
^^s  Holzes  etc»,  etwa  in  der  Baukunst,  würde,  die  Hülfe  der  IWcA- 
"«WF  in  vielen  Fällen   langwierig  und  um^so  unnützer  seyn,    da  es  \ 
doch  vielleicht  an  Maafss  täben  fehlt^  die  genau  oerechneten  Ab'  ' 
}*iessungen  der  Figur  mit  fbender  Genauigkeit  zu  übertragetu. 

In  allen  solchen  Fällen  also  ist  es  von  ^rofsem  Ndtzen,  uai\äa' 
WO  uU»si  die  Genauigkeit  oÜn«  Hülfe.dßrZßfd  gr^fß^f  U^  , 


/ 


/ 


/ 


/ 
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ids  mU  ihr0r  ^ütfe^  %,  B,*hei  der  Verfertigung  genauer  inttnameaU, 
sogar  von  der  gröfsten  Wichtigkeit  ^  Mittel  zu  kuhen^  die  Bilder 
geometrischer  Figuren  ohne  Hülfe  der  Zahl  darzustellen^ 

.    Jifan  niujs   indessen  j  wie  Oheratl ,  aufh  hier  in  der  fVahl  itf 
Mittel  zum  Zweck  vorsichtig  seyn,   und  nieh$  die  Hülfe  der  Zsäd 
etwa  da  verwerf en^  wc  die  f'echnende  Methode  wirklich  nicht  ist 
Constxuction  der  Fipwen»Bilder  ^urch  Zeichnung y   wdds 
n\an  die  grAphischemetkode,  nennen  kann,  eißenthumlicher  (Ja* 
Stande  wegen,  nachsteht»   Zieht  man  die  graphische  ß^ethode  der  reg- 
nenden etwa  hlos  deshalb  vor,  weil  es  dem  Ausführenden  an  Fertiget 
in  der  Heohnung  fehjt ,  so  geschieht  solches  leicht  auf  Kjostea  itr 
Genauigkeit,  und  diese  pf^4(hl  ist  nieht  gerechtfertigt.   Es  mag  xmr 
Merdings  leichter  seyuy  die  Regeln  der  Znsammensetzung  eines  Th 
guren^Bildes  ohne  Rechnung,  in  das  Oedachtnifs  zu  Jossen,  eds  ik 
nöthige  Fertigkeit  in  der   zur  genauen  Construdion  der  Figmr  die' 
tuenden  Rechnung  zu  erwerben.     Nimmt'  man  aber  bloe  auf  eim 
s^otche  Jirt  von  ErleichterungRitksicht ,  so  entgilt -es  der  Zicetk 
und  nuin  benutzt  nicht  die  Hülfe  der  Mathematik,  sondern  num 
versehmäht  oder  vernachlässigt  sie.    Et  kommt  auf  die Mittd 
der  Ausführung  an.     Hat  man  MeaftstObe,  die  genauer  sind  ek 
man  die  einzelnen  Linien  und  P^inket  construiren  kann,  und  n(an  toll 
genau  verfahren^ so  ist  es  besser,  zu  rechnen,  und  zwar  um  so  mehr, 
weil  die  Fehler,   welche  man  beim  Zeichnen  in  den  einzelnen  Thei» 
ten  maehty  sich  fortpflanzen  und  vervielfältigen,  was  beim  ReAnen 
nicht  der  Fall  ist.   Dagegen  da,  wo  entweder  eine  gröfsere  Genejag" 
.  keit  verlangt  wird ,   als  die  Maafsstäbe  gewähren ,  oder  wo  es  e»f 
Genauigkeit  nicht,  ankömmt,   ist  es  besser  die  Figuren,  wo  es  on- 
geht,  ohne  Hülfe  der  Rechnung  zu  construii  en  oder  zu  zeiek» 
nen.    Man  kann  z.  B.  eine  beliebige ,  von  graden  Linien  umsehlos» 
s'ene  Figur  in  der  Ebene  in  ein  Rechteck  oder  in  ein  Qßiadrat  von 
gleicher  GrÖfse  verwandeln,  oder  die  Figur  in  beliebige  Theile  thei' 
leum  ohne  Rechnung,    Kommt  es  aber,  wie  z,U,  in  der  Feld» 
mefskunst,  auf  Genauigkeit  an ,  so  verliert  man  daran ,  weim  man 
siäi  statt  der  Rechnung  der  zeichnenden  Methode  bediente    üeberell, 
wo  man  auf  dem  Papiere  mit  Genauigkeit  zeichnen  soüf  het 
die  rechnende  Methode  vor  der  graphischen,  wegen  der  grSfttm 
Gensuigkeit  VoruXige, 

IIL  Die  graphische  Methode^  Figuren -Bilder  darzustellen^  ht 
hßtondert  von  den  Alten,  denen  die  liechenkunst  in  ihrer  jetzige* 
Ausdehnung  und  Geschmeidigkeit  fehlte^  cultivirt  worden^  und  tneÜs 
solcher  classischen  Vorbilder  wegen ,  theili  weil  die  Aufgehe  in  der 
That  ein  trefflicher  Gegenstand  für  den  geometrichen  Schärfsten 
iit,  theils  auch  wegen  ihres  wirklichen  grofsen  unmittelbaren  Nutzens 
in  den  oben  erwähnten  Fällen  hat  man  den  Gegenstand  ««<&  in  neuer 


J^ln  eckeint  es,  gehören  diese  Untersuchungen  in  einen  Lehrbegriff 
der  Geometrie,  oder,  wenn  man  will,  in  eine  Theorie  der  Geo^ 
metrie,  wie  die  gegenwärtige,  die  sich  blqs  mit  den  idealen  Vor» 
Stellungen  der  Figuren  hesenäjtigt,  sondern  vielmehr  29  d^n  man» 
nigMttgen  Anwendungen  dieser  Theorie  auf  sinnliehe  Gegenstände: 
im'inde*seeh  fast  in  allen  LehrhäcAem  mehr  oder  weniger  Regeln 
delr  Flgmren^Z^ithn^nQ  angetroffen  werdme^  eo  dürfeiP  dieeet^ 


I 
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^m  4m^  hittr-  ineHi  ^g^u  fihUn^  Mijbn»  ^  nMMni  lofl^i^^i^  dU  ^ 
noikwändigst^n  ihren  Pitu%  findm»  • 

IT.  EuQÜM  vfrjangf  in  den  Fo rderungek  (pcnutätiil^^  d tf i 
l&an  eine  i^rcd^e Linie  ciefaeh  und  beliebig  verläneern» 
and  das  p«i^  i^ns  einejn  ^egebenenPancte»  ttiil  befiebl- 
{(em  HalBnetser,  eine  Kreislinie  beschreiben  könne. 
Diese  beiden  Dinge  sind  die  Elemente  der  heschreihenden  Geometrie^ 
Man  kann  mit  HUlfe  der  gradfn  lAme  und  des  Kreises^  zeichnend 
alle  Jufgaheri  aufiSsen^  welche  rechnend  die  Auflösung  vOti, 
Gleichungen  des  ersten  und  zwjeiteii  Grades  erjvrdem» 
Wegen  der  Schwierigkeit ^  das  Bild  einer  grade n  Linie  darzu^ 
stellen ^hann man  auch  hlos  die  %inziKtForderung  machen: 
eine  Ki^eislinie  zu  ziehen^  was  ht  der  Ausführung  wirklich  am 
renaueiten  nßf> glich  ist,  und  esjgiebt.sehr  sinnreiche  Auflösungen^  ei» 
ner  Menge^ geometrischer  Aufgaben^  blos  dnrcb  den  Kreiä. 
ff^ir  wollen  einige  Aufgaben ,  sowohl  durch  die  grade  Linie  und 
den  Kreis f  fsls  durah  den  Kreis  allein  aufudÖsert,  zusammenstellen, 
m&ssen  abSr  wegen  der  wehern  Ausßkhrung  diesee  G^genttatidae  0M 
fV^rh4  verweisen,  die  sich  damit  inibesondre  bssihaftigenm 

391. 

et)  Eine  grade  Linie  DE  (Fig.  b8i.)  zu  finden,  die 
auf  einer  andern  ßC,  durch  einen  gegebenen  Punct  A 
in  derselben^  senkrecht  steht,  mache  man  eine  willkührliche 
'JJinge  derselben.  AB ,  glhieh  AC  umd  beschreibe  aus  B  suid  C,  mit 
einem  wllkührlichen  Halbmesser  BD;=3DC»  der  w^er  gröfser  ist 
als  AB>  zwei  Kreisbogen^  die  sieh,  z»  6.  in  D,  schneiden ,  so  ift  DA. 
dssrehA^  auf  BAC  senkrecht.  Denn  weil  ABszAC,  BD^szBC  und 
DA=^DA  ist,  so  ist  ABADss^CAD  und  folglich  BAÜ^lCAD^. 

Die  Aufgabe  wird  durch  den  Kreis  allein  gelöst;  denn 
man  findet  darch  den  Kreis  allein  einen  aweiten  Poncti)  des  Per- 
iwndikels  DAE» 

/)  Eine  grade  Linia  D£«(Fig.  i8i.)  zu  finden,  dip 
einer  andern^,  durch  die  beiden  Punete  B  und  Ci 
gegebenen,  BC  senkrecht  ist  und  sie  halbirt,  beschreiie 
man  mit  wiükJihrlichen  Halbmessern  BD=sCD  und  BEssCR  KreiS'» 
togen^  die  si^h  z*B*  inj)  und  E  schneiden^  so  ist  DE  UMtf  BC  senk^ 
Kfcht  und  halbirt  BC.  Denn  wegen  BD  =2  CD,  B£  =  C£  nnd  DE 
ssD£  ist»  ADB£=:  ADC£,  also  BDEssCDE  ond  BEDzsCED^ 
folgUcB,  weil  BD  ==  CD,  D^ssD^nnd  BEszEC,  EAsszEA,  ABDA 
;szACDA  ond  AB£^==  AC£^  und  mithin  BAD  zs  CAD  sie  q  nnd 
BAp^CA.    Siie  Ünflösuog  gescbiehet  cboifalls  durch  den  Kreis  allein, 

'  f)  Auf  eine  gegehene  grade  Linie  AB  (Fig.  18a.)  aue 
einem  gegebenen  P^t^ncte  €,  aufeerhalb  derselben,  CD 
1^»/ AB  senkrecht  z»  ziehen,  n^une  man,  wenn  die  Linie  AB 
nicht  etwa  durch  zwei  Punete  A  und  B  gegeben  ist^  zwei  solche 
Punete  willkührlieh  ma  und  heeehreibe  mitBUssBC  und  AX}  sa  AC, 
ans  B  u^  A  Kreisbogen,  die  sich  u  B.  in  C  und  D  schneiden  ,  so 
ist  CD  auf  AB  senkrecht  i  denn  da  ACssAD,  BCeaBD  und  AB 
siAB,  so  ist  AACBssAADBi  folglich  CAEsaDAE  und  CBE 
ssDBE»  also»  w«il  jiCrssAD,  AEasAE  und  BC^DSH  SE:i:sBE 
iit,  AAEÖz±AAED  und  AB£Cs3  AB£D»*aBitliin  j^fCss^iEO 
s=rf  iHkd  BBO  rs'B£D  ss  j^  Dia  Ä,nSi6wmg  fescfaiah»*  uMbir  dank 
4nil(reb  aQHa.    '  * 


# 
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gradß  Linio  AB  durch   ihrtn  Eud^unct  Jl  s.»  zi^^fs; 

Ist  blas  die  grade  LinU  AB  nid  d^r  Punct  A  gß^fhen,  sp  juk- 
me  maii  u?i//^Är/jtÄ  AE  0  EB,  ziehe  f^t  beliebigem.  B^lhmesser  l^ 
SS  BF,  aus  A  und  B  Kreisbogen  und  äarch  iliren  Durchs cknitt  t  mi 
den  Punct  E  die  grade  FE,  welche  anf  AB  senkrßcht  steht^  weil  Jf 
tsBF,  >rfE=J3Eund  £F=£F,  aUo  AVEFssABFF,  und.foI^licli^fiP 
=sB£Fc=^  ist.  Ist  dagefffn  auch  der  Punct  B  gegeben^  so  errichte  ma 
auf  AB,  naeh  (2.),  ein  PerpMulikel  FE,  welches  AB  in  E  halbirt.  Fa* 
ner  zieh^  man  aus  Iß.  den  Halbkreis  AGB.     Durch  den  Punct  C,  wfl 
derselbe  das  Perpendikel  FE  ßchneidety  unddurchBziehentan  fiCD 
»rac^i   nnii    m^cÄ«  CDäCB,  ^0.  ?V^  PA'ai^  AB  JttrcÄ   j/ir^n  iW- 
punct  A  senkrecht.    Denn  wegen  EJ:^EC=:  BD  und  JEC^siBK 
=r^,  ist  Au#£C=3fAB£C  und  aszv,'ß=sd;  also  te  +  /9  =  y'+J=fc 
folglich  iuqK^CjDcs^,  und  weil  Cl)  =  C^c3CB,  APC^äA^C* 
laiUiia  i'^^ß*  (ul^lich  a4"<'>  oder  DABz^q, 

Dies.e  Aujlo  sung  geschieht  durch  die  grade  Linie 
und' den  Kreis' zugleich,  Pf^ill  man  sich  des  Kreiset 
allein  bedienen^  so  ziehe  man  au»  A  und  B,  mit  einem  belidii- 


chin'Halhmetser  de^  Kreis  hkHG  und  mache' in  demselben  die 
Sehnen  BI=m=:HG,.Jo  ist  GA  auf  AB  senkrecht.  Denn  v«e«n 
Fß  =  FI  =-  F«Ä  FG  =  jB/ä  IH^^HG  sind  die  Dreiecke  Bf/, 
IFJff  und  /?F65  (»leichÄeitig  and  Tolglich  ihre  Winkel  gleich  U\ 
also  BF/ -f*/FH+/fFC  =  a^j  folglich  Tst  BFC  eine  grade  X-rnicaid 
pilhin  Brno  ain  Halbkreis;  also  der  Winke!  BAG,  oder BJD,  da 
'  er  im  Umfange  eines  Halbkreises  liegt,  ein  rechter,  Nimmt  mm 
jiF  oder  BP  gleich  AB,  00  föllt  /  .in  A. 

.  '■     ' '  ^       •  •      -         ' 
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JEine  Parallele  mit  einer  gegebenen  graden  Linie 
AB  (Fijj.  i84.)  durch  einen  gegebenen  Punct  C  zu  ziehea, 
beschreibe^  man^  *  ,'."'' 

cc)    im  Fall  die  Linie  AB  durch  zwei  P miete  A  und  R  gegeben 
ist,  aus  C,    mit  dem  HMmesfer  CD  =  AB,    und  aüt  B,  mit  dem 
Halhmesset  BD=:  CA,  Kreisbogen,  die  sich  z.  Ä.  in  J)  schneiden;  si^ 
«t  CD   mit  AB  parallel;   denn   wegea   CDz=zAB^   BD:=:JtC  imil 
€Bz=zCB  UV  AACB::::iADBC,  also  ABCssDCB  und  folglich  CD 

mit  AB  parallel, 

ß}  If't  die  gr^de  Linie  AB  selbst  gegeb'enl  so  nehme 
'man  in  derselben  irgend  einen  Punct  B  an ,  beschreibe  mit  dem 
ilalhmesserr CB,  'aus  C  und  B  Kreisbogen  BF  und^QE.  und  mache 
die  Sehne  BF  glüieh  der  Sehne  Cfe ,  so  ist  CF  mit  AB  paraUal; 
denn  isr^gen  CB=sFC=iAB  nnd  CE=:BF,  in  £^CBFz=i.ACBJL 
.also  P€Bp=zEBC,  iolghch  CF  mit.  £B  parallel. 
Beid«  'Auflösungen  bedürfen  bloi  de»  Kreis«t.  - 

-  •    •         • 
•  •     '  .  ... 

•  ,     ■-  .1    ^       -^.       «  39(3«  .         , 

et)  Ritte  ^gräde^ Linie-  vc^n  ge g ebenem-,,  jt^äftge  BC 
(fSg.  iSS.)  -Zti  kalb ir CD  «rWc^«  fnan^^ut^iin  man  siph  des  Krsität 
wtd  der'^aJert  lAnie  zugleich  hedia^ep,  u?iU^  iuf^dietftlba  4iif«.p^r- 
-pew^^elDK  tiaxh  (9*)*    Dasselbe  fialbirt  BG  in  A»     .u,-'         > 
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l^ill  man  hlot  den  Kreis  gehrauchen  j  oder  es  sind  hlos  di^ 

beiden  Puncte  B  und  C  gegeben ,  und  ikan  soll  einen  Punct  A  J^n*. 

den,'  der  mit  ihnen   in   grader  Linie  liegt  und  von  B  und  C  gleich 

entfernt  ist^  so  befckretbe  man  mit  dem  Halbmesser  BC  aus  C  dost 

'     Kreis  BFGH,  mache  die  Sehnen  BF,  FG,  GH  gleich  BC,.  beschreibe 

aus  B  niit   dem  Halbmesser  BH'  den  Kreis  iHlWf    mache   die  Sehnen 

HI  und  IIK  gleich  FH  und  beschreibe  mit  dem  Halbmesser  FH  aus 

;    I  und  K  zwei  Kreisbogen,     Ihr  Durchschnitt  A  liegt  mit  den  gege» ' 

henen  Puncten  B  unil  C  in  grader  Linie^  und  ist  von  B  und  C  gleich 

'    weit  entfernt.    Denn  wf|?en  BC=  FC  =2  GCä  HC  =:BF=sFÖ=  GH 

.   iftt  BC]^=tFCG=:GCH=iQ,  also  BCF+FCC^-f  GCH=2o,  folg- 

'    lieh  BCH  eine  grade  Linie  und  BFGH  ein  Halbkreis.    Da   ferner 

'    IH=:KH  und  Jl=zBK  ist,   50  ist  BH  auf  IK  aenkrecbt,  (2)  und 

'    da  AIzsiAK  ist,  so  ist  auch  JH  auf  /X  senkrecht;  folelich  lia^t  Ä 

'    in  der  graden  Linie  BCH.    Nun  ist,  wegen  B/=  BH,  BIHssBHL 

und  wegen ^/=:H/,  IAH==AHI=ßHI,  also  UH.=zBHJ;  fol^tlich 

sind  die  Dreiecke  /BH  und  ^/H ,  weil   sie  aufserdem  den'  Vyinkel 

BHl  gemein  haben,  ähnlich.    Mithin  ist  "jfT^^^-njp  o^c  jilS.BB 

-: /H« ,  oder  weil  /H=  FH  ist ,  JH.ßH^z FHK  Aber  BFH  =  ^, 
Weil  BFGH  ein  Halbkreis  ist.  Also,  nach  $lem  Pytharnrischen  Lehr- 
aafne,  FH*  =  BH^^BF^,  oder  weil  BH=  2BC  und  BFes  BC,  FH^ 
\  =:  4B0»  —  BC*  =  3ßCS  also  Torhin  JH.  BHis:?^BC*,  odef  weil  BH 
ssaBC^  :iBC.AH^^BC*,  oder  wenn  man  mit  BC  dividjrt,  üJH 
=  3flC,*oder  wail  ^Hss^C  +  CH^^C  +  BC,  2urfC  +  2BC  =  5BC, 
also  2JC=zBC,  oder  JC:=ziBC.  Folglich  Hegt  der  Punct  ^  mit 
'B  und  C  in  gr^der  Linie  und  ist  von  B  und  C  gleich  wdt  entfernt* 

Es  giebt  auch  noch  andere  Verfahren,-  die  Länge  einer  gradea 
,  Linie  hlos  imit  Huilfe  des  Kreises  eu  halbiren, 

ß)  Eine  grade  Linie  AB^  (Fig.  186.)  voft  gegebener' 
Länge  in  eine  beliehi ge  Zahl  n  gleicher  Theile  zu 
theilen,  ziehe  man  unter  einem  beliebigen  Winkel  C^AB  die 
grade  Linie  KC^^^ durch  A  und  nehipe  ^eine  beliebige  'Länge  AC^ 
c=:CxC2=  C2Cg  =  C0C4  etc,  doch  so,dafsAC^  nicht  viel  gröfser 
ist  als  AB^.  Zieht  man  alsdann,  mit  C„B„  parallel,  die  graden 
Linien  C^Bj,  CjBj,  C3B,  etc.,  so  ist  ABisBiB,  ssB^B,  .... 

=s —  AB„.    Denn  wegen  der  Parallelen  «sind  die  Dreiecke  JC^B^^ 

JC^B^,  AC^B^ ähnlicli.   Da  nun  ACt^^AC^,  AC^ 

ss:5ACj.,..,  AC^bsn.AC^  ist,  so  i^iAB^s^^ABi,  AB^ssdAB^,.,. 

AB^=nAB^. 

'  pf^ill  man  sichhlos  de  s  Kr'eites  bedienen  und  AB 
(Fig.  107.)  ist  die  in  n  gleiche  Theile  zu  theilende  Entfernung  ^  so 
beschreibe  man  aus  B  mit  dem  Halbmesser  AB  die  Kreislinie  AHIC 
und  mache  AH  ==  HI  xs  iC  =  AB.  Dat  Nemliche  thue  man  aus  C, 
aus  dem  daraus  entstehenden  Punct  D,  aus  £  »•  x.  ti>.  n  —  1  mal 
wiederholt^  bis  man,  z,  B»  nach  G  gelangt*  Hierauf  beschreibe  man 
'*  asis  A  nnd  G  mit  dem  nenUichen  Halbmesser  AB  aie  Kreislinien  BK 
und  FL»  und  aus  A,  und  G,  mit  dem  Halbmesser  AG,  die  Kreislinien 
GL  Und  AK.  Feriter  aut  dem  Durchschnittspuncte  K  der  Kreislinien 
BHK  und  AK,  fuit  dem  Halbmesser  AK,  den  Bogen  AM,  und  enÜ^ 
lieh  ausGj  mit  dem  Halbmesser  KL,  den  Bogen  PMN,  welcher  den  ' 
vorigen  AM  in  M  schneidet  i   so  ist  AM  der  nte  Thcil  der  gegeben 
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uen  LinU  AB.    DUsen  nten,Theil  kann  man^  wie  vorhin  dU LÖBti 
«      AB,  V9rvielfäUistnj  so  findet  man  auch  die  übrigen  TheHimgsjmneu 
der  gegebenen  Entfernung  KB.    Da  nemlich  KLjss  GM^  KSl:szJli 
zsGJL  und  Miss  Ml,   «o  ist  ALMGzziAKLM,  also  KLM 
:=LMO  nnd  MG  m^t  KL  parallel.     Da  fernnr  JKz=zLG^  AL 
=zKG^  KI\=KL  und  JG=iAG^   so  ht  AJLK=ACKL  uad 
l^JGKsxAGJL,  also  LKA^KLGy  KJG^^LOA,  und  fo^c6 
rj:^  H- KJG^KLG  +  LGA  =  2 v;    lol^licb  äach  :^G  mit  ££ 
parallel ;  mithin  liegt  M  in  der  graden  Linie  AG.     Nnn   sind  die 
Dreiecke^JtMnndXG^r gleichschenklig,  über^M  ond^C, 
nnd  haben  den  Winkel  A  gemein;  also  sind  £e  beiden  eleicbea 
Winkel  in  dem  einen  so  grofs  als  in  dem  andern;  fulglich  sind  St 

Dreiecke  ihnlich  und  es  sind  "jm^^aK^   ^^^  ^*^  AKz=AR^ 

IM^^'  folgUch,^  weü  AG^n.AB,\vLchAB:£zn.AM. 

Die  Verfahren  passen  natüriich  aach  iür  die  Halb irung  der 
gegebenen  Entfernung  («.)• 

394. 

a)    Einen  PTinkel  DEF  (Fig.  188.)  zu  heschreihen,  dar 
einem^eg  ebenen  ff^inkel  AGB  gleich  ist,  nehme  man  auf 
den  Schenkeln  des  gesehenen  T>Vinkeli  beliebige  ILängen  tmn  Schein 
tel  ab.   z,  B    CA  b=  CB,   mache  auf  der  Linie  £F ,   an  uidtke  der 
0^ivkel  DEF rr  ACE  gelegt  werden  soll,  EFcsCB,  ziehe  nit  DE 
CS  AC  aus  E,  und  mit  DF  =  AB  aus  F  Kreisbogen ,  so  geht  der  en- 
dere  Schenkel  DE   eines  dem  Winkel  AGB  gleichen  PVinkels  DEF 
durch   den  Durchschnittspunct  D  der  beiden  Kreisbogen,     Denn  die 
drei  Seiten  der  Dreiecke  D£F  nnd^CB  sind  alsdann  gleich,  folglich 
sind  .die  Dreiecke,  mithin  die  Winkel  DEF  nnd  AQB  glei()u 
(         ß)    \V\n}Lt\  zu  zeichnen,  die  swei-,' drei*»  viermai 
so  grofs  als  ein  gegebener  PF'inkel- BAC  sszk  (Fig.  189.) 
ziehe  man  aus  dem  Scheitel  des  Winkels  A,   mit   einem  Miehim 
Halbmesser  AB,  einen  Bogen,  der  den  einen  Schenkel  des  Winkeis  . 
in  B  schneidet ,  aus  'B  mit  dem  nämlichen  Halbmesser  einen  Begen^    - 
der  den  andern  Schenkel  ih  G  schneidet ,   aus  C  *mit  dem  newäicken 
Halbmesser  einen  Bogen  ^  der  den  vorigen  Schenkel  in  D  stkeeidet 
und  so  abwechselnd  weiteri  so  istCBDcss2U,  DCB=i3cv,^£D?=:4«, 
¥EGssi5ec,  GFC=6öi,  FGQ=7«,GHCp=8«,Kiq=9«,  LKC=i\oa. 

3f  s,  10,,  wo  die  zunehmenden  Winkel  auch  in.  die  Verlängerungen 
er  Schenkel  übergehen.  We^^  BCcs  AB  ist  nemlich  BCA=BAC^ 
also  der  äufsere  Winkel  CBD=i2BACs=:acc;  wegen  DCcsBC  Üt 
CDB=iCBDs=:26h  also  im  Dlreieclr DC^  der  ftuläereWiokd  DCE 
s=CDA  +  DAC::^2oc  +  ccds5(z;  eben  so  £DFc=5  4£e,  FEG^zSm, 
CFP=6«;  femer  wegen  HG^FG,  GHFz=  GFHzn^ — 6«,  als» 
AMG=:2o  —  {2o^6cc)cs6ec,  nnd  mithin  im  Dreieck  AHO.  der  is- 
.  Istre  W^inkcl  RGQz^jx  u.  s.  «w. 

Mim  kann  auch  blos  aus  dem  Seheitel  A  ( Fig.  190. )  des  gegg^ 

,    henen  Winkels  BAC^  mit  einem  beliebigen  Halbmesser  AB,   einem   ' 

'  Kreis  ziehen  und  die  Sehnen,  CD,  DE,  EF  etc.  gleich  B€  maekemp 

so  sind  die  Winkel  CAD,  DAE,  EAF  etc.  alle  einander  und  dem 

.  gegebenen  WinkelBAC  gleich,  und  folglieh  Ut  BADessBAC,  BAJE 

2C5BAC  u,  s,  w. 

f)  Einen  h$liehigenKTt\hh^%tn  AB  (Fig.  191«)  tu  haU^ 
biren,  errichte  man  auf  seine  Sehne  AB  nach  (S*59i«^  ein  ]^0tp§Bdi^ 
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hl  DE,  welches  sie  halhirt.     Dasselbe  halhirt  auch  den  Bogen  AB$  - 
\    tufolß^  C§.  iZ53.  L).  - 

Ist  der  ß^ittelpunct  M  des  Kreisbogens  gegeben,   so  kamt 

man  flen  Bogen   ^ß  auch    ohne  Hülfe  der  graden  Linie  kalbiren^ 

Man  beschreibe  nomlich  mit   dem  Halbmesser  AM  ^  BM  Jei  gege^ 

-    benan  Jiagens  AB,  aus  seinen  Endpuncten  A  und  B,  die  Bogen  GM 

'     und  HM  und  mache  MG  =  Mli  =  AB  »  ferner  niit  dem  Halbmesser 

>.  HA  =  GB  aus  H  und  G  Bogen,   die   sich    in   K  schneiden^   endlich 

>    mit  dem  Halbmesser  MK  aus  G  und  H  Bogen^  die  sich  in  F  schnei» 

E    den,  so  liegt  der  Punct  F  £n  dem  gegebenen  Bogen  Atf  und  halbirt 

t    ihn ;  denn  die  Dreiecke  OJM,  AMB,  and  MBH  Aind-  gleich   und 

freichschenkltff  ilber  GM,  AB  und  MH',   aUo  ist  AOMssAMG 

,    =  MABz=iABMz:^ßMa  =  BÄAf,  folglich  AB  mit  GM  und  HM 

'    parallel,  also  GMH  eine  grade  Linie)  desgleichen  sind  ^ZJTUG'und 

ABHM"  gleiche  Parallel<»graainie.     In 'diesen  Paraflelo|rainfnen  ist 

'    safolge  (S.  129.)  AB^  +  BM«  +  MG*  +  GA^  =  ^M»  +  GB» ,  oder 

weü  B7W  =  G>rf  =  ^M  nnd  ABssMG,  ä MG^  -^  jsM*  =z  GBK^ 

Nan  soll  GKnsHK=::GB  seyn,  also  ist  GK^  ±^HK^  z=2MG* 

:   4.  M^*.    Die  Dreiecke  KMG,  KMH  sind  gleich ,  denn,  es  ist  OK 

^HK,   GMssHIkf  und  KMssKM.    Also  sind  hei  M  rechte 

Winkel  nnd  es  ist  MK^  ==  GK^ --^  GM\  also  weil  vorhin  G^* 

I   csäMG»  +  ^ W  war,  MX»  =zMG^  +  -^M».    Ferner  sind  FG  und 

'   FH  heide.. gleich    Mi£  und  also   einander  gleich,   folglich  ist  auch* 

:  AFMG==:AFMH;  denn  es  ist  auch  GMssHM  und  FM=FM; 

mithin  i»t  FMG  =  FMWzrz  o,  also  FM'^  =  FG*  —  GM*^  folglich, 

weil  Torbin  FG»  =  MJK:^  =  MG* +^M'  war,  FM^:szAM^,  oder 

FlVlzziAM*    Mithin  liegt  der  Punct  F  in  dem  gegehenan  Bogen  AB,   ■ 

und  da  FMGsss FMHss^  nn^AMG^BMH  ist,  so  ist  auch FM-4 

s=  FMjB  ohd  folglich  fiogen  AFzs  Bogen  BF;  mithin  halhirt  der 

Punct  F  den  fiogen  AB^  . ' 

d)  Einen  gegebenen  Winkel  AGB  (Fig.  I92.)  sir  hal- 
bireti  und  die  iiaZ/'^ff  abermals  »n  halbiren  u.s,w.  ziehe 
man  ylurjh  den  einen  Schenkel  AG  des  l^inkels,  in  beliebiger  Ent" 
fernnng  von  dem^and'ern  BC,  mit  diesem  parallel,  eine  grade  Linie  . 
OF  und  mache  DE==DG,  so  ist  ECB  =  | AGB.  Ferner  mache  man 
EF  =  EC,  so  £rtFGB  =  |ECB  u,  s,  w.  Denn  in  dem  tfleichschfnk- 
•ligen  Dreieck  DCE  ist  DCEz^DECy  also  weil  «fcränlsere  W'^inkd 
PDCi=sVCE  +  DEC,  DC£  =  iPDC,  und  weil  die  Wechselswinkcl 
Pix:  und  DCß  gleich  sind,  DCE=zlDCB,  also  auch  ECBzru^ACB. 
£ben  so  ist  in  dem  Winkel  ECB,  wenn  EF=:EC,  FCBss^ECB 

ki)  .  Anmerkung.  In  mehr  als  zwei  gleiche  Theile  auf  einmal 
Jafst  sich  ein  gegebener  beliebiger  Winkel  hlos  durch  die  grade 
\  Linie  un,d  den  Kreis,  zeichnend  nicht  theiten ;  schon  in  drei  Theile 

t  nicht.  /       ^ 

Diese  Aufgabe  ist,  wie  z.  B.  die  von   der  Quadratur  des  Krei^ 
f  sei,  eine  von  denen,  deren  Auflösung  nicht  auf  die  f^eise  mößlich 
i;i»t,  wie  man  es  verlangt.  Man  kann  die  Xhe  ilung  eines  pT^in^ 
I  kela  in  drei  gleiche  Theile  auf  die  Aufgabe  bringen:  an  den  ^ 
(tu   theilelt   gegebenen*  JJTinkel  ACE   (Fig.   x^jX)   ein    Dreieck  ABC* 
init  willkührlichem  Schenkt  AC  zu  zeichnen,  in  welchem  fiD=::DC  , 


ist,  wenn  man  DG=:AC  macht;  denn  wenn  BD=;DG^  so  ht  DBC 
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ist,  mann  BDcaDC=AC.    Jllein  das  Dreieck  AGB  pfif  sich  Jvd 

die  grade  Linie  und  den  K^eis  allein  ^nieht  finden*     Um  so  toeni^er 
lafst  sich  ein  beliebiger  TVinkel ,    durch  die  ^ads  Linie  und  «■ 
Kreis  allein^  in  gleiche  Theile  theilen,  deren  Zahl  eine  grofsere  Prim» 
zahl  als  3,  oder  eine  Zahl  ist,    welche  grofsere  Primzahlen  als  3  su 
Factoren   hat.      Dergleichen   Auflösungen    beruhen   nicht    mehr  amj 
Gleichungen  des  zw  eiten,  sondern  auf  Gleichungen  des  oten^  kex, 
jtetif  ittern  Grades  »«  s.  w,    und  erfordern  ^   wenn  sie  durah  Zäd^ 
nung  geschehen  sollen,  nicht  mehrblos  den  Kreis,  sondern  aadne 
krumme  Linien, 

395.  .       * 

Der  rechte  Winkel  dan^e^en,  oder  swe.i  oder  vier  reckt« 
Winkel,  also  der  Kreis -Um  fang  selbst,  lassen  sieb,  blos  dndk 
die  grade  Linie  nnd  den  Kreis,  nicht  allein  in  xwei»  «ondera  andr  . 
in  mehrere  gleiche  Theile  theilen,,  welches  zugleich  die  Aufgabe  ist: 
regelmäfsige  Vielecke  in  und  um  einen  Kreis  ca  beschreftai; 
denn  die  Seiten  regelmäfsiger  Veilecke  im.Kraisc  sind  gleiche  Theita 
desUmfaages,  die  Seiten  reg«lmäfsiger  Vielecke  nm  den  Kreis  sind 
mit  jenen  parallel,  und  liegen  gleichen  Winkeln  am  Mittelpmct  ge- 

Senüber.  Die^e  T  heilung  des  Kreis-Umfanges  steht  mit 
er  Auflösung  von  Gleichungen  mit  swei  Gliedern  in 
Verbindung,  Welche  von  jedem  Grade  möglich  ist  (Rechmkonst.  , 
$*  i84t.).  Die  Theilung  des  halben  Umfsnges  in  zwei,  drei  und 
f  änf  Theile,  welche  Zahlen  die  kleinsten  Primzahlen  sind,  oder  des 
ganzen  Umfanges  in  vier  sech.i  und  zehn  Theile,  ist  folgende. 

Ci)    Den  halben  Kreis-Ümfang  AIB  (Fig.  194%)  £it  zwei' 
gleiche   Theile   zu   theilen   errichte  man,   nach  (2.),   auf  ^ 
milte  des  Durchmessers  AB  ein  Perpendikel  IK,  SQ  wird  durch  ims* 
selbe  der  halbe  Umfang  in  zwei,  oder  der  ganze  Umfang  in  zier 
gleiche  Theile  getheilt. 

Ohne  Hülfe  der    graden  Linie  mache  man  AD^DE 
=:£B=  dem  tialbmesser  AC;   so  dafs  ADEB   ^rit   Halbkreis  ist: 
ferner   AH=BH  =  AE=BD  und   AI  =  1B  =  HC|    so   halbirt  der 
PufCt    I  den  Halbkreis  AIB.      Denn  ,  die   Umfangs  -  Winkel  im 
Halbkreise  JEB  und  JDB  sind  rechte,  und  also  ist  z.  &  JE^ 
s^AB^^Eh^,  und  weil  ABc=i2AC,  EBssAC,  ^JS»  =4^C*— -AC* 
=  3^C*.    Also  ist  AH^  =  BH^  =  AE^  =  5AC^.    Nun  ist  weom  AH 
=  Bn,  AC=sBC  und  HCz=  HC,    AACH:=z  ABCH^  folglich  XCH 
=  BGHss  g ,  folglich   fiC«  =  AH*  —  AC^  =  3  AC^  ^AC*  =  %AO: 
mithin  ist  AP  =  Bl^es  HO  =  a^C*.    Wegen  ^/=  J5/,  JiCvszSC 
und  10=1  IC  ist  AACI=zAHCI  und  folglich  ACI:=zBC1  =  q,  also 
JC*  =  u4/»  —  AC^  3=  2AC*  —  AC^  =  AC^  und  folglich  IC  =5c.    Mt- 
hin  liegt  J  in  dem  Kreisnmfange  durch  A  und  B,  und  da  AIz=zBt 
ist»  so  halbirt  I  den  Halbkreis  AIB. 

Vier  rethte  pVinkel  werden  durch  den  Durchmesser  seihst  heU 
hirt  und  einen  rechten  TVinkel  halbirt  tnan  weiter,  wenn' man  deu 
PJ^inkel  A^CI,  nach  (§.  3q4.  ^.),  in  zwei  gleiche  Theile  theHt. 

ß)  Den  halben  JK.reisumfmng  AIB  (Fig.  ig4.)  f n  drei 
gleiche  Theile  zu  theilen  mache  man  AD  =:l)E=s£B  =s  dem 
Halbmesser  AC,  so  sind  die  Bogen  AD^  DE,*£B  Drittheilm  des 
halben  Umfanges  ADEB  und  also  die  Winkel  ACQ ,  DCE  9»d 
ECB  die  dritten  Theile  von  zioei  rechteti»    Denn  die  Dreiecke 

Winkel 
oder  fom 


a:,\jmm    uiv    Mrci'frc?»     o.  i^wt.f.v    vvn    ^ufct  rennten»      UCmmSm,   UIC 

ACD,  DCE  und  ECB  sind  gleichseitig  und  folglich  ihre 
gleich  ig»    Der  dritte  Theil  von  vier  rechten  Winkeln,  o 


3^5'  Theilung  des  Kreis -ümfanges.  So\ 

*  f 

f'  intea  Umfang  ist  der  Eweifache  Winlel  ACS^  Qod  den  tfrl^ren 
heil    vom  rechten   VXMnkel   findet  Toan,    wenn  man   die  Winkel 
"  ACDf  DCE  etc.  nach  ($.  394.  d.)  halbirt 

f)    Den  halben  Kreisumfang  in  {Ütk£ßle,iche  Theile^ 

y  ZU  theile^n  suche  man  nach  (a.)  die  Hälfte   des  ^halben  ümfan* 

^.geSf  ziehe  DC  (Fig.  195.)^  halbire  diese  Linie  nach  ($.  393.«.}  in  G, 

1  liehe  AG   und  mache  FGs^GC,   so    ist  AF  die  Sehne  des  fünf ien 

l  Theils  des  halben  Umfanges,  »«/{tiic/i  AF=:AIs=IK=  KLs=:LM  aMB. 

Denn  weil  JCG^ssq,  so  ist  AC  eine  Tangedte  des  init  dorn  Halb« 

mcsser  GC  aus  O  gezogenen  Kreises  FCH  in  C,  also  nach  ($.  a??*) 

AC^zsJF.JH,  oderweilF/y  =  2FÖ  =  2CC=^C,  also^HÄJ^F 

+  JC,  JC^esJF(JF+JC)=zAF*  +  AC.JF.      Nun  scy  MCB 

".  ==}o,  so  ist  CM0  +  CBM=ao— |^=:4o,  nnd  weft  das  Dreieck 

*  jWCi?  ßltichschenklig  ist,  CMBss  C?l?M=|f  =  aÄfCB.  Es  hal- 
K  kire  PB  den  Winkel  CB7W,  so  ist  CBP^iig,  abo  CBP=zPCB, 
"mü  lolglich  PC^sPB,  nüd  da  aach  PBMzzzi^^MCB  ist,  so. 
^'  lind  die  Dreiecke  PBM  und  il^^Cfi  ähnlich,  mäi  folglich  ist  auch 

IPBM  gleichschenklig,  mithin  PB^MBasPC  nnd  ^=^. 

■   oder  ilfB*=sAfC.'PM,  oder  weil  MPssMC-^PCzzMC-^MB 
ist,  MB»  *=  MC  (MC— MB),  oder  auch  weil  MCz=zAC  ist,  MB» 

*  z=:AC(AC'^MB),  oder  ulC»  =  Mß»  +  ^C  •  MB.    Oben  wai:  AC^ 
sssAF*-^AC.AF.    Zieht  man  eines  vom  andern  ab,  so  erhält  man 
o=MB»— irfF»-f^C(MB— udrf),odero=(Mß— ^JX^B+-rfF+^C), 
woraus  MB— u^F=o,  also  MB  ä^TF  folgt,  so  da(s  aUoMCB:::!^. 
ist,  wenn  man  MBtsAE  macht« 

Will  man  sich  hlos   des  Kreises  bedienen^  so   haU 
hire.  man  .nach  (  «•)  den  halben  Umfang  ATB  ( Fig*  195. )  in  T  und 
mache  TN=3TQ=  dem  Halbmesser  AC^  ferner  ARcsBRacDN 
scDQ  und  QS  =  NS=:CR,   so   ist  GS   gleich   der  Sehne  AI  von  f 
dtff  halben  und  AS=BS  gleich  de/ Sehne  AK  von  j.  ^«f  ganzen 
Umfangest  denn   die  Umfangswinkfl  DNTmDQT  sind  rechte, 
also  ist  DZI/»  =  DT'^NT^  =  kAC^-^AC^  =  siC»,  folglich  ^Ä* 
=t'BB»  Ä  3^C».'    Da  nun  AC  =  CB,  AR  es  BÄ  nnd  CB  =  CRy  "i» 
ist  Au^CÄ=  ABCB  nnd  ^Cil  =  BCB  =  o,  also  CB»  =  ^Ä»— ^C» 
BS  5^C»  —  i^C»  =  a>^C»,    folglich  auch  iV,y»=  ^»ää^C».     Nun 
ist  NCt^NT,  gCz=QTunA  NQ':=iNQ,  also  AJVCO=:  AiVTp 
und  CNZ  =:  TNZ.     Aber   NC  =  NT,  NZ  =s  2VZ,  also  ACJVZ 
=  A  TNZ,  folglich  CZJVrr:  TZNzko  und   CZ=  rZ  =  i  Cr=  J^C; 
folglich  JVZ*  =  NC^  —  CZ»  =  AC'  —  i^C»  ca  J^C».     Da  NSzsOS 
war,  SD  liegt  S  in  dem  Perpendikel  aul  die  Mitte  von  NQ^  and  foig- 
Uch  mit  CZ  in  grader  Linie,     Nun   war  NS^=i2AC^,  fi>lglich  ist, 
1  well  bei  Z  rechte  Winkel  sind,  SZ^  czNS^^NZ^  z=:ixAC^-^iÄC^ 
'   zsilAC*,  oder  SZz=LlACS/h.    Daraus  folgt,  weil  CZsiTZz^^AC^ 
^  SC  =  lAC^S-^iAC  tsslAC(/5^^)  und  ST,  oder  SC  +  ^C., 
=  4^C/5  +iJrC  =  apC(i/5+ 1).      Also    SC(SC+AC) 
=  f^CH»^S—  1)  (|/5  + 1)  =5  iirfC»  (5  —  i)  =  ^C».     Hieraus  iolgt^ 
'  dafs  <^C  die  Sehne  .yom  fünften  TheiK  des  halben  Umfanges  ist. 
':'  Denn  weiter  oben  war  dieselbe  gleieh  AFsz  MB,  nnd  es  war  AC* 
=ijr+JO.AF.  Zieht  man  davon  das  vorige  u^C»  =3  ^C»  +  >C^5C 
ab,  so  findet  man  ot:sAF*'~SC*+AC(AP--'SC)z=z{AFSCy{AF 
+  SC'i^AC),    woraus  AF^SCbco,    also  SC:saAF^MB  folgt; 
so  da£i  also,  wie  behauptet» 'C^  die  Säme  von  {  des' halben  Umfan- 
ges isL 


\ 
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Nach  ($•  157.)  i«i  dasQuadratder  Seite  das  rfgdmSfsigen  5Ed[s 
gleich  der  Summe  dex' Quadrate  der  Seiten  des  reg<^lmafsigen  6£cki 
und  des  regelmäfsigen  loEcIcs.  Nun  ist  die  Seite  des  rcgelmäfsigeD 
öEcks  der  Halbmesser  Au,  und,  wie  vorhin  gefunden^  CS  die  Seile 
des  regelm^äfsigen  'loEcks :  also  ist  die  Seite  des  reg^lmäf9ig#*n  5  Ecks 
gIeiciiV(^«^'-f>^^*)'  und  dieses  ist,  weil  bei  C, rechte  Winkel  aiiid, 
gleich  JS,    Also  ist  JS  die  Sehne  von  ^  des  ganzen  Umfange«. 

d)  Da  man  nach  (8)  einen  beliebigen  Kreisbogea 
durch  die  grade  Linie  und  den  Kreis  hhlbiren  kao^r 
so  kann  man  terner  den  Umfang,  vermittelst  seiner 
Ilältte,  seines  Drittheils  und  Fänftheils,  in  4«  8.  lä^ 
32 ...  •   in  6,  ^A,  24,  48 ... .   und  in    lo,  20,  4o,  80  • .  • .  li h er- 

haupt  in  4^  in  3^si!^  und  in  6.2'*  Theile  theilen;  nnd  Ja 
I  —  ^=s^y  so  kann  man  auch,  vermittelst  des  Unter- 
schiedes von  I  und  j-  des  Umfanges',  ^  und  ^   des  Um- 

fanges  frnden,  und  folglich  dan  Umfang  auck  in  3»5.a* 
.  gleiche  Pheile  theilen. 

396. 

cc)   Den  JS^ittel-punct  einer  gegebenen  Kreislinie  zu 
finden^  xiehe  man  in  derselben  zwei  he  lieb  fge^  nicht  paralleU  Seh» 
nen'AB  un</ CO  (Fig.  196,)  und  auf  diese  Sehnen  nach  (5gi.  f,)  Per- 
pendikel ^\E  und  MFy  welehe  sie  haibire  n.     Der  jDureüciniUS» 
punct  M  der  Perpendikel  ist  der  Mittelpunet  der  Kreislinie,   Denn 
Alt  schrägen  Liftten   aus   allen  Puncten  des  Perpendikels  iUZ  nach 
A  und  ü  sind   gleich  lang  ($•  58.)  und  alW  schriee  Linien  sus 
Puncten  aufserhaln  ME^  nach  A  und  B,  sind  'ungleich  lang  ($.  65.)*, 
eben  so  die  schrägen  Linien  aus  allen  Puncten  in  und  anfsernalb  de^ 
Perpendikels  M'F ^   nacß  C  und  D.    Also  kann  der  .Mittelpunet  der 
Kreislinie  nur  in  den  Perpendikeln  ME  und  MF  liegen.    Folglidi 
liegt  er  in  ihrem  Durchschnitt  M, 

ß)  Nach  derselben  Regel  kann  man  durch  tu  gege* 
^ene  Punete,  z.  ß.  A,  By  G  (Fig.  196.),  eine  Kreislinie  zie* 
hen,  'Denn  die  graden  Linien  AB^  BG  und  GA,'  welche  die  sege- 
henen  Puncte  verbinden,  sind  Sehnen  des  gesuchten  Kreises.  ZidU 
tncn  also  auf  zwei. derselben  Perpendikel,  weiche  sie  halbiren,  so  ist 
der  Durchschnittspunct  dieser  Perpendikel  der  Mittelpunet  emer 
Kreislinie;  in  welcher  die  gegebenen  drei  PuHcte  liegen. 

y)  TVill  man^  um  den  Mittelp.unet^  einer  ge gebenen 
Kreislinie  zu  finden^  nicht^  wie  in  (cc.)^  die' grade  Linie  zs 
Hülfe  nehmen^  so  ziehe  man  aus  einem  hetiebigqp^  Punctß  A  der  ^6- 
gthenen  Kreislinie  (Fig.  197*)  mk  einem  beliebigen  Halbmesser  ABy 
welcher  kleiner  ist  als  der  Durchmesser  der  gegebenen  Kreislinie ,  und 
gröfser  als  der  vierte  Theil  derselben ,  eine  Kreislinie  BCDE  und 
mache  BC:=:  CD:==DE=;;  AB,  so  dafs  BCDE  ein  Halbkreis  und 
BAE  eine  grade  Linie  ist,  PVenn  F  der  Punct  ist,  wo  die 
Kreislinie  BCDE  die  gegebene  Kreislinie  schneidet  ^  so  ziehe  man 
mit  -dem  Halbmesser,  FE  aus  E  und  A  Bogen^  die  sich  In  G  sehneU 
den,  und  aus  G,  mit  dem  nenilichen  H,albniesserf  einen  Bogen,  der 
die  Kreislinie  BCDE  in  H  schneidet ,  endlich  mit  dem  Halbmesser 
ßH  aas  A  und  B  Bogen  ^  die  sich  in.  M  schneiden.  Der  Durch- 
schnitt M  dieser  Bogen  ist  der  Mittelpunet  der  gagebenen  Kreislinie» 

Bcnn  wegen  GA^  zzz  OE  =^  GH  isi  GHA  =  GAH  und  GAE 
=:GEAi  und  wogen  HAs=zAE,  AHGAssäAGE,  also  GAH^GEAi 
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and  wjefl  der  So&ere  Wink«!  GAB^GEA*^AGE  iit^  GABjslGAü 
+  JGE,  fülglicli  HAä=JGEssHGJ.    Nun  ist  BA=iHA,  Atn 

wie  GJ=GU;  also  iit,  nädhsl  HJBirzttGA,  ~zs  ^;  fi>lglich 
«Ind  die  DreiMke  fi^B  und  H<P^  ähnlich,  und  folglich  üt ^ 
=  ^,  oder  weU  GA  c=  J£»  u^H  s=  AE,  AH=:BAmd  BHzsBM 
ist,  ^  =  ^-    K»  ist  aber  AE:=±AF  und  ÄM=^7lif.    Alio  ist 

auch  'jp^^'TM'    ^^^6^^^^  '^'^^  ^''^  gleichachenlligen  Dreiecke  F^£ 

und  BMA  ähnlich  und  folglich  ist  MABzuMBAssAFEssAEF. 
Nun  ist  der  äufserc  WiDrkk\FAB=AFE  +  AEF^:tAFE=:2MAd, 
s)^  äst  MAFx^MAB.  Da.  nun  aufscrdem  ABz=2  AF  und  MA 
vsMA  ist,  so  ist  AMAB=z  t^MAF,  und  folglich,  yr^^AMB^MA, 
MFzszMA;  also  MA:=MB=zMF,  woraus  iipigt  da£i  JKT  dtt* 
Mittäpunct  des  gegebenen  Kreisea  BFA  ist. 

•  397- 

a)  Nae^  eiiiem  und  demselben  Puncte  einer  gege-: 
henen  graden  Linie  DE  (Fig.  I98.)  aus  zwei  g egebehen 
Pune  ten  A  und  "B  grade' Linien  zu  ziehen^  die,  mit  der 
gegebenen  Linie  gleiche  Winkel  ACD  ss  BCE  machen, 
ziehe  man  aus  einem  der  gegebenen  Punete^  a*B«  A,  nath(5^i.ci,)^  auf 
DE  die  senkrechte  AFG,  mache  FG  =iAFlund  ziehe  GCB  gräde, 
so  find  AC  und  BC  die  verlangtei0Linien ;  denn  wegen  AF  rs  FO^ 
PC  =2  FC  und  AFCzsGFC:=^  ist  AAFCaa  £i.GFC,  also  <?CF 
s  ^CF,  und  treU  die  Scheitelwinkel  GCF  und  BC£  gleidi  'sind, 
ACä  =  BCE.  ,  '  . 

ß\  Um  aui  zwei  gegebenen  Puncten  A  und  i  (J^is.igg,) 
'  grade  Linien  AC,  CO,  QP,  £M,  MB  zu  ziehen,  die  mit 
gtgebenen  graden  Linien  DE,  £K,  ,KQ,  OB  'gleiche 
Winkel  l^CA:=:OCF.,  COE  =  POK,  OPK  =  MPQ,  PMQ 
\B3BMRmacA«n,  ziehe  man  wieder y  aus  einem  der  beiden  ee gehe» 
fien  Punctep  z*  B.  A^aaf  die  erste  gegebene  grade  Linie  D£,  AFG- 
senkrecht  t  und  mache  GF=:s:AF;  Jerner  ziehe  man  aus  G  auf  die  . 
verlängerte  gegebene  zwßite  grade  Linie  KK,  GIL  sen)u-eeht  und 
mache  IL  st  Gl ;  sodann  aus  L  av/*  <?x«  verlängerte  dritte  gegebene 
grade  Linie  KQt  LHN  senkrecht  und  mache  HN=:LH:  eben  so  aus' 
N  at\f  die  verlängerte  oierte  gegebene  grade  Linie  QR».NST  senk^ 
recht  und  mache  ST?=NS  «.  /.  w.  Zieht  man  alsdann  FJVIB,  NPM, 
LOP,  GCO  und  AC  grade,  so  sind  tlie  PVinkel  DCA=s\5CE,  COE 
=POK,  OPKsaMPQ  ukd  PMQ  =  BMR;  denn  wegen  AFeszFG, 
FC^FC  und  AFCs^GFCa^Q  ist,  ^AFCz=:AGFC,  also  CCF 
==ACF^  und  weil  die  Scheitelwinkel  GCF  und  0C£  gleich  sind, 
DCAsz  OCE.  Ehen  so  ist,  wegen  GJ=:LL  lOz:=:lO  und  GIG 
=Ii/0  u.  s.  w. 

398-       . 

ec)  Aus  einem  gegebenen  Puncte  A  (Fig.  300.)  an  eine 
gegebene  Kreislinie  DFE,  deren  Mitteipua-et  C  ist, 
Tangenten  zu  zieh^Uß  heUbire  man  nach  (§,393^».)  AC  citB  und 
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zUh9  AB^B  mit  ä$m  Halbmesser  AB=rBC  eine  Kreislinie.  In  den  Vrnn^ 
ten  D  und  E,  in  welchen  dieselbe  die  ge'gebene  Kreislinie  schneidet^ 
hepühren  grade  Linien  AD  pnd. AE  hus  A  den  gegebenen  Krtis» 
Denn  JDE  Und  AEC  «ind  Umfaogswinkel  des  Kreises  JDCE  aber 
dem  Durchmesser,  und  fulgliob  rechte.  Also  stehen  AD  und  AE 
auf  den  Endpuncten  der  Halbmesser  DC  uQd  EC  des  gegebenem 
Kreises  senkrecht  und  sind  fo)g;ti€h  Tangenten  desselben  ($.  360.  Ij, 
die  durch  den  ge£;ebenen  Punct  A  gehen. 

ß)  Grade  Linien  DEC,  FGC,  MN,  PQ  (Fig.  20f.)  rs 
stiehen,  die  zwei  ge gebene  Kreise  zugleich  her ührt^ 
ziehe  man.  aus  den  JVlittelpuncten  der  beiden  Kreise  A  und  B  heUe^ 
higep  mit  einander  parallele  Halbmesser  ^  sowohl  auf  einerlei  Sau 
der  graden  Linie  ABC^  welche  die  J)/Iittelpuncte  verbindet^  ideÜB^ 
Blf  als  auf  verschiedenen  Seiten  äer,selben^  wie  AK,  BLi.  Durch  die 
Durchschnittspuncte  H,  I<  K^  L  solcher  Halbmesser  und  der  beidez 
Kreislinien  ziehe  man  grade  Linien  H^C  imJ  KC^L.  PT^o  dieselbem 
die  grade  Linie  ABC  durch  die  Kreis^IMiittelpuncte  schneiden^  mem» 
lieh  in  C  und  C| ,  treffen  auch  die  gemeinschaftlichen.  Tangemxen 
der  beiden  Kreise  die  grade  Linie  durch  die  Jüittelpuncte»  Man  darf 
also  nur  aus  C  und  C^,  nach  (^x.),  an  den  einen  Kreis  TangentenÜE^ 
CG  und  CiMy  CjP  ziehen  f  so  berühren  dieselben  auch  den  an» 
dem  Kreis.    Wenn  nämlich  AH  und  BJ  parallel  sind ,   so  sind  die 

Dreiecke   QAH  und   Chi    ähnlich.     Also   ist  ^  =?  ^1  ^^ 

AB  +  BC      JH     AB,^     -_  nr    •      Ti     w    *    j     k-ij^ 

— '-^T^ —  ^'^'bT^^'BC  '^        ^""  **y"  *^°*  Tangente  der  bciaai 

Kreise,  $9  sind  AD  und  BE  auf  ^'f  senkrecht  ($»  260.  III.)  und  folg- 
lich mit  einander  parallel«  X  sey^der  Punct,  in  welchem  die  Tan* 
eente  DE  die  grade  Linie  AB  durch  die  Mittelpuncte  trifft,  so  sind 

AX       JD 
die  Dreiecke  DAX  und   EBX  ähnlich.     Also   ist  ^==j^ 

'     AB+BX     AD     AB,         ^    ..  AH     AB  ^         , 

oder— y^^-eyg  =  5jf+u    Vorhin  war  ^  =  ^  +  1,  und 

die  Äalhmesser«^D,-^H  undB£^  B/'sind  gleich,  so  ^^^'Tv^oT^ 

also  ist  gv+  »  ^  BC"*"  *•  ^^^  ßJt^BC*  ^ö*'»"*^-^=2?^^^S*' 
Also  trifft  die  Tangente  DE  an  b^ide  Kreise,  die  grade  Linie  AB 
durch  die  MitteTpancte  in  dem  nfimlichen  Puncte,  wie  die  grade  Li- 
nie HIC  durch  die  Endpunctt  beliebiger  mit  einander  parallelen 
Durchmesser  AH  und  BI.  ^  Eben  so  verhält  es  sich  out  den  abdon 
Tangenten,  der  beiden  Kreise. 

399. 

»)  Zwei  Kreislinien  BFHA  und  BF^HiA  (Fig.  aoi.)  2» 
finden ,  welche  beide  durch  zwei  gegebene  Punete  k 
und  B  gehen  und  zugleich  eine  gegebene  grade  Lini*' 
"EiD^-  beruh  renf  ziehe  man  die  grade  ABDK  $  mache  Dft  =  DB» 
halbireAK  in  M,  ziehe  aus  M,  mit  dem  Halhmetser  MA,  den  Krsit 
KGAy  errichtt  in  D  das  Perpendikel  DG  auf  KA.  und  mache  FD 
szFjD  saGD,  so  berühren  die  gesuchten  Kreisjß  ^ie  gegebene  greJf 
'  Xini^K,  DE  tn  F  und  Fj  und  gehen  also  .durch  die  drei  Puncte  A^ 
B,  F  und  A,  B|  F^.    Man  kann  daher  ihre  Mittelpuncte  C  tusd  Qi 
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nach  ($•  396^)  finden  und  alsdann  dU  Kreise  ans  C  und  C^  mit  den 
iidlbmetsem  CA  und  C,  A  ziehen.     Weil  nemlich  DP  und   DF^  ' 
Tangenten  sind,  so  in  D2^  =  DFJ cz=  DB . D^  ($.  377.).    Ferner 
sind  in  dem  Kreise  KGA  die  rechtwinkliffen  Dreiecke  KDG  iind 
JDG  Iknlicb,  weil  der  Umiangswinkd  KGA^^  und  also  XGD 

B=^  — Dö^srÖ^DisL  Also  ist  §5  =  37*  oderGD»  =  JS:i?.D^, 

oder  weil  jKDsrDB  war,  GD^z=zDB.DJ.  Vorhin  warDF*  =  DFi 
GaDB.DAi  also  ist  DF=I>Fji=i>Ö. 

/?;  Z)«>  ireijZiniÄ  ABF  (Fig.  ao3.)  zufinden^  weiche 
durch  einen  gegeben  en  Punct  A  geht  und  zugleich 
eine  gegebene  grade  Linie  DC  in  einem  gegebenen 
Punct  B  berührtp  ziehe  man  die  grade  AB,  halbite  sie  üi  B, 
ziehe  in  K,  KM  au/Ai,  und  m.B,  MB  auf  DC  senkrecht.  Der 
Durchsehnittspunct  M  von  ME  und  MB  wt  der  Mittelpunct  des 
gesuchten  Kreises  ABF.  Denn  weil  AEÜ-r^MEB^Q  nnd  AR=^BE^ 
ME=zMEi  so  ist  AXli:M=  AB^M  und  folglich -rfM  =  i»/B.  Der 
Kreis  ABS,  welcher  durch  A  und  B  geht,  berührt  aber  DC  in  S, 
weil  zugleich  itfB,  in  B,  auf  «DC  senkrecht  ist. 

f)  Zwei  Kreislinien  AED  unJ  AIH  (Fig.  2o4.)  zu  zie- 
hen, welche  zwei  gegebene  grade  Linien  BP  und  BQ 
berühren  und  zugleich  durch  einen  gegebenen  Punct 
A  geheUf  der  innerhalb  des  Pf^inkels  liegty  welchen  die 
Linien  einschlief s en,  halbire  man  den  gegebenen  PJ^inkel 
FBQ»  ziehe  auf  die  hatbirende  Linie  BCC,,  aus  dem  gegebenen 
Puncte  A.  die  grade  Linie  AFG  senkrecht  ^  maclfe  GF=:FA  und 
suche  nach  (ec.)  die  beiden  Kreise ,  welche  durch  die  beiden  Puncte 
A  und  G  gehen  und  zugleich  eine  der  beiden  gegt;benen  graden 
Linien  BP  oder  BQ  berühren.  Diese  Kreise  sind  die  verlangten 
und  berühren  auch  aie  andere  gegebene  grade  Linie.  Die  Mittel- 
puacte  aller,  BP  und  BQ  beriihrenden  Kreise,  also  auch  die  Miitel- 
puncte  der  beiden  gesuchten  Kreise,  lief^en  nämlich  in  der  Jen  Win* 
kel  PBQ  halbirenden  graden  Linie. BCC^  (§.  266.).  GFA  ist  also 
eine  Sehne  und  BC  ein  Durchmesser:  also  steht  GF>^  auf  BC  senk- 
recht und  GF  ist  gleich  FA  ($.  265.  VI.). 

• 

^         d)    Zwei  Kreislinien  zu  finden^  welche   zwei  gege- 
hefte  grade  Linien  BDD,  und  BEE^  (Fig.  fio5.)  und  einten 

5e geoenen  Kreis  KRS  zugleich  berühren,  ziehe  man  mit 
en  gegebenen  graden  Linien,  tn  Entfernungen^  die  dem  Halbmesser 
MK  des  gegebenen  Kreises  gleich  sind^  Paralleleri  ¥G,   F^G^  und 
HI. ,  Fj  Ix ,  und  suche  nach  (ß.)  die  Mittelpuncte  der  Kreise  PMQ, 
P|MQ,  etc.^  welche  die  Parallelen  FG,  Hl  und  F,G,,  Fjlj  berühr 
Ten  und   zugleich   durch  den  ]Vlittelpuncf  M ,  des  gegebenen  Ki-eises 
R^  gehen.    Die  nemlichen  J^ittelpuncte  haben  die  gesuchten  Kreise, 
zoelche  BD   und  BE  und  den  Kreis  KRS  berühren.     Die  gesuchten 
Kreise  können  dann  aus  diesen  Mittelpuncten  gezogen  werden^  wenn 
malt  Hm  Halbmesser  um  KM  kleiner  nimmt.     Denn  z.  B.  der  ge- 
•achte  Kreis  DKE  beröhrt  die  gegebenen  graden  Linien  BD  und 
BE  und  den   gegebenen  Kreis  KRS^  wo  «uoh  der  Mittelpunct  M 
des  letztem , .  in  einer  mit  der  gesuchten    concentrischen  Kreislinie 
PMQ,  liegen  mag,  also  auch  dann,  wenn  M  in  den  Parallelen  FG 
oder  Hl^  also  in  den  Puncten  'P  und  Q  liegt,  in  welchen  die  Kreis-* 
linie  PMQ  die  Parallelen  FG  und  Bt  berührt.     Eine  Kreislinie 
^MQ,  wache  diese  Parallelen  berührt  and  sagleich  durch  den  Mit- 
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telpunct  des  gegebenen  Rreisei  geht,  hat  ^so  mit  der  Mmchten 
Kreislinie  DKE  den  Aflittel|>nBct  gemeinschaftlich,  und  ihr  Halbmet- 
ser  ist  um  KM  gröfser.  Ebtta  so  verhält  es  sich  mit  den  anders 
ersuchten  Kreislinien.  Liegt  der  Mitielponct  des.  gegebenen  Kreiics 
M  innerhalb  der  Parallelen  FiG^  und  Filj,  ao  giebt  es  Tier 
gesuchte  Kreise^  liegt  M,  yrie  in  der  Figur,  aw lachen  zwei  Par« 
idlrlen,  so  giebt  es  ihrer  nor  swei« 

c)    £1110  Kreislinie   zu   ziehen^  welche  drei  andere 
gegebene  Kreislinien  XJVW,  aßy  und  d$^  (Fig._x67.)  i*. 

•  rüliretp  ziehe  man,  concentrisch  mit  den  heiden  sröfsern  gsgeheaa 
Kreisen  ußf  und  Sitp,  die  Kreislinien  QHi  undDiF,  deren  Beün 
messer  mn.  den  Halbmesser  des  kleinsten  Kreises  IjyW  hl  einer 
sind»^  Femer  ans  dem  Mittelpuncte  A  des  kleinsten  Kreises^  inner' 
half)  f  Tangenten  AK  und  AN  an  die  beiden  andern  Kreise  GHI 
Und  DEF.     Sodann  mache  man  ACi'=AC,  ziehe  C^C»  mit  KN  par^ 

'   allel^  mache  ACjSsAC«  »  ziehe  C^C»  niit  KN  parallel,  und  muhe 
ACg  =s  AC4.«    Auf  deiche  Webe  mache  man  AT  gleich  dem  EeH^ 
inesser  CN,    ziehe  TT,    mit  KN  parallel,  mache  AT,  =  AT,  wod 
ziehe  TjTi  oiiV  KN  para/Züi.   Hierauf  ziehe  man  mit  dem  Halbmesser 
AT,  aus  Cf  eine  Kreislinie  FiMF,.    An  diese  Kreislitue   und  die 
gegebene  Ajreislinie   GIII    lege  man   die    Tangente  MI,   und  ziehe 
durrh  die  Berührungspunete  M  und  I  und  durch  A,  die  graden  XJ^ 
nien  AI  und  AM.    Der  Mittelpunct  X  eines  Kreises  AO&,  weither 
durch   die   b  eiden    Puncte  G   und  D  >    in   welchen  AI   und  AM  die 
Kreise  GHI  und  DEF  schneiden,  und  durch  den  Panet  Ageht^ist 
zugleich  der 'Mittelpunct  des  gesuchten  Kreises   p(\T  ^  ,welaUT  die 
drei  gegebenen  Kreise  VYW^  ocßy  und  St(p^  und  zwar  innerhalb 
berührt.      Den  Kreis ^   welcher  die  gegebenen  Kreise   aufserhalh 
berührt^  findet  man  durch  ein  gleiches  Verfahren^  wenn  man  damit 
anfangt,  um  B  ufid  C,  concentrisch  mit  ccßy  und  ^«p,  Kreise  zu  si#- 
heUf   deren   Halbmesser  um  den  Halbmesser  des  kleinsten  Kreises 
gröfser  \%ind,    statt  dafs  sie  vorhin   um  eben   so  viel  kleiner 
waren,     V/enn  nämlirh  LF  nnd  IM  paral! sie.  Tangenten  an  den 
gegebenen  IKreislinien  DEF  und  CHI  sind,  so  ist  en  Folge  (S-2(|0.) 

^  =  ^r.    Nun  war  AO^^ÄC  und  C^Ct  mit  ÄJ/  pafaUd,  sa 

dafs  die  De  eiecke  KJLl^  und  C%AC.  ähnlich  smd:  also  ist  -rxT='2?r 

*  AN     Aij-i 

AC  AK 

£=  -j^ ,  a Iso  ACt SS -jj^ .AC.   , Ferner  war  AC^  =  AC^  und  Cfi^ 

tpil  C1C2  parallel,  so  dafs  die  Dreiecke  Cj^AC^  und  G^AC^  ähn- 
lich sind;   also  ist  -j^  ==  ^jg*»   oder  -j^  =  -j^*    ^^  -^^4 

-i=—j^,<fölglich,  weil  AC^  ss-j^.AC  war,  AC^^^-j^^AC,  oder 

Zi&^Aih^   ^°^  war^C,=^C4,  also  ist  'J^=-Jfji-   ?J>en 

ao  ist,  vfutntk  man  ATz=:CN:=:CF  macht,  TT^  mit  KN  parallel 
sieht,    ATr  zsAT^   i^acht  und   T«  7\    mit  KN  parallel  sieht, 

^^=: J^;  alao,.weü JTs  CF  war,  wenn  mmC^MszAT^ nac,H 

C  IMT  '   AK^ 

"CF^^'  AIP*    Nun  tat  die  grade  Linie  MI  eine  Tangente  an  den 


t 
■ 
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Kr«*t5  lim  Cs  und  an  den  gegebenen.  Kreis  um  B;  f(if  stebjE  also 
aiif  den  Halbmessern  Bl  und  Cf  M*,  <}urch  die  Berdbrungspuncte^ 
senkrecbt.  Ist  nun  ILF  eine  mit  IVll  parallele  Tan^nte  an  den 
gegebenen  Kreis  um  C,  str  ist  auch  der  Halbmesser  CF  auf  JCF 
seukrecbtt   folglich  ist  alsdann  C^M  mit  CF  parallel.     Da  nun 

in  den  Dreiecken \^CF  und  AC^My  wegen  der  Parallelen  C^M  nad 
CF,  die  Winkel  bei  C  und  G5  ^teich,  und  die  Seiten,  wtifcbe  die 
gleichen  Winkel  einschliefsen,Glcichvielfacfie;  fulglich  sind  die  Drei* 
ecke  Ah &1  ich   und  ihre  V\^inkel  bei  A  sind  gleich«  so   dafs-^^  F 

und  ilf  in  grader  Linie  liegen,  und  -j-r  ist  gleich  ^--ttt  t  gleich  -jm» 
Da  nnn  diejenigen   parallelen  Tangenten  JLF  und  IM  an  dit 

•  jiyi    AK?' 

beiden  gegebenen  Kreise  um  C  und  U,    lür  welche  "7p^**"2ATä  W» 

SU  Folge  <ies  Sa^es  (§.190.)  die  Eigenschaft  haben  / da £1  ihre  Be- 
\  'ihrungspuncte  F  und  l  mit  den  Beruh ruogspuncten  D  und  <»  des 
.  x^\i^&  um  ^»  welcher  die  mit  den  zwei  gegebenen ,  aincentrischen 
ise  D£F  und  Olli  berührt,  uild  durch  den  Mittelpuoct  ^des 
iivifteu  f'eht».  in  graJer  Linie  liegen,  und  jetzt  F  mit  Jf  und  M  in 
fi  -ttt^er  Linie  liegt ,  so  sind  die  Beruhrungspuncle  D  und  d  die . 
D:<!t^schnittspuiicte  der  graden  Linien  AM  und  AI  mit  den  Kreisen 
Z}£F  und  GH/  und  der  Mittelpunct  X  d^%  gesuchten  >  die 'drei  g^- 
;;el  f!nen  berührenden  Kreises,  ist  der  MittelpuuQt  eines  Kreises  F^ü 
du.ch  D^  C?  und  A- 

400. 

TVenn  zw  ei  Seiten  AC  un^  BC  etne$  Vierecks  ADGB 
(F.i  .  r^o6.),  ferner  die  DiaBO^al  AB  an  diesen  beiden 
S^i^aUf  oder  auch  statt  inrer  der  fj^inkel  BCA^  wel* 
ehen  die  beiden  Seiten  e  inschliefsen^  desgleichen  die 
^  beiden  Winkel  ADC  und  BDC  an  der  andern  Biago» 
nalf  den  ge^eb  enen  Seiten  seg enüber,  ge'geben  sind^ 
und  man  soll  das  Viereck  finden,  so  teichne  man  mit  den 
gegebenen  Stücken  zuerst  das  Dreieck  ACB  und  lege  nach  (394.  <c») 
•an  die  gegebenen  Seiten  AC  und  BC  die  gegebenen  If^inkel,  ihnen 
gegenüber,  nemlich  GAE  =  CDA  und  GBF ^C DB,  suche  darauf 
nach  (590.  ß,)  die  Mittelpuncte  der  Kreise  P  ^nnd  Q,  welche  AE  und' 
.  BF  berühren  und  zugleich  durch  A  und  C»  B  ujid  C  gehen,  nemlic^ 
dadurch,  dafs  man  AC  in  G,  BC  in  H  halbirt  und  GP  auf  KQ, 
*HQ  Ä1//BC,  desgleichen  PA  ai^fEA,  QR  auf  FB  senkrecht  ticht^' 
^on  welchen  Perpendikeln  die  Durchschnitte  P  und  Q  de^  gesuchten 
Mittelpuncte  geben,  so  ist  der  zweite  Durchschnittspunct  D  dieser 
beiden  Kreise  die'  vierte  Ecke  des  Vierecks,  und  das  t>erlangte  Vier* 
eck  ist  ADBC.  Denn  jeder  W^inkel  im  Umfange  des  Kreises  um  P, 
^ber  der  $ehne  AC  ist  dem  Winkel  CAE  zwischen  des^  Sehne  und 
der  Tangente -i£  gleich  (§.275.  L),-  Also  ist  auch  CDA  i=  CAE.  Eben 
ao  ist  CDB  =  CBF.  Also  haben  die  Winkel  CDA  und  CDB  mit 
^lam  gemeinschaflllchen  Schenkel  CD  die  verlangte  Grö&ey  und 
folglich  ist  ADBp  das  gesuchte  Viereck.      t  '  • 

Durch  Rechnung  Li  diese  Aufgabe  in  (§.  58o.}  geloset* 
Fallen  die  Miaelpuncte  ^  beiden  Kreise ,  deren  Durchschnitt 
oen  gebuchten  Ptinct  V  giebt,  asusammen,  nemlich  .wenn  das  gesuchte* 


I 
t 


s 
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^8    Anhang.  Figur.  Zeichn.  in  d.  Ebene,   401402. 

Viereck  centrisch  nach  den  Ecken  ist»  la  Ufst  siek  aiu  den  €<sd>e- 
OCH  Stacken  das  gesuchte  Viereck  nicht  finden«  Man  sehe  aiick 
(S.  38o.  Anm.)« 


401. 

'er  e       ^ 

$0  l&f*t  sieh  zwar  einm  grade  Linie^  walcne   g;enaoj# 

IHnfßnM    des  KreiseSf    weder    durch 
noch  durch  Zahlen  und  Brüche  ees- 


Pf^enn  der  Durchmesser  eines  Kreises  gegehenist. 


lang  ist  als  der  üihfanf  des  Kreises^  weder  durch 
Zeichnung  finden^  noch  durch  Zahlen  und  Brüche  ees- 
drücken;  dagegen  aber  kann  man  durchZeiehnurt^,euf 
mancherlei  Art,  grade  Linien  /ip-denp  deren  JLäni» 
.  der  Länge]  des  Ümfanges  sehr  nahe  kommt, 

a)  Eins  der  leichtesten.  Mittel  ist^  dafs  man  die  Seite  AE  =£F 
^FA  (Fig*  $07.}  des  dem  Kreise  eingeschriebenen  regelmäfstM 
Dreiecks  und  die  Seite'  des  regelmäßigen  Vierecks  AB  ==  BC 
isCD=DA=£GF  in  eine  grade  iainie-AFG  zusammengesetzt,  Di* 
Sumsne  AG  dieser  Linien  ist  nur  um  etwa  den  2l^ten  Theü  des 
Halbmessers  von  der  Lange  des  halben  Kreis  •  Umfangs  verschit" 
den.  Denn  da  der  Ümfangs  -  Winkel  jiBC  ein  rechter  nsd  JB 
=  BC  ist,  so  ist  AB^  4-  BC«  =  ^C%  also  JB^  =  J^C»  =  4  UJ^ 
ssfi^iH*  und  jiBz=iFG=:JM}^2.  Da  auch  der  iJmfan^s- Winkel 
JEC  ein  rechter  ist,  so  ist  JE*  oder  EF^^AC^^EC^  =s4AÄI^ 
^EC^,  und  da  EC=:AM,  £JP  =  4^iH»  — ^iKr»3=3-^JW*,  also  iE'i^ 
z=:AMf^5i  folglich  ist  FGszAMif/^SL-^^g).  Nun  ist  /3=i,4i42i56 
und  /3  ==1,7320508;  also  AG=zd,i^626UAM,  Der  halbe  UmfaDg 
ABEC  ist  gleich  |rs..u^ikr=3,i4i^g26  AM.  Also  ist  AG  nur  um 
0,0046718.  ^M,  oder  um  etwa  den  2i4ten  Theit  des  Halbmcssen 
yon  der  Länge  des  halben  Umfap ges  verschieden. 

J9)     IJoch  genauer  und  ebenfalls  Jtehr  leicht  findet  man  mas 
e  Linie  ^   die  so  lang  ist  als  ein  bestimmter  ^Tkeil  des  Kreis- 
Jm Fanges,  durch  Zeichnung,  auf  folgende  ff^eise»    Man  nehme,  uis 
90rnin,  AH  =  HE=:EC=:  dem  Halbmesser  AM,  beschreibe  mit  dem 
Halbmesser  AEssCH,  aus  A  und  G  Bogen,  die  sich  in  I  schneide» 
und  aus  H  mit  dem  Halbmesser  HI  einen  Bogen  IK,  der  den  Kreis* 
ümfqng  in  K  schneidet,  so  komme  die  Länge  der  Sehne  AK  der 
Länge   des  vierten  Theils  AHB  vom  Kreis -Umfange  sehr  »i^» 
Die  Lunge  der  Sehne  AK  ist ,  wenn  man  den  Halboiesser  ^ich  i 
setzt ,  gleich  1,57119969  die  Länge  de^  vierten  Theils  vom  Krds- 
Umfange  ist  1,5707663;  also, die  Sehne  nur  nm  o,ooo4335,  oder  um 
etwa  j^^  des  Halbmessers  langer.    Man  findet  diese  Zahlen,  venn 
man  aus  den  beiden  Seiten  AH:=2 1  und  ^/=r^£  =  |/3  des  Dreie«^ 
Hi^/,  nebst  dem  eingeschlossenen  Winkel  HAI^HAM-^IAM^  die 
Seite  H/=JfÜL  berechnet,  und  die  zu  der  Summe  der  WiivKel.^itfH 
nnd  HMK  gehörige  Sehne  AK  nimml^ 

■ 

402, 

Zu  finden,  wie  oft  eine  ge  gehene  >grade  Linie  AB 
(Fig.  208.)  in  einer  andern  CD  enthalten  ist^ 

Erste  Art,  Man  versuehe,  wie  oft  sieh  ABsssCEssEF  vo» 
der  Linie  CD  wegnehmen  lafst,  bis  ein  Rest  FD  bleibt,  der  klu* 
ner  ist  als  AB ;  es  geschehe  z«  B,  amal.  Hierauf  versuche  man,  wie 
oft  sieh  dei-  R^ st  FD  z=z  CG  =.GH,  umgekehrt  von  der  Linie  AB 
SS!  CS  W0gnehmen  lafst;  bis  ein  Rest  HE  bleibt,  der  kleiner  ist  ah 
AB;  es  geschehe  wiederum  2maL    Man  versuche,  wie  oft  sich  d*r 


\ 


f  J 
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neue  Rest  HE  Don  dem  vorigen  Rest  FDe:CG  wegnehmen Jafst, 
bis  ein  Rest  IG  hleibt^  der  kleiner  ist  als  HE/  es  geschehe  imaL 
Man  versuche  wie  oß 'sich  de/  neue  Rest  JG  von  dem  vorigen 
Rest  HE  =  CI  wegnehmen  l'dfst^^is  ein  Rest  bleibt,  der  kleiner  fst 
als  IG,  welches  5mal  seyn  mag;  und  so  imm€rfoH:  so  kann  man, 
so  genau  als  man  will,  finden,  "iriV  oft  AB  in  CS>  enthalten  ist» 

In  dem  Beispiel  iit 

CD=zaJB+FD 

AB^ifFD^HE 
FDzsziHE  +  IG 
HE=z^IG+Ml  n.  B.  w. 
Ist  der  letite  Re»t  MI  so  klein,  dafk  man  ibn  weglasten  kann, 

90  findet  maiiJG=^,  alÄoFDs=H£+^  =  HE(i  +  |)  unj 
flE=:FD,-i-r»  folglich  JB=:aFD  +  fD — ^=FD 
nnd  FD=zJB.— — - 


,  folglich  CD  =  9AB  +jiB . 


■(.'*tW 


a  + 


1+1 


So  findet  man  in  Zahlen,  <nrch  einen 


Ketten brnch  ausgedrflckt,  wie  oft  ^Bin  CD  enlhalten  ut.  Man 
kann  daraus,  zufolge  Rechenkunst  ($.171.)»  «»cb  gewöbnlicheBrücne . 
in  den^  kleinsten  Zahlen,  finden,  die  das  nenlliche  audrflcken. 

Sta^  jedesmal  den  neuen  Rest  von  dem  vorigen  wcgaunahmen, 
kann  man  auch  alle  Reste  von  der  nrspräp glichen  Lime  weg- 
nehmen, weliches  ebenfalls  Brüche  giebt,  die  das  verlangte  bezeichnen. 

Zweite  Art.  Man  theüe  die  eine  der  beiden  zu  ver^ei- 
ehenden  Linien  z.  B.  CD  (  Fig.  ao8. )  in  eine  beliebige  Zahl 
gleicher  ^heile^  z.B.  in  10  gleiche  Theile,  auch  ^wohl  den  ersten 
"oder  letzten  dieser  Theile  wiederum  in  eben  so  viele  Theile^  und  SO 
Jemer,  bis  dU  Theile  so  klein  sind,  dafs  sie  sich  nicht  unmittelhtü' 
weiter  theilen  lassen.  Gesetzt  CK  ea  KG  etc.  (Fig.  aog.)  sey  einer 
der  letzten  oder  kleinsten  10  Theile,  so  errichte  man  auf  CD  dwreh 
die  Theilungs^Puncte,  Perpendikel  CE,  KF,  GH  etc.,  ziehe  mit  CD, 
in  beliebigen  gleichen  Entfernungen  CM  ==  MN  etc.  von  einander^ 
Parallelen  Mlrf,,  NN^  «tc  und  verbinde  die  auf  einander  folgenden 
TheilungS'Puncte  von  CD  und  der  äufsersten  Parallele  EL,  durch 
grade  Linien  KE,  GF  etc.,  so  geben  diese  Linien  KE,  QF  etc.  noch 
sichtbare  Unterabtheilungen  des  kleinsten  TheiUCKvon  GD,^4«r 
sich  an  sich  selbst  nicht  jtveiter  theilen  Uefs;  denn  z.  B.  der  Th«l 
MjMj,  Welchen  die  Linie  EK,  mit  FX,  von  der  Linie  MM.  ab- 
.  schneidet,  ist  der  loteTheil  von  CK=:EF,  wenn  £C  durch  ««Pgf- 
aWelen  in,  10  gleiche  Theile  getheilt  wirdj  ^aJ/,  ist  Ä  ▼»n  CKi 
u.  a.  w. 

Die  mit  CD  parallel  gemessenen  Entfernungen  von  Pnnclen  iä 
den  beiden  Linien  EK  und  FK ,  welche  zwischen  zwei  auf  einander 


gieicn  der  mit  CD  parallelen  t.inie  -xr  (r]g.20Q.)>  una^o  »c  «»«v* 

isRS.  so  ist  AB=z  ra+<yr+Ä(Ä/^-*n==J*^^+A<^* 

+ xfe  CX  =  4,53CÄ  =:  o,455  CD. 
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lan,  statt  der  gegebenen  Liaie  CD,  die  Einheit  dea 
lafses  so  ein,  wie  CD,  so  heifst  die  Figor  verjüng- 


Theilt  man 
Läntfenma 

ter  Maafstab,  und  da  man  nun  dadurch  finden  kann,'  wierrel 
Theile  )ede  beliebige  Linie  von  der  Einheit  des  Maafses  enfha.t,  so 
kann  man  aach  die  Lünge  beliebiger  LiniezI  auf  diese  We.se  mit 
einander*  Tergleichen* 

Dritte  Jrt,     Jttan  theile  die.  eine  von  den  beiden  gegehmee 
Linien^  z.  B«  CD,  in  eine  beliebige  Zahl  gleicher  Theilef  z.  S»  m  lo 
Theile,  u>ie,'(¥if^.  2\0.),  verlängere  sie,  mit  gleicher  TheilungfteA 
DK ,  und  le^e  die  andere  Linie  AB  aä  die  eingetheilte  Umte,  wni  , 
zwar  einen  %ndpunct  der  einen  Linie  an   einen  EndptmCt  der  sn- 
dern,  z,  B.  A  an  C*     Der   andere    Endpunct  B  von  AB  Jalle  in  E, 
SO  kommt  es  nur  darauf  an,  die  Zwange  FE,  vom  nJeeheten  TheÜKegi- 
Punct  F  der  Linie  CU,   bis  an  E,  zu  sehätzen:   denn  AB  ist  glnik 
FE  +  CF ::;: FE  +  ^ffCD.     Diesen  Theil  FD,  zu   messen,   iheile  man 
eine  dritte  Linie ,' welche   so   lang  ist  als   eine  beliebige  Zahl  von 
gleichen  Theilen  der  Linie  CD,  z,  B^  die  Linie  MNrrCG»    teelcAe 
y  Zehntheile  von  CD  enthält,  in  einen  Theil   mehr,  oder  in  ei- 
nen Theit  weniger,  also  in  8,  oder  in  6  gleiche  Theile.    Man 
lege  die  dritte  Linie,  mit  einem  ihrer  Endpuncte  M»  an  den  Panet  E 
der  Linie  CD.  ■   Trifft  alsdann  irgend  ein  Theilungs  m  Punct  der  Li" 
MN  grade  mit  irgend ^einem  Theilungs •  Pftnete  der  Linze  CD,  oder 
ihrer  Verlängerung  zusammen,,  z,  B,  P  mit  h,  so  dafs  MP=£L,  so 
läfst  sich  die  Länge  FJE  bis  auf  Bruththeile  von  Qu  schät^en^  deren 
Nenner,  wenn  CG  fit  n  Theile  und  MN  =  CG  £n  n  -f-  i    TheiU  g#- 
theilt  Würden,  n(n  +  i)  ist,' also  bis  auf  Theile  die  viel  kleiner  skd 
als  die  von  CD.    Weil  nemlich  MN  =^  CG*seyn  so.U ,  so  gehea.  n 
Tbeile  von  CD  auf  n  +  i  Theile  von  MN;  iulgüch  enthält  jeder 

Theil  von  CD,  ilti  ==  i  +  i  Theile  von  MN,  und  jeder  Tbeü  v« 

n  n 

CD  ist  also  um  -^  eines  Theils  MQ  von  MN  gröfser,  als  jeder  Theil 

von  MN^  Fällt  also  2.  B.»  wenn  man  71^  in  £  legt^  P  in  X,  m 
ist  die  Länge  CD,  von  C  an  bis  zum  u&cbst  vorhergdi^nden  Tfaei- 

longsponct  D,  um  DDt=:-^  il^()  kitrzer  als  CD^,  die  Lin$e  CA 
om  liki=::^Mg  kürzer  als  Cil„  die  Länge  CS  um  SSi=2^MQ 
kürzer  als  CS^,  die  Länge  CG  um  CGj^z-^MQ  kürzer  als  CG, 

aie  I4nge  CB  mh  HH^ss-^  MQ  kürzer  als  CHj,  und  endlich  m> 

ß  '  - 

Länge  CF  um  FM^—MQ  kürzer  als  die  Länge  CM;  nifd  da  nur. , 

tiach  der  Voraussetzung  M^  in  £  fiillt,  so  ist  FM^  =  F£  und  fü.§- 

6  MN 

tick  das  gesuchte  F£  =  *- M(>.    Nun  war  JfW(>=c-— — ,   also  ist 

ß  ' 

MN,  to  dafs  man  also  FE  bis  auf  n(»  +  i)  Theile 


•FE:iz  - 

des  beliebigen  Stücks  MN  von  CD  genau  findet.  Zu  der  dritten 
Hfllfslinie  31^  kann  man  wieder  die  Einheit  des  Maai'ses  neb- 
men/od^r  wenigstens^  CD .ia  Theile  theilen,  ^'e  in  der  Einheit  des 
Maaises  aufgehen;  '     /' 


)'■ 


y 
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"  B^ftonJert  i^l  diese  Art,  kleinere  Theile  einer  LSnge  zu  messen, 
lei  der  Aüsi^essung'  von  Kreisbogen  oder  Winkeln  gewöhn- 
lich. VVenn  man  z.  B.  x4|  Grade  oder  29  halhe  Grade  in  5o  Theile 
iheilt  und  einen  beweglichen  Bogen  macht,  der  mit  den  5o  Tbeilen 
an  einen  in  Grade  getheilten  Rand  öder  Limbos  eines  Kreises  her- 

feschoflien  werden  kann,  ko  läfst  sich  dadurch  ein  beliebiger  Bogen, 
is  auf  den  figxSoste^  Theil  von  den  29  halben  Graden  oder  bis' 
auf.  den  Sosten  Tbeil  von  einem  halben  Grade,  also  bis  anfeine 
IVfinnte  messen.    Ein  solcher  Bogen  heifst,  nach  seinem  Erfinder, 
Nonins  oder  Vernier. 

403.        '     ^ 

tt)  Ein  Qnadrat  AC  (Fig.'ali.)  znfind^n^  v>0lehes  so 
grojs  ist  €US  ein  gegebenes  Rechteck  AF,  setze  man  die 
eine  Seite  AR  des  RechteckSf  in  grader  Linie,  an  die  andere  anstO' 
fsende  Seite  AG,  nendiek  tnAÖ,  halbireAG  in  M,  ziehe  ^^npalh" 
kreis  HBG  und  verlängere  AE  bis  in  B,  anöden  Umfang  des  KreU 
sesp  so  ist  AB  die  S^ite  eines  Quadrats  AC,  welches  so  grofs  istp 
als  das'  gegebene  Paumllelogramm^AF,  Denn  die  rechtwinkligen 
Dreiecke  ^ütB  ondB^G  sinif  ähnlich/  weil  HBG=zq^  also  IIBA' 

:=iQ^ABGzsAGB  ist     Also  nt  ^=3!.  and   folglich  AB^ 

:±AH.AG^=AE.AGi  und  da  nun  AB^  den  Inhalt  des  Quadrats 
ACy  AE.AG  den  Inhalt  des  Parallelogramms  AF  ausdrückt^  so  ist 
d^s  Quadrat  AC  so  grofs  als  das  Parallelogramm  AF. 

ß)  JVill  man  «znQntdrat  zeieknen,welehes  so  grpfs 
ist  als  ein  beliebiges  Parallelogramm  AK>  so  darf  man 
nur  statt  der  Seite  AI  die  Höhe  AE  des  Parallelogramms  am  d^ 
Grundlinie  setzen:  das  übrige  Verfahren  bleibt  das  nämlichem 

f)  Verlangt  man  ein  Quadrat  AC^  welches  s.o  grofs 
istj  als  ein  gegebenes  Dreieck  AI^G,  so  stttzä  man 'die 
halbe  Hohe  PNssLP  des  Dreiecks,  in  AH,  an  seina  Grundlinie, 
und  verfahre  vde  vorhin.  Denn  das  Dreieck  ALG  ist  so^  grofs 
als  das  Rethtefk  ÄF  von  gleicher  Grandlinie  und  dei*  halben  Hölfe 
des  Dreiecks.    ■ 

S)    Verlangt  man  ein  Quadrat,  welches  se  grofs  isi 
als  eine  belieoige,   von  geraden  Linien  ums ehlossena 
Fi^ur  ABCDEFG  (Fig.  ftiA.)^  so  darf  man  nur  erst  ein  Dreieck 
von  gleicher  QrÖfse  sumen,  ^  Man  ziehe  z.  B.  AH  mit  der  Diagonal 
GB  parallel  und,  verlängere  BC  bis  in  II;  so   haben   die  Dreiecke 
ABG  ttn</.HBG  gleite  Grundlinien  GB,  und  zwischen  den  Par- 
allelen KB.  und  &B,  gleiche  Hohe,     Sie  sind  also  gleich  grofs,  und 
folglich  ist  auch  das  Dreieck  GUC  so  grofs  als  das  Viereck  GABC. 
Man  ziehe  HI  mit  der  Diagonal  GC  parallel,  so  haben  die  Drei» 
Mke  GHC  und  GiC  gleiche  Grundlinien  GC,  und  twisehen  den 
Parallelen  Ht  und  GC  gleiche  Höhe  und  sind  folglich  gleich  grofs, 
f    Mithin  ist  auch  dat  Dreieck  GID  so  grofs  als  das  Viereck  GHCD« 
und  folglich  so  grofs  als  das  Fünfeck  GABCD.     Fährt  nyin  sofort, 
>    so  ünn  man  ein  Dreieck  finden  ,  welches  so  grofs  ist  als  die  gege» 
I   hene  vielseitige  Figur  ABCdEFG.  Sucht  man  alsdann,  t^at^  (y),  ein 
:    Quadrat,  toelches  so  grofs  ist  als  das  Dreieck,  so  hat  man  auch 
•in  Quadrat,  welches  so  grofs  ist  als  die  gegebene  Figur. 

Bf  an  tacaont  auch  dergleichen  Vcriahren,  Figuren  zu  zeichnen, 
welche  co  grofs  sind  als  andere:  die  gegebenen  J^iguren  \tv» 
Wandeln^  n 


5l2      Anhang.   Figur.  Zeickn.  in  d.  Ebene»      404. 

Di«  Verwand  ei  nng  der  Figoren  dorch  Zeicfammg,  nm  etwa 
den  Inhalt  einer  gegebenen  Fi^r  an  der  Terwandelten  einfacheren 
Figur  leichter  berechnen  au  können,  sind  nie  rathsam«  weil  man 
durch  die  verwickelte  Zeichnung  auf  dem  Papiere  an  aehr  an  der 
Genauigkeit  verliert;  auch  sind  sie  schwerlich  jemals  nöthig«  weil  za 
der  Berechnung  des  Inhalts  einer  gradlioigtn  Figur  nnr  die  erstea 
Elemente  der  Kechenkunst,  nemlich  das  Multipliciren  von  ganzea 
Zahlen  und  Brächen  gehört.  Es  ist,  um  den  Inhalt  einer  Fi^r  za 
finden  V  immer  bess'er,  dieselbe  nach  ($.  i8S.)  in  Dreiecke  aa  thoiles, 
GrundliDien  und  Höhen  der  Dreiecke  auf  einem  verjängten  Bfaafr 
Stabe  au  messen,  und  danach  den  Inhalt  in  Zahlen  an  bereclinen. 


404. 

a)  Ein  Quadrat  zu  finden^  welches  so  grofs  ist  m/s 
zwei  oder  mekrete,  b,eliebige  andere  Quadrate  zu» 
sammengenommenf  setze  man  erst  auf  die  Seite  AB  des  etmeu 
Quadrats y  reehtwinkligy  und  durch  den Endpunet  ders^lben^  dk 
ieite  BC  eines  andern  Quadrats  y  so  ist  die  Hypothenuse  CA  des 
rechtwinkligen  Dreiecks  ABC  die  Seite  eines  Quadrats^  welches  so 

S'ofs  ist  als  die  Quadrate  über  AB  und  BC  zusammengenommen* 
enn  es  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreieck  ^BC,  AC*  es  AB*  -fBC". 
JM^an  setze  von  neuem  die  Seite  eines  dritten  Quadrats  CD  reeAt" 
winklig  auf  CA 9  so  ist  die  Hypothenuse  AD  die  SnU  eines 
Quadrats^  welches  so  grofs  ist,  als  die  Quadrate  über  AC  aad  CD, 
und  folglich  so  grofs^  als  die  drei  Quadrate  Über  AB,  BC  oad  CD 
zusammengenommen  11,  j«  w, 

ß)  Ganz  auf  dieselbe  Weise  kann  man  eine  Tigur 
finden^  die  so  grofs  als  mehrere  heliebige^^\Ltk\\c\% 
Figuren  zusammen  genommen,  und  ihneji  allen  ähnlich 
ist.  Denn  der  Inhält  ähnlicher  Figuren  und  die  Quadrate  ihrer 
Seiten  sind  Gleichviel  fache  ($.  2o5.)*  Eine  beliebige  Seite  derfenigas 
ähnlichen  Figur,  welche  so  grofs  ist  als  alle  die  gegebenen  ähn- 
lichen Figuren  zusammengenommen,  wird  alsb  eben  so  gcfuDdea^ 
als  wepn  die  Figuren  blos  Quadrate  über  diesen  Seiten  wären;  ülg^ 
lieh  nach  {cu),    > 

y)    TVenn  die  Quadrate,  oder  die  ähnlichen  Fig*'~ 
ren,  deren  Summe  man  in   eine,  ebenfallt  ähnliehe  ri" 

für  zusammenziehen  will,  gleich  grofs  sind,  also  wenn 
lofs  eine  ähnliche  Figur  gesucht  wird,  die  2,  ^,  4  etc; 
mal  so  grofs  ist  als  eine  gegebene  Figur,  so  kann  man 
auch  die  Seiten  der  gesuchten  Figur^  ohne  Hülfe  der 
graden  Linie,  blos  durch  den  Kreis  Finden,  Man  he* 
schreibe  mit  der  Seite  AM  (Fig.  2i4.)  der  gegebenen  Figur,  um  die 
ähnlich  liegende  Seite  der  mehrjach  grÖfsejen  Figur»  zu  finden^  eSt 
Halbmesser,  einen  Kreis  und  maclie  AB  =:  BC  2=  CD  =  DE  ==:  BF 
=  FA  :=  MA,  Man  beschreibe  femer  mit  dem  Halbmesser  AC=s  BDv 
aus  A  und  D,  zwei  Kreise,  die  sich  in  G  und  H  schneiden,  sodann 
aus  C  und  £,  mit  dem  neml/chen  Halbmesser,  zwei  Kreisbogen^  die 
sich  in  1  ^schneiden»  Ferner  mit  dem  Halbmesser  MG,  aus  A  itfuC 
D,  Kreisbogen ,, die  sich  in  JL  und  P  schneiden  y  und  endlich  aus  A 
und  L,  mit  dem  Halbmesser  AM,  Kreisbogen ,  die  sich  in  K  schnei*^ 
den,  so  ist  « 

MG» 


4o4-  Verwandlung  der  Figuren.  5l5 

•  I 

•  «I 

»                               MG»  =  äAM«  ,  Br»    =    7AM* 

^AC»   =5  AM«  #     Gm=t=    8AM« 

5                               AD*  ite4AM'  Ar    =:    qAM» 

2                               DK}    =?:  5  AM*  Kl*    a  10 AM* 
t                      /        Gl*    c=6AMV 

?  denn  fn  dem  rechtwinkliVn  Dreieck  JCD  ist  CD=sJM  und  ^D 

■     =  siilM,  aUo  AQ*  =  4^M*  —  ^ifcf*  sa  5^7H*.    Ferner  i»t,  weil 

'    AGz=iAC  seyn  %o\\,  in  dem  reditwinklisen  Dreieck  AMG^  MG^ 

-    CS  AG^  —  ^3f»  =  3^M*  —  AM^  =  a^Jtf*.     Femer  ist  AD^ 

'    cs4itf^f*.    Ferner  ist  in  dem  rechtwinkligen  Dreiecke  KAD^  KD* 

.  =-rfA:*+^D»  nnd  weil  AK^AM,  KD^=:^AM*+AM*=:SA]PP. 

Femer  ist  MO  =:  OD,  «Iso  weU  01^  QA,  Dl  es  AM  nnd  ilf/ 

= %AM,  fplglich  wegen  ÖJ*  s  CM»  +  m»,  Ö/*  saa^Af«  +  4-rfil^ 

=r  6^M*.    Fernem  ist  Ali  z=zlAM^  al«}  ÄÄ»  ta  ilM»  —  |^M« 

s|^M*  und  Rl:sz2lAMy  also  A/*  ss  S^^M ' ,  mithin  BP  oder 

:     BÄ*  +  Ä/*  =  7^^n.    Ferner  war  M&  =  ft^M*  und  GH  ist 

gleich  2GM.    Also  ist  GIP=2(2AM)*  es  8^7l!P.    Ferner  ist  AI 

'    tszSAM,  also  AI*  =  g^ilf*,  und  endlich  ist,    wegen  KH  s  AM^ 

'    JKi*  ==  Q^M*  +  AM*  :=  lo^ilf^.    Pie.  Quadrate  Ober  den  Linioi 

MGi  Je,  Ap,  DK.  Gl,  BI,  GH,  AI  nnd  KI  sind  also  d,  5,  4, 

5  ,  .  •  •  10  mal  so.grofs  als  das  Qaadrat  Aber  der  LtmitAM^  nnd 

da  die  Inhalte  beliebiger  ähnlicher  Figuren  nnd  ^t  Quadrate  Über 

'    ihnlichliegenden  Seiten  Gleichvielfeche  sind»  so  sind  aogleich  MG, 

AC,  BD  etc.  die  Seiten  ähnlicher  Figuren,  welche  3,  5,  4  etc.  ma!grd- 

fser  sind  als  die  gegebene  Figur,  mit  der  ähnlichliegenden  Seite  AM» 

I  Mit   den  ohiggnq  Linien  kann   man  auch  alU  gr  Öfteren 

[•  Vielfachen  finden.  TVenn  s.  ß.  ebne  3i  mal  gröfsere  Figur  ah  die  - 
mit  de»  Seite  AM  verlangt  toird,'  so  nehme  man  AM  €  mal,  toeU 
ches  eine  36  mal  gröfsere  Figur  gehen^ würde,  üehe  einen  Kreis 
PQRS  (Fig.  2i5.)»  dessen  Durehmesser  6AM  Ui.  Man  mache  IM 
=:  QR  =  RS  dem  Halbmesser  gleich'  und  setze  ^  die  Linie  jjfni 
(Fig.  2\^,),  welche  eine  36  —  5i  =  5  mal  gröfsere  Figur  gieht  von  ß 
nach  Z,  SO  ist  PZ  die  Seite  der  5i  mal  gröfseren  Figur;  dann  da 

^  PS*  =  ^AM*,  ZS  GS  SAM*  nnd  das  Dreieck  PZS  rechtwinklig 
iit,  so  ist  PZ*  CS  56  AM*  -.  SAJPP  =  5iA]^.    Da  die  Quadrate 

'  bis  36  um  nicht  mehr  als  1  +  10  verschieden  sind,  so  kann  mad  mit 
den  obigen  so  Vielfachen  alle  YielDichen  bis  aom  36fachen  finden 
und  mit  diesen  Vielfachen  findet  mpn  die  lolgenden  gröliiem  YM" 
ÜMJie  anf  eine  ähnliche  Weiae  weiter. 

d)    Die  Seite  eines  Quadrats  oder    einer  heliehi'' 

gen  andern  Figur,  derenlnhalt —  mal  so  grofi  ist,  als 

der  Inhalt  einet  gegebenen  Quadrate  .oder  einer  an* 

dem,  , der  gesuchten   ähnliehen  Figur ,  kann  mänwiO' 

folgt  finden^    Die  Seite   des  gegebenen  Quadrats  oder- der  ge» 

I  freuen  Figur  sey  AG  (Fig.  si6.),  so   theüe   man  AG  in  m  gleiche 

Theile  und  mache  in  der  graden  Linie  CAB^  AB  gleich  n  solcher 

,    ^t^>  haUfire  BG  in  M,   zUhe  den  Halbkreis  BDG>  errithte  AD 

i    «v/BC  Sit  A  senkrecht,  mache  A£=AD,   ziehe  unter  einent  belle* 

biMen  f^imkel  FAE  die  grade  AF,  mache  AFcsAC,  ziehe  die  grada 

\rE  und  mit  ihr  durch  C  parallel,  die  grade  QC;  so  ist  AG  die  ahn- 

.Utk  Uegende  Seite  der  gesuchten  Figur,  deren  Inhalt  —•  mal  der 
Cnlle's  Geometrie.  33 


5l4       Anhang.    Figur.  Zeichn.  in  d.  Ebene.      405. 

Inkaii  d»r  geg6bitt€n '  Figur  ist.     Denn  wegen  —  =:  —  ist  JB] 
.  ^ — *JC,  und  wtll  in  den  ähnlichen  rediiwinkh'gen  Dc^eckcn  BAD 

■  abo  JDss4E'=JCi/—.    Nim  sind  die  Dreiecke w/GC  xmi  JFE, 
wegen  den  ParalleXen  GC  xmi  FE,   ähnUch;    Also  ist  'yp^'m  j 

folglich,  wea^£?=^C j/~  und ^FprJC  ist,  --^=r^.  «fcr 
,   j/^c:^^  aUo^G=^C|/^,  oder  ulC»  =  ^irfC».    Das  ^ 

drai  und  folglich  auch  eine  beliebige  Figur  über  AG  ist  .also  —  mal 

n 

SO  gro(s  als  ein  Qaadrat  oder  eine  ähnliche  Fignt  Über  AC^ 

405. 

Eine  Figur  zu  zeichnen^  die  einer ßsgeisnen  ^rad» 
linigen  Figur  gleich  ist^  ziehe  man  durch  alle Etken  A,  B, €> 
D«.  •  •  (^ig*  217O  ^^r  gegebenen  Fisur,  parallele  grade  Xini««,  lo  . 
sind  alle  Puncte  in  diesen  Parallelen ,  welche  f  wie  Aj  ,  B( ,  Cp 
D|«  •  .  .  .  von.  Ay  B^  C,  p  .  .  .  .  gleich  weit  entfernt  sind^ 
sa  nämlich  daft  AA,  =  BB^  =  CG(  =3  DD^  etc,  ist,  die  Ecken  ebitr 
der  Figur  ABCD  •  •  .  •  gleichen  Figur  A^B^C^D,  .  ,  •  .    Dcibl 
AAiBB^^  BB,C€i,  CC^VDj^  etc.  sind  Parallelogrammt,  folglidi 
ist  AjBj  =  AB^  B.Cj  =:  BC,  C^Di  ess  CD . . . .  desgleichen  ist  A,B^ 
mit  AB^  BjCj  mit  BC ,   C^D^  mit    CD  etc.  parallel;    also  tiad 
auch  die  Winkel  AiB^C^,  J^i^i^x  ««c.  den  Winkeln  ABC^  ECB 
etc.   gleich;    mithin  sind  alle  Seiten   und  alle  Winkel    der  Figur 
AiBfCiDt,.  , ..  den  Seiten  und  Winkeln  der  Figiir  ABCD,... 
gleich;   folglich  siüd  die  Figuren  AiB^C^Di ....  und  ABCD,.*  • 
selbst  gleidi. 

406. 

Elfis  Fig^ur  zu  zeichnen^  die  einer  gegebenen  grad" 

linigen  Fi^wr  ähnlich  isty  ziehe  man  durch  alle  Ecken  A,  B', 

,C,  D"  etc.  (Flg.  2t8.)  dfr  gegebenen  Figur,  grade  Linien  mich  einem 

ßtnd  demselben  Puncte  M^  so  sind  beliebige  Funete  in  diesen  graben 

Xduien,  welche  paarweise  in  Parallelen  AiBjy  B^Cj^,  CjD^  etc.  mit 

den  Seiten  der  gegebenen  Figur  A^Bj,  B,€j,  C^Dj  etc.  liegen,  die 

Efjjtfin  einer  der  gegebenen  ähnlichen  Figur  AjB^Cj^D.^ 

Denn  a.  B.  die  Dreiecke  AMB  und  A^mBi,  BMC  und  B^MC., 

CMDutkA  C^MDj  etc.   sind  ähnlich,  weil  sie  wegen  der  Paral. 

leten.^  und^.B.,  BCund.B.C,,  CD  und  C,P,  etc.  gleich© Win- 

Viuu         i        .   ^B         BM        .    BC         BM    .  n\..AB 
\el  h^n;  also  .st3^===5-^  und^=;^^,  fo^^ 

'ist 


407  •    '    •     ,      Theilung  der  Figuren.  616, 

.  Figor  udf^CD .  *  •  .  *  Gleichvieffiiche«  wlbren^  ungleich »  wegeq  der 
FsralM^a»  ^e  Winkel  de^  beiden  Fijpiren,  swiscfaeii  ähnlich  liegen- 
dm  %Seite%  gleich  sind.    AUo  «ind  die  beiden  Fij{uren  Hhnllch« 

Mftn  darf  daher  nar,  nachdem  die  Linien  AM,  BM^  CM^  DM 
etc.  gezogen  worjlcn/^Ton  einer  der  Ecken  der  gesuchten  Figur^  z.  B. 
J^^  ausgehend«  Parallelen  ^2 B^,  B^C^^  (^i^t  ^^^'  ziehen^  fto  enuteht 
eine  der  gegebenen^  Jihnliche  Figar  A^B^C^D^  . .  4 . 

SolUn  du   ähnlicK  liBgend0n  Sßit§n  der  gesuchten   Tiyrur  he» 
j nimmt 0  Gleichvielfache  von' den  Seiten  der  gegebenen  Figur  s^yn^" 
>%0  inaeht   man  AjM   tu   eben   einem   solchen  Vielfaehen  von  AM. 

Denn  wegen  clef  ähnlichen  Dreiecke  JMB^  und  JiMBj  i«t  ^^^ 

AM         .  ,      AB  ^  BC         CD  .     AB     '    ic' 

Soleier  Inh'ali  der  gesuchten  Figur  ^in,  hestimmtei  ViA-^ 
Jache  van  dem.  Inhalt  der  gegebenen  seyn^'  so  mufs .man  eine  Saite 
der' verlangten  Figur ,  t,  B^  A,Bj  aus  der  ähnlichliegenden  Seite  AH 
der  gegebenen f  suchen;  das  nämliche' Vielfache  ist  AjM  von- ?s^%^ 
wonach  man  dann  die  Parallele  A|Bf  mit  AB  und  hierauf  auch 
4ß0  übrigen  Seiten  der  gesuchten  Figur  tiehen  kann» 

I  407. 

^  y on  einem  gegebenen  Dreiecke  ein  S,tuck  von  g#- 
gegeh  ener  Grofse  gtadlinig  abzuschneiden,  berechne  man 
zuerst  den  Inhalt  des  ganzen  Dreiecks  und  sehe  zu ,  der  wiei)ielte 
'Theil  vom  Ganzen  da$  abzuschneidende  StOck  ist*  Es  sey  der  mte 
Theil, 

.  k)  Soll  hun  die  ThbilungS'JLinie  durch  einen  der 
\Scheiiel*  Puncte  A  (Fig.  Sig*)  djs  gegebenen  Dreiecks 
MC  gehen,  so  theile  n^ai»  die  gegenüberliegende  Seite  BC  in  m 

gleiche  Theile,  mache  BD  =  — iC  und  ziehe  die  grade  Lini^  AD: 

eisdann  ist  ABD  der  abtuschneidende  mte  Theil  des  Dreiecks  ABC« 
enn  die  Dreiecke  ABD^  und  ABC  haben  gfeiche  Höhen;  aUo  tind 
Te  Inhalte  and  ihre  Grundlinien  Gleichviellache,  folglich  i$t  '" 

ABO  V  '  '    . 

abd"^"^' 

,    P)     Soll  die  Theilungs  m  Linie  durch. einen  gegehe* 

\9n  Punct'E  gehen,  der  in  einer  der  Seiten  desDreieeks 

[l«^t.    so   theile   man   erst   den  abzuschneidenden  taten  TheÜ  des 

iecks  ABC  nach  (».)  durch  eine  grade  Linie  AD  ab,  welche  dswch 

gegenüberliegende  J^cke  A  geht,  , Hierauf  ziehe  man, die  Grade 

und  mit  ihr   parallel  durch  D  die   Grade  DF  und  von  F  nach 

die  Grade  TE,  so  ijr  ABEF  =  -^  AABC)  dena  A^BD  iat  gleich 
\'^  ABC  nnd  die  Drcficcke  FDA  und  H)£,  tClber  FD,  swifchcn  den . 
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6l0      Anhang.   Figur.  Zeichn.  in  d.  Ebene^  '   407. 

Par«nelcn  Fb  ona  ^C,  sind  gleich  grof«.   AUo  ist  ABFD+  AFü£* 

=:  ABFD  +  AFi)^,  dirs  hcifst,  ABFE=  A^BD  =  —  A^BC.        ^ 

fit 

f)    Soll   dis    Tkeilungt'JLinie   durph   irgend  eintm 

Punct  D  (Fig.  d20.)   im  Innern  dsf  Dreiecks  gehen  «a^, 

zusam9Hen'^ruit    der  graden  Linie   "DA,    welche    diesäu 

Punct  mit  einem  der  Sifiheitel  des  Dreiecks  verhindst^ 

den  abzuschne  idenden  Theil  absondern,  so  ziehe  ntaaäK 

und  AF  mit  DB  und  DC  parallel  und  schneide  von  dem   Dreuk 

£DF   nach  {»,)  den  mten  Theil  ab.    Fällt  der  TheUungspunet,  m 

K,  zwischen  B  und  D,  so  dafs  AEDKr=:— EDF,  so  £rrBADK 

m 

der  ahzusehneidende  mte  Theil  des  Dreiecks  ABC    FälU  der  TJm^ 

Imngsp^ncty  wie  L,  auf  serhalb  B  und  C,  so  dafs  A£DL  =  —  AEDF, 

so  zirhe  man  LT  mit  BD  und  EA  parallel  und  durch  I  und  D  die 
Grade  ID«  AUdanii  ist  dar  Dreieck  TD \  der  abzuschneidende  mt$ 
Theil  des  Dreiecks  ABC.  Die  Dreiecke  EBD  uod  jiBD  nämUdit 
•o  ^rie  CDF  und  CDJ,  liber  den  Grundlinien  BD  und  DC,  nnil  xwi- 
achen  den  Parallelen  BD^  EA  und  DC,  AF  tind  gleich  groCi;  daher 
iat,  wenn  nan  daa  Dreieck  BDC  hinza  ihul ,  das  Dreieck  ABC  lo 

grofa  ala  daa  Dreieck  EDF.    lal  nun  A£D£=:— A£DF,  jo  ist 

m 

auch  BADK^—ABb.    Denn   A£D£  =  ABDX  +  AEhb  und 

B^DJKs  ABDX  +  A^BD,  und  vorhin  war  AEBDssAABP.  lit 

£Di:=— £D!F,  ao  ist  AJDAz=z  —  AABC;  dann  die  Dreiecke IfiD 
m  .        m 

und  IflD,  über  der  Grundlinie  BD  und  zwischen  den  Parallelen  LI 

und  BD,  sind  gleich  grofji:  es  ist  aber  AEDL  es  A£Dfi  — ALBO 

und  i^IDA^^^ABDA-^AlBD;  also  ist,  weil  A£BD  =  ABD^^vad 

J^LBD=AIBD,  AIDAtsz  AEDL^—  A£DF=i—  A JBC, 

nt  nt 

^)     Soll   die    Theilungs  Linie  mit   einer  Seite  des 

gegebenen  Dreiecks  einen  gegebenen  Winkel  macicu 

SO  liehe  man  unter  eben  diesem  Tf^inkel  BFA  (Fig.  2ai.)  dank  die 

der  Seite  ge geii&berliegende  Ecke  A,  die  Grade  AF.     JNun  s^auide 

man  vermittelst  einer  graden  Ldnie  AD »   die   durch  eben  du  Ecks 

A  geht^  p,ttch  (ec,)  den  mten  Theil  von  ABC  ab,     lieber  denjeniM 

Theil  der  Grundlinie  y   in  welchen  D  fäUt,   also   in  (Fiff.  321.)  &&^ 

den  Theil  BF,  ziehe  htan  einen  Halbkreis  und  DE  durch  D  auf  BF 

senkrecht  f   mache  BH  =r  BE  und  ziehe  GH  unter  djnn    tesdmmtez 

Winkel  BHG   gegen  BC,   also  mit  AF   parallel;    so    ist   AACH 

=  —  A  ABC.   Denn  in  den  ähnlichen  rechtwinkligen  Dreiecken  BDE 

und  EDF  ist  ||  =  |f .  und  weil  BEz:zBH  seyn  aoll,  |g=j^ 
Aber  wegen  der  Parallelen  GH  und  AF  aind  die  Dreiecke  BGH  vii 
BAF  ähnlich.  Also  ist  |f  =  |f;  folglich  ist  |g=|j,  folg- 
lieh  BD.B^  =5  B£f.B^.  Daberlist  AB  GH  =:ABi£D,  Aber  ABil' 
=— A^BC,  also  ABGHB-i-A^BC. 


407»  Theiilung  der  Figuren^  5t7 

£in  sinzslm^r  hdso^devr  Fall  ix^  tSittur,  wenn  dU 

Theilungs  "  JLinie  K^   mH  einher  S  elf  Alb  dms  Dreieck^ 

parallel   reyn  soll.     Das  Verfahren   bleibt   das  nämlicIiB,    AF 

r    JälU  dann  in  AC ;  man   mufs  also   alsdann  den  Halbkreis  üher  die 

.gattyZö  Seite  BC  tiehen^  BR^BI  machen  und  durch  K,  hKmit  AG 

parallel  legen, 

JRbeu  so  ist  es   nur  ein   einzelner  besonderer  Fall 
wenn  die  Theilungs^ Linie  etwa  aii/BCaenk recht  seyn 
^'  soll.    Das  Verfahren  ist  immer  das  Nämliche, 

§)    Soll  die  Theilungs » Linie    durch   irgend    einen 

r    Punet  au/serhalb  oder  Innerhalb  des  gegebenen  Drei» 

eeksf  X.  B»  wie  DEF   durch  deit  Punet  D  (Fi^.  aaa.)  aufs  er», 

halb  des  Dreiecks  ABC   gehen  und    das  Dreieck  BJSF 

^ — AABC  ahsehneiden^  so  ziehe   man  AL  durch  A  mit  BC 

f    und  KDL  'durch  D  mit  AB  parallel,   theile  nach  (««)  das  Dreieck 

BAG  =  — ABC  ab,  ziehe  LM  mit  AG  und  LH  mit  DM  paraüeU 

kalbire  KH  in  O,  KO  in  Q,  mache  KR  ==  KB  +  KQ/  ziehe  über  RH 
,    den  Halbkreis  RNH»  setze  das  Perpendikel  KN  aufRG  zu  KO«  in  OP, 

mache  fiF=:KP  und  ziehe  DEF  grade;  so  Ut  AB£F  =  ~  AjtffiC. 

Denn  weeen  der  Parallelen  DM  und  JLH  sind  die  DreiecSe  DML 
und  DMH,  folglich  auch  die  Dreiecke  KLM  und  KDH  gleich  grbi«. 
Das  Dreieck  KLM  ist  aher,,  ve^en  Jt^^s^ß/^,  LM-rzzAG  und 
'£Xil^=  B^&,  dem  Dreiecke  Bu^G  gleich ;  also  sind  auch  die  Di'ei- 

ecke  KDH  und  ABG  gleich  grofs»  mithin  ist  AKDH:=—AABC. 

m 

KD     KF 

Nun  ist  in  den  Shnlichen  Dreiecken  KDF  und  B£F,  -s-=  =  •=r-=;,  nn«l 

BE       BF, 

I   da  die  Dreiecke  KDH  and  B£F  gleich  .grofs  seyn  spUen ,  JU> .  KU 

=  B£.BF(S.  169.),  oder -»7;  =: -j^^.  Also  itnufs»  wenn  die  Drei- 

edie  KDH  und  BEF  gleich  grofs  nUd  fewar  beide  so  grofs  als  das 

•  i  j^p     ßp 

Dreieck  AB  Gsz  —  A  ABC  seyn  sollen,  -^  ==  jt^  Wyn.   Nna  wurde 

KRi=KB  +  Kg=:KB^iKH  und  BF  =::  KN  +  KO  ==  KN  +  ^KH 
gemacht,  so  dafs  KS\f^  BF^  IKH  ist.    Es  ist  also,  weil  in  den  äha- 

h  "^^  KIM"       KW 

>  liehen  rechtwinkligen  Dreiecken  RKN  un^  NKH,  ^  =  ^  »t, 

fsTOT^^BF^lKB'  ^''"'"*  BF»-BF.K17  +  iKÄ»  =  ÄB.XH 
+lÄ:if»,  oder  BF»  =  BF.£:H+ÄB.JS:H,  oder  BF*z:i{BF+KB)KH, 
oder  weil  BF+XB  =  XFisl,    BF^^KF.KH,   oder  ^=*;^ 

folgt.  Das  Nämliche  mnfste  aber  wef»en  der  Gleichheit  der  Gröfse 
der  Dreiecke  KDH  oder  ABG  nnd  BEF  seyn ,  also  sind  die  Drei- 
ecke ABG  nnd  BEF  gleich  g;ro£i  und  es  ist  ABEFz=z—  AABC* 
Diese  Aufgabe  ist  in  ($•  370.)  durch  Rechnung  gelöset. 
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5i8      Anhang.  Figur.  Zeichn.  in  ii  Ebene.      408^ 

^  408. 

Vermitt0lst    der  S&tte  ($.  4o^)    von   Theilung  in] 
Dreieeks^  kann  man  von-  jed^r  h  tliebi^en  gradlinigt» 
Figar  p.  unter  diaien  oder  jenen   Bedingungen  für  die 
Lage  der    Theilungs  •  JLi/ii^t     Stücke  von  gegehenn 
Orö'fse  ahtchneiden.. 

tt)    Gesetzt  man  solle  von  der  Fi  j:«r  ABGDEFG(rV- 
fia3.)  parallel  mit  der  Seite  AB,  «i»  Stück  von  ge£eh*»v- 
Gro/se  abschneiden^  so  ziehe  man  erst  durch  alle  andere  ExSm 
der  Figur  Parallelen  m{t  AB,    ik&mlieh    GGti  ^^^^  ^^\y  ^^  ^\ 
berechne  den  Inhalt  der  Trapeze  A  B  G  G^  y   G  G ^  Cj  C  »   Cj  CFFp  < 
FFjEEi.      Man   addire    von    denselben   so   viele,    bis  mau  dm/ 
Fläche  findet,  welche  gröfser  als  die  ist,  die  man  ubschnesden  sdL 
Alsdann  geht  die  Tkeilungslinie  XY  nothwendig  durch  das  letitt 
Trapez  hindurch,  welches  ntan  addirte,    Sie  gehe  s.  B.  zwischeMFF,  . 
und   EEj    hindurch.     Da    man  den   Inhalt  der  Fi^ur  ABCFjfC|6 
kennt,  so  weift  man  auch  wieoiel  noch  upn  dem  'Trapeze  FFiEEj 
abzuschneiden  ist.    Dieses^tück  noch  abzuschneiden^  verlängert  ha 
die  Seiten  des  Trapezel  FE  und  FjEi»  bis  sie  sich  in  P  schseUse, 
und  berechne  den  Inhalt  des  Dteiecks  PEEj.    Dazu  den  RestffXEit 
der  von  dem  Trapeze  FF ^KE^  übrig  bleiben  mufste,  gieht  des  Drei- 
eck EXY,  welches  von  dem  Dreieck  EFF^,  parallel  mit  seiner  Grend' 
linie  FFi,   abzuschneiden  ist.    Die  Theilusigs^JLinU  XY  Jir  diesen 
Jibscknitt  findet  man  nach  ($.  4q7.  i), 

ß)    Gf  setzt  von  d\Br  Figur  ABCDEFG  (Flg.  asijio// 
ßureh  ßine  grade  JL^nie  XY,  die  verlängert  durth  tU 
i«»  gegebenen  Punct  Nl  geht,  ein  Stück  \YBCD£Xtos 
gegebener   GiTöfse  ab  geschnitten  werden,  so    ziehe  mse 
durch  den  Punct  M  und  durch  alle  Echan  der  Figur  grade  Lidm 
und  berechne  den  Inhalt   der  durch  dieselben  abgeschnittenen  Fip^ 
ren  D^DE,  C|CI>|D,  BiBC^C,  G.&tBxB  u.s.  w.    Man  addire  sd- 
eher,  von  der  ersten  an,  SO  viele  vis  man  eine  Fläche  bekommt,  dii 
gröfser  ist  als  die  abiusehneidende  /  so  geht  die  Theilungs  *  tmit 
nothwendig  durch  das  letzte  addirte  Trapez  hindurch,  z.  B,  dard 
G1G2BB1.     Zieht  man  den  Inhalt  der  Figur  BCDEB^  von  fr  eb^ 
zuschneidenden  Flache  ab,  so  bleibt  die  Fläche  XYBB^p  welJie  nodk 
von  dem  letzten  Trapeze  abzuschneiden  ist.    Für  diese  Flache  die 
Theilungs 'Linie  XY,  unter  der  Bedingung,  dafs  sie  verlängert  Jnrcl 
den  Punct  ^geht^  zu  finden^  verlängere  man  die  Seiten  BGw  uU 
B1G99    bis  sie  sich    in  P   schneiden   und  berechne   den  Inhalt  dtt 
Dreiecks  PG^G»,  SO   kommt  es,  weil   auch  die  Fläche  XGsGjY  he- 
kannt  ist,  hur  daranf  an,  von  deja  Dreieck  PBfif  einen  bestimm$eä 
Theil  PXY  mittelst   einer,  verlängert  durch  den  bestimmten  Pmut 
M  gehenden. Theilungs  '  fjnie  MXY  etbz^schneiden  ;   welches  mmA 
($.  4o7«  f)  geschieht  u.  s,  w. 
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S^U   2  Zeile,  8  v.  o.  lese  man  grö'fser  oci^r  kleiner 
\  ner  oder  g^rötser. 


stau  kl  ei- 


--  9    —  7  V.  u.  1.  m.  EAQBF  st.  £y C/>F 

.^  10.  —  2  T.  u-''1.  m.  keinen  St.  keinem 

—  ?3    —  8  V.  o.  h  m.  («— 2)2ß  St.  (n— a)^ 

—  27    —  6  V.  o.  1.  m-  -^C  sl.  £C 

—  31    —  1  V.  u.  I.  m.  AEGFsl.  ^EGl 

—  32    —  15  V.  u.  I.  m\  .GD  und  GF  »l.  dp  ijnd  (?£      ^ 

—  34    —     6  V.  n.  PF  St.  £F  , 

/   „  __ »  »~- 

•—49    —    20  T.  o.  etc«  1.  tsu    II;  VTann   ein  Dreieck  über  einer 

seiner ßeiten  gleichschenklig  istf  und  üier  der  ne*m-^ 
liehen  Seite  liegt  zugleich  ein  andeces  b^Uebigee  Drei' 
eck^  der  pf^inhjel  des  gleichschenkligen  Dreiecks  aber, 
der  gemeinschaftlichen  Seite  ge^e^iihez'ete»  ^aUlI. 
f^'enn  ein  etc.  bis  gegenüber 

—  54    —      4  V.  u.  L  m»  der  St.  di^ 

—  65    —    22  V.  ü.  1.  HU  B  $U  D  und  Z.2I  y.  n,  X)  $U  B 

—  —    —      1  ▼.  o.L  m.  Gentriciiät  St.  QUichhelt  . 

—  66    —    17  V.  o.  1.  m.  B  st.  D,  Z.  19  v.  o.  D  st.  If  und  Z.  25 

V.  9^  M  suB  i   '     '      ■ 

—  70    —    14  V.  o,  und  S.  76  Z.  20  v.  n.  I.  m.  einen  st.  ein-em 

—  80    —    .9  ▼.  o.  1.  m«  und  St.  urd 

—  •  87    —    15  ▼.  o.  1.  m.  ^  St.  ^.  V  .  . 

OK  -    ' 

—  93    —      1  V.  u.  !•  m.  — M.il  — (l«.Ä]— [i^])  Start 

—  98    •—      3  ▼.  n.  1«  m.  Quadrats  einea  der  g;lr:iclien  st. 

Quadrats   der  ^leiclieii 

—  99    —      3  t.  o.  1.  1%  [BD*]  St.  [BD»]« 

—  116    —      1  V.  u,  etc  müssen  die  Worte:  „Wär/j  der  Halbmes- 

,^ser  in  dem  einen  Vieleck  gröfser-  als  im  andern, 
„so  wftren  alle  VVinkel  am  MifteUPanct,  über 
^„  gl  ei  cb  en  Seiten,  in  dem  ersten  kleiner  als  in  dem 
,,  andern  ((.  io4.),  also  die  Summen  der  Winkel 
„  am  Mittel-Pnnct  wiederum  verschieden/*  wegfallen. 

—  126    —    22  v.o.  1.  m.  (in  +  »)B  St.  (rn  +  e)^ 

— -  127  —    10  V.  n.  1.  m.  des  Parah  st.  das  ParaU 

—  133  '—      8  T.  u;  1.  m,  JBC  st.  JBG 

—  137  —  ^  2  ▼.  o.  1.  m,  einen«  st.  einem 

—  141  —    10  r.  u.  I.  m.  (a* +  «»•&»)»  st.  (««+5»-,«*)* 

—  —  —     6  V.  n.  1.  m,  11  St.  lo 

.—  142    —  9a.l0v.oJ.m.  16.  A'st.  A'u.  Z.ll  v.o.  A  st.  i6.A 

—  143    —  3  V.  u.  1.  m,  CD3  St.  BD, 

—  144    —  17  n.  18.  V.  u.  1;  m.  BC  st.  BiC, 

—  145  ,, —  2  V.  o.  1.  m.  9  c*  St.  ge 
c-,  #-     —  19  ▼.  o.  1.  m.  k\  St.  —  h\ 
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Verbesserungen. 


Säte4&3  Zeile  5  ▼.  ü.  t^^^  r,r«5=ft^rt-fl)^  -{y,  +  y, . ..  .y^_^) 


457 

459 

460 
461 
464 


16  V.  o.  1.  m.  a4.  z|^^  st.  24.  2*^^- 

6  v.u.  !•  na.  (§;  374.  3.)  it.  v$.  373.  3.) 

7  V.  n.  F,  m.  (S.  374.  6.)  «.-($..  373.  6.) 
19  V.  ü.  I.  m.  7t  *^-  y  < 

h  V.  u.  L  Dl.  q^  sL  9^  ; 
13  V.  u.  -L  m.  C(  St.  c  v 


—     17  V,  o.  1,  m. 


%m 


•«•  :rt 


m 


•  • 


—  469    —    12  y.  ü.  etc^  niufs  e«  statt    die  erste  2 eile 

von  da  bis  so  viel  als  heifseo : 
Es    ist   c,«nyi-^CgXi/iCyi  +yi)  +  C4  jm (;. .  +  y^  +  y,) 

80'  ist  +«m""tyx+yi+ym-i)  =  +  *m*"*«  und  der  Best  von  (9a,) 

viel  als 

Seite  471  Z«i!e    2  v.  o.  1.  m.  Vf.  *t.  V  und  Zeile  4  v.  .0.  VII  st  V^ 

—  47:iGK  7  1.  iD,'tÄifj^(Jff  +  A)  St.  tanar»— Jl) 

—  474Zciie   6  v.  u.  1.  m.  «,  i,  y,  ä^,  «j,...  sL  «,  ^,  «„  *,..., 

—  475    —    .  8  V.  o.  I«  m.  v+^  M.  v 

—  -j     —    12  V.  u.  1.  m.  ß^+  y  St.  ß^ 

—  476    —    21-  V«  u.  K  nit  ^  und  ^  st.  y;  und  y 

—  480    —      7  V.  o.  1.  m.  e^  st.  c^ 
_     -.     -    ä2  V.  o.  1.  in.  p^^  St.  p^^ 

—  481    —    20  T.  u.  1.  m.  -Fj^„(3i.)  st*  Fg^„(i9.) 
1—482    —    12  V.  u.  1.  m.  C^C^'st.  c^f^  und  C^C^  «l.  C. 

—  485    —      7  V.  o,  L 


U  c«  St.  r* 


m.« 


—  4te    -     7  V.  o.  I.  m.  4^  St.  -^ 

—  500    — -   18  V.  o.  1.  m.  f^ehören  sii    gleichen   Tbeilrfr' 

St.  sind  gleiche  Theile 

.  —    501  —    11  y.  ü.  1.  m.  5Z=|^C/5  st.  ,yZ={^C\y|^5 

—  503  —    20  V.  u,  ).  m.  ()il  st.  QB 

—  — .  — .  11  V.  u.  I.  m.  TMB  St.  FMB 

—  504  —      5  V.  u.  I.  m.  irfbc  St.  u^bf 

—  _ —  —      6  V.  u.  und  2  v.  u.  1.  m.  F^DF  st  E^DE 

—  505  —    ^4  V.  ü,  1.  Hb  H/  et.  H/j 

—  508    -^    föv.  o.  L  m^  ausammensetit  st.    Eusaminc 

.     gesetBt. 

-p.    —     —    23  V,  o,  1.  m.  JÖ  it.  PG 
^     —     —      1  V.  u.  L  m.  FD  St.  JB 

—  510    —    16  V.  p.  1.  m.  J'E  St.  FD 
In  Fig.  310  soll  dber  der  zweiten  Linie  ^  st.  ^  stehen  _ 
Seite  510  Zeile    8  v.  n.  I.  m.  FMj  st.  FM  und  C^f,  iu'CM. 
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